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Stowo wyjasnienia

Niniejszy tekst jest kompletnym zbiorem notatek z wyktad®echaniki Kwantowej Iprowadzonych przez

E.A. Bartnika w semestrze zimowym roku akademickiego 2002/2003 na Wydziale Fizyki Uniwersytetu Warsza-
wskiego. Inicjatywe przepisywania na biezaco ¢&X-B i publikowania w sieci kolejnych wyktadéw powz-

iefa na poczatku semestru E. Stdrska, do ktérej niemalze natychmiast dotaczyt R.P. Kostecki. W tym dwu-
osobowym zespole przepisywaliy kolejne wyktady na zmiane z robieniem korekty. Byto to przedsiewzigcie —
chat spotecznie bardzo pozyteczne -Stloyzykowne. Przepisywanie nie zawsze w petni zrozumianego materiatu,

a tym bardziej robienie korekty merytorycznej, musiato nieco uciéméetym, ze osoby tworzace te notatki z no-
towanymi pojeciami i materiatem stykaly sie po raz pierwszy! Niepomijalna jest tez kwestia obciazenia czasowego
rownolegtymi kolokwiami, opisami z pracowni, etc. W sumie sprowadzato sie to do niemalze notorycgxego T
owania tych notatek do drugiej czy trzeciej godziny w nocy, potaczone z réwnoczesnym sprawdzarem wia
ciwych wzoréw w Schiffié i w Feynmanié... Dlatego tez niniejsze wygaienia, zupetnie zbedne w kazdym
porzadnym skrypcie, sa w tym miejscu zupetnie koniecznie dla usprawiedliwienia (zapewne?) wielu (?) niedo-
ciagnig i niedoskonatsci na nastepnych stronach tych wspaniatych skadinad notatek! Po prostu nie starczyto
nam sit i czasu by us& nad tym wielkim materiatem i go porzadnie poprawiéwniez pod wzgledem takich
“drobiazgéw” jak jak&t rysunkéw, ciaghet narracji, sensowred wynikania z siebie kolejnych wzoréw, czy tez
proporcji pomiedzy matematyka a stownymi dij@eniami® Wraz z E.A. Bartnikiem planowaimy prace nad
przeksztatlceniem tych notatek w projekt ksiazki, lecz owe prace juz dawno temu zawisty gdziebycie, za
krytyczne przyjrzenie sige strukturze zamieszczonego materiatu prowadzi do wniosku, iz nawet otrzymanie z tych
notatek skryptu wymagatoby o duzego wktadu pracy. Dlatego tez notatki te — w dzi@dmesigciukilku pro-
centach odpowiadajace doktadnej zawseidolejnych zapisanych w trakcie pétrocznego wykladu tablic — nalezy
traktowet jako ekwiwalent projekcji “live” wyktadu, ewentualnie jako “skrypt na wiasna odpowiedzsahndub

tez “samouczek dla hobbystéw”. Niechaj jednak nie przerazaja Ciebie, o Drogi Czytelniku, te stosaieryial

Jest to mimo wszystko solidna porcja materiatu z mechaniki kwantowej, a bladziz... jest rzecza ludzKa!

R.P. Kostecki,
5 wrze&nia 2004 AD

INajbardziej kanoniczny podrgcznik do mechaniki kwantowej
2Najbardziej “fizyczny” podrecznik do mechaniki kwantowej
3Pomijam kwestig watpliwej jal&zi i watpliwego dowcipu przypiséw ;-)
4“Dopoki btadzi, dazy cziowiek” (Wolfgang GoethBaus)
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1 Wstep

Mechanika kwantowa— przynajmniej na dzie dzisiejszy — jest fundamentalna teoria zjawisk zachodzacych w
skali atomowej. Jest ona czesto&rtieintuicyjna, niezgodna z tak zwanym “zdrowym rozsadkiem”, czasem wregcz
“absurdalna”, jednakze jedynym kryterium poprawaioteorii jest jej zgodn& z ddwiadczeniem, a mecha-
nika kwantowa jest jedna z dwoch najlepiej zgodnych swdadczeniem teorii fizycznych (druga jest ogdlna
teoria wzglednsci). Natomiast jgli chodzi o “zdroworozsadkov&”, to trzeba pamiefa ze rozsadek nasz (oraz
intuicje) uksztattowany jest w dwiadczeniach i obserwacjach zjawisk skali mezoskopowej, iskali mikro,

ani makro®

1.1 Roéwnania mechaniki klasycznej

Mechanike klasyczna mozna Gja jezyku opisu lagranzowskiego (w ktérym centralna role petni funkcja zwana
lagranzjanerf), badz tez w jezyku opisu hamiltonowskiego (w ktérym centralna role petni hamiltonian). Podanie
lagranzjanu lub hamiltonianu (oraz ewentualnie &lerie wiezéw natozonych na dany uktad) w petni i jednoz-
nacznie okréla dynamike ukladu. Lagranzjan jest to funkcjohdék, <, t), natomiast hamiltonian jest funkcjon-

atem innych zmiennych# (z, p, t), gdzie oczywéciei oznacza pochodna potozenia po czasie. Sa atoli zjawiska
dla ktérych zapisanie lagranzjanu jest niemozliwe, badz trudne (np. gdy wystepuje tarcie). Jezeli jednak dla uktadu
klasycznego da sie zapiséagranzjan (a zatem i hamiltonian), to dane zagadnienie daje sie skwantayi
przettumaczg na jezyk mechaniki kwantowe;.

Ped kanoniczny to (z definicji) lagranzjan zrézniczkowany po prgdk@ogolnionej)p; = g—qL Odpowiedni-
kiem newtonowskiej zasady dynam'(lglzp = F) w jezyku lagranzjanu jest rGwnanie Eulera-Lagrange’a:

d (OL oL
_— = . 1
de (3%) 9q; @)
Energie uktadu mozna wyrdzza pomoca pedow i potoe otrzymuje sie hamiltonian:
H=Y (pigi)— L. (2)
Dla kazdego hamiltonianu spetnione sa réwnania Hamiltona:
0OH
Ii = ; 3
%= o 3)
OH
= — ) 4
p o (4)

1.1.1 Mozliwdst numerycznej analizy probleméw mechanicznych

Dla jednego wymiaru rownania te maja pdsta

i = 6H(§,;c,t)
D
OH (p,x,t)

p:_ Ox

SWiasciwsza nazwa dla tej mechaniki byloby oienie jej jakomechaniki operatorowef mechaniki falowej + mechaniki kwantowej,
bowiem — jak sie okaze — podstawowym pojeciem mechaniki kwantowej nie jest ani kwant, ani funkcja falowa, lecz operator.

6Chat oczywkcie mozna z przekasem stwierizze istnienie innych skal niz nasza ludzka skala mezo jest tylko naukomeepcja
zatem nie stanowi, przynajmniej filozoficznie, wazkiego uzasadniemezyp. RPK

"W srodowisku fizykéw polskich — jak mi sie zdaje — istnieja silne kontrowersje wobec pisania ‘lagranzjan’ zamiast lagrangian. Przeciwko
takiemu spolszczaniu nie przemawia jednak zadna norma jezykqwayp. RPK
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Wykorzystujac definicje rézniczkowanid: = z(t+at)—z(t) ME =) graz wzory (3) i (4), otrzymuie sie nastepujace
wzory: ory (3) i (4), otrzym c
{ 2t at) =a(t)+ o tji H((gz;p,?
+At) = OH (z,p,t
p(t t) p(t)-l— A t#7

co umozliwia numeryczne wyznaczanie ewolucji uktadu dla dowolnych czaséw.

1.2 Procedura kwantowania uktadu
1.2.1 Wstep filozoficzny

Przepcie od mechaniki klasycznej do mechaniki kwantowej mozna realizoailka ré6znych (réwnowaznych
sobie) sposoboéw. Niezaleznie od tego, ktéry sposéb uzna sie za stosowny, wazne jesi@udkpedstawowej

idei, ktéra za takim przégiem sie kryje. Ot6z w mechanice klasycznej ciche zatozenie brzmiato: uzywane w
formalizmie matematycznym obiekty reprezentuja stan rzeczy®dsjedno-jednoznacznie. Czyli wszedzie w
réwnaniach gdzie wystepowaly zmien(e p, t) znaczylo to “w okrélonej chwili czasu, uktad ma doktadnie
okreslony pedp i potozenier”. Idea mozliwdci dowolnie doktadnego okskenia parametrow uktadu lezata u pod-

staw newtonowskiej mechaniki. Tymczasem mechanika kwantowa opiera sie na idei niersoztlaktadnego
okreslenia wszystkich parametréw uktadu. Ta idea znajduje swoje odzwierciedlenie w aparacie matematycznym
teorii®

1.2.2 Praktyczne kwantowanie
1. Hamiltonian we wspotrzednych kartegkich przeksztatca sie w operator kwantowy:
H(r,p,t) — H(r,—ihV,t). (5)
Poszukajmy jednostek statgf, tak, by we wzorze (5) zgadzaty sie jednostki (czyli: dokonajmy analizy

wymiarowej):[p] = K&M — 38 — 1 () = I8 (0] — 1 zatem:(n] = ML — (] = [E][0).

Analiza wymiarowa nie jest w stanie padaamwartosci zmiennej, ktéra to warkt trzeba wyznaczy
eksperymentalnie. Dgiwiemy, iz = 1.054573 - 10734J- s~ 6.58 - 10~ 6eV - s,

2. Energii i sktladowym pedu przypisane sa nastepujace operatory, dziatajace na funkcje/falotya

E— m%, (6)
po — il ©
Py — fiﬁa%, 8)
Py — —iﬁ%. 9)

1.3 Interpretacja

Funkcja faloway)(r, t) okresla w mechanice kwantowej stan fizyczny uktadu. Podanie tej funkcji dla pewnej
chwili czasu opisuje wszystkie wtassei uktadu, nie tylko w danym momencie, ale réwniez w przysaitooraz
w przesztéci. Funkcja falowa) kodujecata informacje o uktadzie. Nie czyni tego jednak w postaci dyskretnej

8Ten paragaf pozwolitem sobie dopisau lepszemu wyjenieniu tematyki. przyp. RPK
9% to taki kwantometr
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zbioru széciu liczb @, y, z, pz, py, p-), tak jak to byto w mechanice klasycznej, lecz w bardziej wyrafinowanej
postaci funkcyjnej. Mechanika kwantoyest teoria deterministyczna i probabilistyczna

Dziatanie hamiltonianuf na funkcje falowa: przesuwa on nasza wiedze o uktadzie w czasie:

H(r, —ihiV, t)i(r, t) = m%wn t). (10)
Interpretacja funkcji falowej): iloczyn funkcji falowejt i funkcji do niej sprzezonej)* jest gestécia praw-
dopodobi@stwa potozenia:

o(r,t) = |ip(r, )] (11)

Oznacza to, ze(r,t)dzdydz jest prawdopodobiestwem znalezienia czastki w elemencie olfetalzdydz
wokét punktur w chwili t. Funkcjay) musi bye unormowana zgodnie z warunkiem normalizacji:

1= /dSrQ(r,t) = /d?’r\w(r,t)|2. 12)

1.4 Ruch czastki swobodnej
klasycznie

e energia kinetycznal, = mez

o pedip, = 2& = ma,
. . . . 2 2 2
e hamiltonianH = p& — szQ = _nr P — Ly +p; +1?).

kwantowo:

A 2 2 2 2 2
CH = (ot ot ) = RO

2m 2m

1.5 Réwnanie Schrodingera dla czastki swobodnej

o = "om

Postulujac rozwiazania w postaci fali ptaskiej:

O B2 (0% 9% 9%
=" (a oy a) (13)

U(x,y, z,t) = exp(—iwt + ikix + tkay + ik32),

otrzymuje sie:

o = (k)
57 = —iwexp(—iwt) = (—iw)i.
Po wstawieniu do réwnania (13) mamy:

52 ﬁQ (k)2
) —1 = — k 2 — = .
(ih) (—iw)e 2m( VA — hwp o P
Z powyzszych réwnawynika zalezn&t na czestst rozchodzenia sie paczki falowej (zwiazek dyspersyjny):

(14)
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2 Rownanie Schrédingera

2.1 Unormowanie funkcji falowej

o
il = Hi. (15)

Rozwiazaniem tego réwnania jest funkcja falowér,¢), ktéra dostarcza petnego opisu zachowania czastki.
Poniewaz prawdopodolfistwo znalezienia czastki gdziekolwiek wynosi 1, to mamy warunek normalizacji:

/ d3ryp*ap = 1. (16)
Wspotczynnik przy funkcjiy - norma - jest niezalezny od czasu. Potwierdzaja to obliczenia:
= / dPrypy = 1.

ap

d . .
= g = [ @)

Wstawiamyy = L (Hv) orazy* = — L (H)*:
dP _ 3 1 _ S * * [ T3
= [ (~utdey v in).

Przyjmujac, zeH = Hy + V (r), natomiastd = f%(V)Z + V(r):

L {— (—V%W( w)*w*( L4 v )w)}

Ostatecznie mamy:

— 3 * 72 17
= o [ v )
Problem mozna rozwiazalwoma sposobami:

1. Skorzysta z definicji laplasjanuy{? = azz + 81/2 + az )|przekszta+an réwnanie (17) do postaci:

“omi /m /mdy/md“"[ B V] =0 (18)

S de[- QL 0g" 4 29" 2% ] g

dx Ox dx Oz

Z tego réwnania wynika> = 0.
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2. Zmiana w czasie prawdopodob@wa znalezienia czastki w pewnym obszarze (nie w catej digjgto

d . d h )
P(t) = dS * — _ dd o 2, )% * 2 .
! (t) /Q r—dtw V) Tmz'/ﬂ r[=(VZ" )Y + 4" (V7))
Na mocy twierdzenia Gaussa-Ostrogradskiego catka powierzchniowa zamienia sie w calke po konturze
obszaru:
4 P(t) = I o[-y (VY*) + 9" (V)]
dt - 2mz 4o 7 ’

Na podstawie otrzymanego wyniku mozna zdefiniowead prawdopodobiestwa (gestst pradu prawdopodobistwa)
S:

ﬁ * *
S = 5 —[W" (V) — (Vo). (19)
Obowiazuje wéwczas rownanie ciagt:
00 B
En +VS=0. (20)

Strumieh prawdopodobiestwa wyptywa, gdy funkcje falowe sa zespolone:

U(r,1) = Nexp(~iw(p)t + "),
_p
w(p) = b (21)
2.2 \Wartoscisrednie
Ogodlny wzor na wartst Srednia funkcjif (x):
(@) = [ deolo)f(a), 22)

gdziep(x) jest gestécia prawdopodobifestwa. Dla czastek danych pewnym rozktadem prawdopodstvia is-
totne sa dwie war&rxi: o-odchylenie standardowe,-Srednia rozktadu. Znajac gestoprawdopodobiestwa o
mozna obliczg Srednie potozenie czastki):

= /dxg(x)x = {(z)dlag(z) > 0i /dxg(x) =1,

7t = [ dsota)le — i = (2 = 0))* = (o) - ()"

Kazdej wielkdci fizycznej mozna przypisaperator:
np. kwantowy operator momentu pedu= # x p.
Wzér naSrednia wartét dowolnego operatora:
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(©) = / d®rp* 0. (23)

Operatory mechaniki kwantowej - operatdrgrmitowskie- w dziataniu na dowolna funkcje falowa daja wynik
rzeczywisty.

Przyktadowe obliczenia:

e Srednie potozenie czastki):
(z) = [ Pry*(r)av(r) = [ EPri*doe = [ dPre(r,t)z,
Z:p(x,t) — x(x,t).

e Srednia x-owej sktadowej pedp. ):

(po) = [ dPro*(—iigy) = —ih [ dz [ dy [ dey* 38 = —ifi [ dydz [ daGho,
sprzezeniéredniej wartéci x-owej sktadowej pedip,.)*:

(po)* = [ Bry(—ih%e) =ik [dz [dy [ deyp i = (p,),
zatem, gdy funkcja falowa jest rzeczywigta* = ), wtedy (p,.) = 0.

2.3 Techniki rozwiazywania zagadni@ w mechanice kwantowej

Istnieje tylko jedna analityczna metoda rozwiazywania réwrdeniczkowych czastkowych: przez separacje zmi-
ennych. Potrafimy rozwiazywaw ten sposoéb tylko zagadnienia o duzej symetrii.

Dany jest hamiltonian:
. K2
H=——V*+V(r), (24)
2m

gdzieV (r) nie zalezy od czasu. Rozwiazujac rownanie Schrédingera mozna je rozsepa@weast zalezna i
niezalezna od czasu, a funkcje falowa zapisastepujacoy(r,t) = a(t)yg(r).

Rachunki:
oy
Zﬁa — H¢
9% () = a(OHU(E) | a(t)r(r)

gda 1 Hy()
dt at)  ¢m(r)

E jest stata separacji oraz, jak sie pozniej okaze, energia. Separacja rownania udaje sige tylko dla potencjatéw
niezaleznych od czasu. Koowym efektem separacji sa dwa réwnania:

e Proste rownanie rézniczkowe zalezne od czasu:
-2 da
th _
a(t)

e Rownanie Schroédingera niezalezne od czasu:

(25)

2
Ly 4 Vs = B, (26)
m
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Szukana postarozwiazania réwnanié5): et = a(t).

ih% = FEa(t) — ilya(t) = Ea(t) = a(t) = e

Zatem:p(r,t) = exp(—%)z/z;;(r); *(r,t) = exp(—&—i%)wg(r).

Gestét prawdopodobiestwa znalezienia czastki nie zalezy od czH#su:

0 ="y = yYp(r)]*.

3 Mechanika kwantowa vs. mechanika klasyczna
3.1 Wstep (przepieknej urody)
Kazdej wielkaci fizycznej przypisujemy operator kwantowy:

O(r,p) — O(r, —ihV).

Przepis ten czasami nie sprawdza sie. Dla przykladu zbadajmy kwantowy odpowiednik klasycznéciéwno
TPy = PgT:

i =)L, @)
gt = ()l + 23] (29

Oczywiscie(27) # (28). Okazuje sie, ze w mechanice kwantowej dopuszczone sa jedynie takie operatory, ktre sa
hermitowskie. Ani (27) ani (28) hermitowskie nie sa. Natom@(s’ztp; + p, &) W petni poprawnym hermitowskim
operatorem juz jest.

Mechanika kwantowa jest statystyczna. W jej warstwie interpretacyjnéjimy w terminach funkgcji falowej,
wartdsci oczekiwanych, prawdopodobigwa. Jest ona deterministyczna, bo potrafi przesuweaza wiedze w
czasie:iﬁ%f = H¢ to nic innego, jak réwnanie liniowe ewolucji. Byta ona sprawdzana w warunkach ekstremal-
nych i nigdy nie zostato zaobserwowane zadne odstepstwo od liagwo

Funkcje falowa czesto separujemy na&zealezna tylko od czasu oraz &ealezna tylko od potozenia:

1Bt

P(r,t) = A(t)pp(r) = e” " ¢p(r), (29)

gdziepg(r) spetniaréwnanie Schrodingera niezalezne od czasu

Hyop = Epp. (30)

107 doktadndcia do fazy funkcji falowej, ktora to zmienia sie w czasie, jednak gésicawdopodobiestwa -|1/|2 - skutecznie wptywu
ewolucji nie zauwaza.
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Udowodnimy teraz, ze stata separatjizeczywécie jest energia:

- iBt

(H) = / &Pry* Hep = / Ere’ T oh(r)He T pp(r) = (31)

= /d?’w}‘;ﬁw = /dSTsDEEsaE = E/d?’wE@E =E.

Zatemyp to funkcje wiasne, ZaE to wartdsci wlasne operatord .

3.2 Dygresja

Miara rozrzutu rozktadu prawdopodohi&wa jest wariancja:

o3 = (0 — (9))2). (32)
Zatem:
0% = (H — B)?) = / Breiy(r) (H - EVop(r) =0. (33)
| ———

Okazuije sig, ze w specyficznych sytuacjach specyficzne véelkeaja w mechanice kwantowedpktadnieokreslone
wartdscilt

3.3 Roéwnania Ehrenfesta

W jakim znaczeniu mechanika kwantowa odtwarza mechanike klasyczna?

ol 10 R,
Y= %(Hl/}) = %[—%(V ) + V),
_h 1
V= _2mi( )+ &Y
*_i 2 % _l *
V= 2mz’<V v szb ’

Sy =4 [@reee = [dratiro+ i -

U7znikanie wariancji energii jest faktem oczywistym, gdy zauwazy sig, ze stosujac réwnanie Schrodindgiamyze mamy do czynienia
z doktadnymi pomiarami energii (por. Haken). Doktadnymi, czyli o wariancji rownej zerayp. R.K)
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2msi

— [ Erale (o (TR 4 (V) — ] =

Cztony zalezne od potencjatu skrécity sie!

h h 0 0? 0?
e / Prafp(V07) = 0 (V) = o [ drl @50 4o h) - vt )
= — [drd (a9) % = [ da[ L (z)].
Zatem:
3 3 *pCC Dz
Jert o= [y - i)
Uzyskalsmy réwnanie:
d, \_  Da
5<3«"> = <E>' (34)
Analogicznie liczy sie:
d ov
E<pw> = —<%>- (35)

Zestaw rowna (34) i (35) nazywa sigdwnaniami Ehrenfesta

Niech(z) = z¢. W przypadku, gdy paczka falowa jest bardzo waska w poréwnaniu z potencjatem, mamy:

ov ov ov LoV
(G = [@rore-Tn ~ (o) [drere -2k

Nie jest tak jednak wowczas, gdy paczka falowa jest rozmyta.

Q

3.4 Studnia potencjatu

2 g2
T 2m da?

Rozwazmy hamiltoniard =
energii . Klasycznie mamy:

E

— + V(x), (36)

2m

czyli:

p(z) = £/ (E — V(x))2m. (37)

+ V(z), oraz wezmy czastke zwiazana w studni potencjatu o pewnej



MECHANIKA KWANTOWA — Notatki z wykltadow E.A. Bartnikamade by E. Stomifiska & R.P. Kostecki?

AV(X)
>
OBSZAR KLASYCZN E OBSZAR KLASYCZN E
ZABRONI ONY - (_xi?_Yl__ A?‘_J _E_ .- ZABRONI ONY

V(X)

w tym oszarze pedy,
brane sa ze znaki em
Vm n " +|| i w_mn

OBSZAR KLASYCZNI E
DOSTEPNY

Natomiast kwantowo:

I dep
2m dxz?

+V(2)pp(r) = Epp(x).
Sprobujmy rozwiazauproszczone réwnani&’ (= const):

7 Lop
2m dz?

+Vpp(r) = Epg(x).

Podstawiajagz = e** mamy:

M\ = =) (V—-E)
Przypadki:
e V>E=A=+32m(V - E)
jest to rozwiazani&lasycznie zabroniote
e V<E=A=x12m(E-V)=+4p
jest to rozwiazanie oscylacyjne.
V>E - obszar klasycznie V < E - obszar oscylacji

zabr oni ony
A

A

Y
/
Y

(38)

(39)

(40)
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Okazuje sig, ze) (dla réznych energiy) ucieka do+oo lub do —oo. Rozwiazania fizyczne istnieja tylko dla
wybranych energii. Zateranergia jest skwantowana

Trzy gtowne fakty r6zniace mechanike kwantowa od klasycznej:

e to funkcja falowa, a nie czastka, ma wiasobfalowe,

e energia moze przyjmovegedynie skwantowane wagoi,

e czastke kwantowa mozna znate& obszarze klasycznie niedostepnym.

4 Kwantowy oscylator harmoniczny. Przestrzé Hilberta.

4.1

1.

Krotkie powtorzenie wiedzy dotychczas nabytej
Mechanika kwantowa jest mechanika operatorow:

O(r,p) — O(r, —ihV). (41)

. Operatory dziataja na zespolona funkcje falowa:

P(r, ). (42)

. Gest&t prawdopodobiestwa wyraza sie nastepujaco:

o(r,t) = [Y* = ¢"y. (43)

. Wartat srednia wielk&ci fizycznej liczy sie ze wzoru:

(©) = / dBry*Oy. (44)
. Hamiltonian dla pojedynczej czastki w potencjale niezaleznym od czasu:
. n?_,
H= —%V + V(r). (45)

. Réwnaniem opisujacym ewolucje czasowo-przestrzenna funkcji falowej w przypadku nierelatywistycznym

jest réwnanie Schrédingera:
Y (—h—QW + V) (46)
or T om '

. Dla potencjatu niezaleznego od czasu wiele probleméw ulega uproszczeniu. Wowczas mozliwy jest zapis

funkcji falowej w postaci: _
P(r,t) = e 7w pp(r). (47)

. Otrzymujemy wéwczas rownanie Schrodingera niezalezne od czasu:

Hyp = By, (48)

gdzie E jest wart&cia wlasna operatora energi, czyli hamiltonianu.
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Anat om a funkcji fal owej
| V(x) |

Stany zw azane:
‘ ‘ synmetryczne

antysynetryczny
N

\W

|

\

4.2 Kwantowe rozwiazania probleméw klasycznych

Istnieja tylko dwa klasyczne przyktady, ktére mozna skwantoetazymujac petne rozwiazanie w sposéb jawny.
Jest to oscylator harmoniczny i potencjat kulombowski (atom wodoru).

4.2.1 Oscylator harmoniczny

Hamiltonian dla oscylatora harmonicznego (jednowymiarowego):

2 2
p kx
H=1 4= 49
2m + 2 (49)
Szukane rozwiazanie ma posta(t) = e'“t. Zatem:z = iwe™?, ¥ = —w?x. Czest& drgah nie zalezy od

amplitudy i w klasycznym podggiu wynosi:

Wkl = \/z (50)

4.2.2 Kwantowomechaniczny jednowymiarowy oscylator harmoniczny

Hamiltonian dla oscylatora kwantowego:

N 2 dz ko,

Z dziatania hamiltonianu na funkcjélt) = E,vx) otrzymujemy nastepujace réwnanie:

—5 ¥ () +

2m

2
I L) = Bo). (52)
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Chcemy znaleZ rozwiazanie wskazujace na stan o najnizszej energii. Postulujemy rozwiazanie postaci:

ax

e Stad:y)’ = e_aTmQ(—omc), P = e "2 (a?2? — «). Po wstawieniup, ¢’ i 1" do réwnania (52) otrzymu-
jemy réwnanie:

—ﬁi(“— )+52—E (53)
2m0¢.’L‘ o 2(11‘— .

Z tego réwnania otrzymujemy wyrazenie na najnizsza energie:

EF=— 4
T (54)
gdzie czynniky wyraza sie nastepujaco:
2.2 /
o zkéﬁQazzkm:azikm.
2m 2 h

Szukajac zwiazku miedzy oscylatorem kwantowym i klasycznym wykonujemy nastepujace przeksztalcenia:

> 2 Vkm avkm h [km h
= = = — —_— = —We.
2m  h om 2V m2  2°M

Czyli energia oscylatora kwantowego wyrazona za pomoca &@stma oscylatora klasycznego wynosi:

E = gwkl. (55)

Cala klasa rozwiazarownania (52) wyrazona jest nastepujaco:

() = Wy(x)e™ 27 (56)

Wowczas dla: ,
n=0:vy(z) = Noe~ 2% - mamy stan podstawowy,
n=1:v¢y(x) = Nyze~ 57" - mamy pierwszy stan wzbudzony.

Klasyczne prawdopodoktfistwo P(z) znalezienia czastki w punkcie jest proporcjonalne do odwrotfa jej
predkdci:

P(z) ~ 1 _om m
o(z)  plx)  /2m(E—V(z))

Kwantowomechaniczne prawdopodaiséwo, jak wid& na ponizszym rysunku,Svednia sie do klasycznego
rozktadu prawdopodobfestwa.
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V(x)

—— - funkcja fal owa
wyzszego stanu
(ni eznor mal i zowana)

Cbszar . H X
kl asyczny ' Cbszar
kl asyczny

4.2.3 Uktad dwodch czastek

Dla ukfadu dwoch czastek dana jest funkcja falowa:,rz,t). Zastanawiamy sie nad tym, jakie jest praw-
dopodobi@stwo znalezienia pierwszej czastkimy, a drugiej czastki wro. Funkcje falowa zapisujemy jako
iloczyn dwdch funkcji, z ktérych kazda zwiazana jest z pojedyncza czastka:

Y(r1,r2,t) = 1 (re, t)Pa(re,t).

Odpowiada to separacji gestm prawdopodobigstwa:

o(r1,r2) = 01(r1)o2(r2).
Hamiltonian dla uktadu dwoch czastek:

H = Hy(ry, —ihV1) + Hy(rg, —iliVy). (57)

Mozna teraz réwnanie (48) zapéstak, by byto spetnione dla uktadu dwoch czastek:

(Hi + Ho)1(r1)e2(r2) = Evi(r1)ia(ra2), (58)
(H191 )2 + 1 (Hotbo) = By (r1)a(r2).

(Hr) n (Hatbs)

1 by E.

Z powyzszej rownsci wynikaja zalezngci na energie kazdej z czastek:

(Hato)

Bi= B = (59)
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By =5 %), (60)

U1

4.2.4 Kwantowomechaniczny trojwymiarowy oscylator harmoniczny

Hamiltonian dla uktadu tréjwymiarowego:

-~ n_,  kr? n* [ o? 0? 0? ko o 5
H——%V +2__2m<8x2+8y2+822>+2(x +y —|—Z). (61)
Funkcja wiasna dla uktadu tréjwymiarowego wyglada nastepujaco:
Energia uktadu wynosi zatem:
E=F) + FEy+ Ejs, (63)

wobec czego drgania w kazdym kierunku sa od siebie niezalezne.

4.3 Przestrzeér Hilberta

Abstrakcyjna geometryczna ilustracja funkcji falowgj moze bg wektor stanuw, w nieskaiczenie wymi-
arowej przesterzeni Hilberta. PrzesfizHilberta stanowi matematyczna baze mechaniki kwantowej. Jest ona
nieskaczona przestrzenia wektorowa, o elementach bedacych funkcjami. Béefkayczne sa reprezentowane
jako operatory dziatajace w tej przestrzeni, a stany fizyczne jako wektory (funkcje) stanu.

Dla przyktadu wezmy jakadowolna funkcje)(z). Graficznie mozna ja przedstawiv nastepujacy sposob:

Tl

Widat, ze na drugim rysunku funkcja(x) jest kombinacja liniowa odpowiednich wektorow wiasnych, czyli
elementow bazy (w tym przypadku: ciagtej bazy pofgzeomnozonych przez odpowiednie wspotczynniki.

4.3.1 Dwuwymiarowa przestrzé Hilberta

Wezmy wektor o skladowych rzeczywistyeh wektor transponowanu”:
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x
u:< 1), uT:(xl,xg).
T2

Norma wektora wynosiju||? = u’u = 2% + 23. Wykonujac to samo dla wektosa o sktadowych zespolonych

otrzymujemy:
w = ( 1 ) ;W= (21, 29),
22

z
o yw = 65) () = st i = [l +

Oznaczeniew' := (wT)* definiuje sprzgzenie hermitowskie

Mozna dowiét, iz ogdina postamacierzy hermitowskie}/T jest nastepujaca:
+ a c+id
- (2 ),
Wynik dziatania macierzy/ na wektoru;:

Mu = u. (65)

Dane sa nastepujace maciefdei M1:

[ a+ib c+1id + a c+1id
M_<f—|-ig r+is>’ M _(c—id b )

Szukamy rozwiazania zagadnienia wtasnego:

(L ) (2)=(0) -

Chcemy, zeby szukane rozwiazania byly niezerowe, wiec:

det(M —\)=0:
(s (2)-(0) (67)
det(M —XN) =0 (a—AN)(b—)\) — (2 +d*) =0 (68)

M- XNa+b)—c—d>=0.
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Poniewaz chcemy, by rozwiazania hdyly rzeczywiste, to wyréznik\ musi byc wigkszy od zera:
A = Na+b)* +4ab+4c* +4a®* = (a —b)* +4(c* +d*) =0 (69)

4.3.2 Bazaw przestrzeni Hilberta

W przestrzeni Hilberta istnieje zbior funkejj,(x) spetniajacych nastepujaca zale&ro

/ dz ¢ (2)em (2) _{ (1) o (70)

Funkcjec,, () sabaza przestrzeni Hilberta

Y(@) = en()en. (71)
n=0
lwll* = /dw*(x)w(x) = /dx ((Zei(x)ci)(Ze%(m)c%)) =

(o) (o) o o
= Z Z cflcm/dxefl(x)e;(a:) = Z Cren = Z len?.
n=0 n=0

n=0m=0 —_—

m=n

Zatem funkcjey(z) = 307 en(@)c, = Zfzo en(x)e, stanowia szeregi ortogonalne.

5 Twierdzenie spektralne

Réwnanie wiasne pokazujak funkcja falowa koduje informacje:

(:)go)\ = A@). (72)

Jedyne mozliwe wyniki pomiaru to wagoi \. Operatory hermitowskispetniaja (72) tak, ze € R. Spektrunto
zbiér wszystkich\.

Przypadki:

1. Spektrum dyskretnex;, Ao, ... (np. dla czastki w studni potencjatu). Wéwczas jest normalizowalna:

/dg’r‘(pingp)\m = dnm-

2. Spektrum ciagte: stanowi ono pewien ktopot. Funkcje wiasne istnieja, ale nie naleza do przestrzeni Hilberta,
nie sa normalizowalne. Sa normowalne dopiero do delty Difaggedacej nie funkcja, lecz dystrybucja):

2Uwaga: Delta Diraca posiada nastepujace podstawowe vilestfoda f (2)8(z — z0) =: f(z0), [T dze™® = 2r5(k) = {0 : k #
0,00 : k = 0}.
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[ Erewet) = s - ).

3. Spektrum mieszane - np. dla dodatnich energii w studni potencjatu wystepuje spektrum ciagte (fale ptaskie,
zaburzone nieco przez istnienie studnif géa energii ujemnych mamy dyskretna kwantyzacje pozioméw
energetycznych.

5.0.3 Operator pedu

Rozwiazanie:

Ppy = € R a)\:pov

. 1Po
72%(?)9@;00 = APpy = P0Ppo-

Fala ptaska jest idealizacja - méwimy o niej jako o dobrej funkcji falowej, mimo ze nia nieggstnie jest
funkcja z przestrzeni Hilberta, a jednak:
[lemP =1.

5.0.4 Operator potozenia

T =,

xox () = Ap(2).
Rozwiazanie:
xd(x — xo) = xod(x — T0),

/dx(pxo () s, () = /dx5(x —x0)d(x — x1) = §(x1 — ).

Funkcje wlasne sa ortogonalne, tworza baze w przestrzeni Hilberta:

f(z) = Z cnipx,, (T).

5.1 ROwnoczesnst pomiaru

o Rozwazmy operator®;, ©,, oraz funkcje charakteryzujaca ukfags, »,. Mamy:

{ @1@A1A2 = A Pxr 2
2002100 = A2 00

{ (5)1(5)290)\1/\2 = 010200 = M A291 0,
O2010x, 0, = - = A A20r,

Zatem: (0,05 — ©,01)pa, 5, = 0.




MECHANIKA KWANTOWA — Notatki z wykltadow E.A. Bartnikamade by E. Stomifiska & R.P. KostecRb

e J&li operatory nie sa przemienne, to nie mozna zbuddwakcji falowej, ktéra koduje doktadna informacije
o obydwu wart&ciach wielk&ci fizycznych, ktdre te operatory reprezentuja.

e Operatory sa przemienne komutuja
[A,B] = AB — BA
[, P2] = &Py — Pt =7
[, Pe) o = w(—ih32) — (—ih)(wp) = —ihz 52 + ih(p + 252) = ilip
[, 5,] = ih
e “Cata mechanika kwantowa zostata stworzona po to, by metacje komutacji.”
e Fakt:[a + SA, B] = [a, B] + B[4, B] = [A, B].
e Fakt:[AB,C] = A[B,C] + [A, C]B, oraz analogicznigA, BC| = B[A, C] + [A, B]C.

e Przykitad: czy da sie zmierzyjednoczénie potozenie i energie kinetyczna czastki?

.2
S O L RS P o
[z, 2m] =5 [z, Pl = o (P, p2] + [, Pe]pe) = o (P (ih) + (ih)py),
~2 .
L Pry i
[Jc, Qm] = mpr # 0,

zatem nie da sie dokobgednoczesnego pomiaru tych wieli.

5.2 Uogolniona zasada Heisenberga

Niech:
[A,B]=iC, A:==A—(A), B:=B—(B)
Wowczas: } 3 R
(A) = (B) =0, o5 =((A—-(4))?% = (4%,
analogicznie: 3
0B = <B2>
Stad:
[fl, B] =iC

Fakt: Dla kazdego operatora hermitowskiego zachodzi:
[ rw@v) = [ an@wye. 73)
Korzystajac z (73) i z powyzszych definicli oraz B, mamy:
/ A*rip*(zA — iB)(zA+iB)Y > 0
(poniewazz? A2 + B? 4 z(AiB — iBA) = 22A? +iz[A, B] + B? = 22A% — 2C + B?),

zQ/d?’rw*A% - z/d3rw*cw+/d?’r¢*é2w > 0.

Otrzymujemy réwnanie kwadratowe i obliczamy jego wyr6ziik
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22(A%) — 2(C) + (B*) > 0,
A =(C)? - 4(A%)(B?) <0,

()

(A%)(B?%) = . (74)

Powyzsze réwnanie jest vifaieuogoélniona zasada Heisenberga

Przyktad:A = z, B = p,, C = h = o202 > . Dolna granice tej nierowrgzi daje sie osiagitadla paczki

gaussowskiej.

2
Pa

6 Oscylator harmoniczny

6.1 Jak wytwarzat funkcje falowe?

Zalézmy, iz dany jest hamiltonian dla ktérego rozwiazania przyjmuja \seit&;, F», . . ., B, i tworza spektrum
dyskretne. Wtedy wiemy, ze dowolna funkcje mozna zapjako: ¥ (z) = >~ a, ¢, (z). Wowczas:

dla t=0: U(z,t=0)=V(x)=Y anp, (),

n=0

natomiast ogolna postdunkcji falowej zaleznej od czasu wyglada nastepujaco:

Wt = S anesp(— i, (), (75)

n=0

Zeby znalez wspétczynnika,, nalezy wykona nastepujace catkowanie:

/ W (z) = / oy, (1) anths, () = 3 an / de by, (@), () = am.
n=0 v

n=0
=0: n#m

6.2 Problem oscylatora harmonicznego - jawne rozwigazanie zagadnienia

Wiekszat uktadéw dynamicznych mozna rozpatrygako uktady wykonujace mate drgania - oscylatory har-
moniczne. Hamiltonian dla klasycznego oscylatora harmonicznego wyraza sie wzorem:

2

p k 2

H=—"—+—-2z". 76
om 2" (76)

Pomocne obliczenia:
k .
€T = £7 p= —k.’f, f="=——x = 61&1757 P o= _w267,wt.
m m

Wel = W (77)
m
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Hamiltonian dla kwantowego oscylatora harmonicznego:

. N I

Rozwazamy réwnanie wiasne: R
Hyp(x) = Eyp(z),

h? d? k
_%%@) + 50%0p(2) = Bdg (o). (79)

Zeby uprdécic réwnanie (79) wprowadzamy nowe zmienne:

r=aX.
Stad:
a_1d
dz ~ adX’
czyli:
. R d? ka?
H=——_— 4+ > X2
2ma? dX?2 2

Chcemy zeby podk&tone cztony byly sobie réwne:

K2 ka? o h2 L h
= —_— a = — —_
2ma? 2 km vmk'
ke Kb R h
2 oymk 2Vm 2 ot
Zatem, ostatecznie: )
N 1 d
H= —(—— + &?).
hwes (=335 +47) (80)

Zeby rozwiaza réwnanie (80) trzeba je najpierw ugeic. Najlepiej jest doprowadgije do postaci iloczynu:
(a® + b%) = (a — ib)(a + ib). Pierwszym krokiem bedzie zdefiniowanie nastepujacych operatorow:

P = —i% (jest to operator hermitowski),
A= %(X +iP) (z&b operatotd nie jest operatorem hermitowskim),
Al = %(X —iP) (co nie przeszkadza sprzac go hermitowsko).

1 1
ATA = (X —iP)(X +iP) = = (X? + iXP —iPX +P?),
2 2 ————

i[xX,Pl=i(i)=—1

ATA = %(XQ +P?) — 3 (81)
Po wstawieniu tego zestawu zmiennych do hamiltonianu, jego PfEgtanastepujaca:
A = hwg(AT A+ %). (82)

Istotne obliczenia komutatoréw:
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1.
1 1 1
[A, AT] = [=(X 4+ iP), —= (X —iP)] = =([X, X] + [X, —iP] + [iP, X] + [iP,iP]) =
\/i 2 2 ———— e N —
=0 —i[X,P] i[P,X] =0
= L(—[X, P+ [P, X)) = o(~i—i) =1L
2. .
(A H] = hwa|  AATA 2] = Aliwg.
N—— 2
At[A,A1+[A, AT] A
1
3.

[AT, H] = —hwq AT

Pomiary w mechanice kwantowej opieraja sie gtéwnie na wyliczeniach 8@fwednich i okréleniu odstepstw
od tych wart&ci dla poszczegoélnych pomiarow. Wastdsrednia operatora energii (hamiltonianu) jest zawsze
dodatnia, co mozna sparawdzia podstawie oblicze

(Byt) = 30%) = 5 [ @slv@)P 20,

h2 A2 (z) _ K2 e 72 / o -
“om d ) = "am | WY @) =50 [ de(V(@)"(V'(e) =

ﬁ2
= _— [ dz|¥V'? > 0.
2m

(Brin) = (

(Epot) + (Ekin) = (H) = 0. (83)

6.3 Rozwiazanie rOwnania wkasnego z wykorzystaniem operatorow
(bez koniecznéci catkowania)

Wybieramy funkcje wiasna i dziatamy na nia operatorem= A
Hipy = By
HAYW = EATW
ATH — HA' = —AThwy
HAY = ATH + Athw
ATHY + hwa Al = E1 ATy
(E + fiwe) ATy = (E + hwer )¢

OperatorA’ nazywa sie operatorem kreatjiponiewaz w dziataniu na funkcje tworzy stan o energii wyzsze;.
Wstawiajac do rownania wlasnego funkajg = A otrzymamy:

Hipy = HAY = (AH — Ahwa)y = A i{f/i —Ahwa) = (E — hwe) At = (E — hwe )s.
Ey
Prawdopodobnie istnieje stafy o najnizszej energii, wtedy:
Apg = 0. (84)

13y terminologii wprowadzonej przez Grzesia Petke operator ten nazywa sie oper&remacii. (przyp. R.K) Chodzitam z Grzekiem
do klasy w podstawéwce(zyp. E.S.
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6.4 Tworzenie funkcji falowej

Bierzemy operatorl = (X +iP) = L(x + %{) i wstawiamy do réwnania (84):

%\
5\

(X4 =0,

7
dpo
Xiby + o 0.
Rozwiazujemy réwnanie rézniczkowe:
% = —xdx
o ’
d¢0 _ / rd,
x2
Yo = Ne™ 'z

Z dziatania hamiltonianu na funkcjg, otrzymamy wyrazenie na energie stanu podstawowego:

h‘fdcl

5 Yo + hwe AT Agg,

1
Hipg = hw(ATA + 5)% =

ﬁwcl
2. (85)

Spektrum energii oscylatora harmonicznegpektrum stanéw rownoodlegtyelprzedstawia ponizszy rysunek:

Ey =

Spektrum energii
oscylatora harmonicznego

y

| By = hwa(n+1/2)

Widag, ze stan podstawowy jest zaznaczony na pozidrpie- ““ , a kolejne stany réznia sie od siebie o czynnik
hwe, czyli n-ty poziom energetyczny ol§ny jest wzorem:

En:ﬁwcl(n—&—%), gdzie n=0,1,2,... (86)
6.5 Notacja“bra” i “ket”

Dla znacznego uproszczenia zapisu mozna wprowatziacje “bra” i “ket”. Funkcje stang, mozna zapisaw
nastepujacej konwenciji:

|a) ket- funkcja stanu (wektor stanu),
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(c| bra - stan hermitowsko sprzezony (wektor z przestrzeni dualnej).

Funkcje stanu podstawowego oscylatora harmonicznego zapisuje sie nastepujgjactl), natomiast funkcja
stanwy,, = |n). Zachodzi fakt:
n) = Cp(AT)"(0). 87)

Teraz nalezy obliczy(n|n) :
(0](A)™(AT)™|0) = <0|<4_.\;_4AT L ATI0) = mmu;ﬁ LATI0) =n(n—1n—1) =
n n n—1 n—1
operacje wykonujemy az do uzyskariid0) = 1, wtedy:
=n!
Post& funkcji falowej oscylatora harmonicznego w jednym wymiarze:

1

m(AT)”|O>. (88)

)

6.6 Funkcja falowa w przestrzeni trojwymiarowej

Zapisujemy tréjwymiarowy hamiltonian:

- 1 1 1
H = fwer, (A A1+ 5) + e, (A} Ay + ) + e, (AL As + 5).

Za pomoca trzech liczb kwantowych opismozna dowolny stan tréjwymiarowego oscylatora harmonicznego:

[ningns) = C(A})™ (A})" (A})"]000), (89)

1 1 1
E = hwe, (n1 + 5) + hwer, (N2 + 5) + hwei, (N3 + 5). (90)

Przedstawione na ponizszym rysunku spektrum energii pokazuje, ze nie jest to juz prosty rozktad, a poszczegélne
poziomy energetyczne roznia sie od siebie i od stanu podstawowego o czypnjk. Pewnego uproszczenia
mozna sig dopiero spodzietyagdy rozpatrywany uktad bedzie oscylatorem symetrycznym.

Spektrum energii trojwymiarowego
oscylatora harmonicznego

h
50«'377
SWo_1

SWi—

2 4k%(wl —|—C¢J2—|—W3)

6.6.1 Degeneracja stanéw

Rozpisanie trzech pierwszych stanéw energetycznych w przestrzeni tréjwymiarowej:




MECHANIKA KWANTOWA — Notatki z wykltadow E.A. Bartnikamade by E. Stomifiska & R.P. KostecBR

1. stan podstawowy:
1000).

2. | stan wzbudzony:
1100) [010) [001).
Cala podprzestrzestanéw zdegenerowanych opisanych w tej bazie
al100) + B[010) +~]001).
Jest to stan trzykrotnie zdegenerowany.

3. Il stan wzbudzony:
|200) |020) [002)
|110) [101) [011).

Jest to stan saeiokrotnie zdegenerowany.

7 Atom wodoru

Koronnym argumentem za popravw@uia mechaniki kwantowej jest istnieffteatomu wodoru. Rozwazmy kwan-

towo oddziatywanie dwéch czastek o réznych masach w polu wzajemnego potecjatu:

P
H:%+%+V(rl_r2), (91)
zatem kwantowo mamy:
N PO
H = _val — %V2 + V(I‘l — I‘z). (92)
Rozwiazanie réwnania Schrodingeia$y = He(rq,ra;t)):
Y(re,rat) = e~ 1 Up,, (r1,T2). (93)
Potencjat kulombowski dwdch oddziatujacych elektrostatycznie czastek:
1 e2 «
V(ry —ra) = = — . 94
( 1 2) 47‘(60 |I‘1 — I‘2| |I‘1 — I‘2| ( )
Podstawiajac to do réwnania (92) mamy:
2 2 2 2 2
0 h* 0 0 0 ! . (95)

o 9% 02
=——(s3+tagtrs)—s—(3gtrstasg)-
2my (833% oy? (92'%) 2mag (8323 dy3 azg) V(@ —22)2 + (41 — y2)2 + (21 — 20)?

Teraz wprowadzimy nowe zmienne, tak, aby umo@idokonanie separacji zmiennych:
r:=rp;—rg,

miry + mora
R:=ar; +bro = ————= =,
my + mae

Zatem w nowych zmiennychZ. = —ﬁ = -2
Chcemy mi€ rownd: exp (X1 4 2P2) —

RP +rp =rip; +ra2pa2,

exp (‘BE 4 2B czyli:

14j funkcjonowanie przyp. R.K)




MECHANIKA KWANTOWA — Notatki z wykltadow E.A. Bartnikamade by E. Stomifiska & R.P. KostecBB
stad:
miry + maoro m P maP
P(————)+p(r1—r2)=ri(—— +p) + ro(——— —
( M + My )+ p(r1 2) l(ml—i—mg P) 2<m1+m2 P)
o m1P i o mgP
pl_m1+m2 p7p2_m1+m2 p,
+
p1+py= —"2p_p,
mi + mo
Czyli:
P =p1 +p2,
oraz:
b= myP Cps— mi(P1+P2) mitme  maP1—mipP2
mi + me 2 mi + ma mi+me 2 mi+me
Niech M := mq + mo, wtedy:
2 2 2 2
D1 p, 1 mP 9 1 mgP_ 9 Pf p”
2m1+2m2_2m1 M +p) +2m( p)” = +2u
gdzie masa zredukowan}%l::

— 4+ F Ostatecznie, nowy hamiltonian wyraza sie wzorem:

2 92 92 92 52 92 92
P LR R

02 «
2M(8X2+6Y2+6Z2)_ﬂ(@+87y2+@)_m' (96)
ruchsrodka masy ruch wzgledny

X 2
Zatem:pp,,, = exp{i5}op(r), Byt = B+ &7

7.1 Zapis w uktadzie sferycznym

Przechodzac do sferycznego uktadu wspotrzedhyiotio uktadu odniesieniarodka masy, mamy

ﬁ[lﬁ( 8)i16‘( 08
2ur29r" Or’  r2sinf o6 sin

1 0?2 «
39) r2sin’ 0 57902)] o ®7
Postulujemy separacje zmiennychy (r, 0, ¢) = f(r)Y (0, ¢). Zatem:
h? 5 Of 1 0,. 0 1 0?
QM[TQ 87“( 5.)Y (0,9) + 7,2f( 960 055) ~ 7z g (52 1Y -9+
«
+(=2) 1Y (0.9) = EF0)Y (0.), (98)
R &Y R &t + m ()Y (0. 0) I
2 f 2p Y =5
n2 dp2dl . EL] K2
2MT—04T—7‘ E—T—. —/\Z. (99)
Z separacji otrzymujemy dwa réwnania:
1. , ; )
R 1d, ,df. a, AP,
—@ﬁ@( ) Tt 2sz—Ef, (100)

x = rsinfsin g
15y y=rsinfcosp ,gdzier € [0,00],0 € [0, 7], € [0,27]
z=rcosf
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2.
1 9,. .0 1 0%y
sin@%(sm 0%)}/ + mw + Y =0. (101)
Z rownania (101) mamy:
. . 2%y
sin 9%(sm 9%)3/ ©Asin20 — — 07 7
Y Y
postulujacYy” = A(p)B(0):
in 04 (sin 9480 _d’A
sin degl(g) B 4 Asin?g = 32 (102)
Separacja tego réwnania ze Wzgledumdaje:i%‘ = —m2A = ™% = A, aponiewazA(p = 0) = A(p =
27), tom musi byt catkowite. Ostatecznie mamy:
eimap
Y(0,) = \/%3(9) (103)

1 d,. dB m?

— — (q - B —
R RTARRGRTR) a2 B =0
Podstawiajaa := cosf, & = (4%) L = —sing L
1 d dB m?
aine L ol sing 4B 3 B_
g [(—sin®) Tu (sin 6(— sin )dw )+ (A 70 (9) 0,

d dB m?
To (- =)+ (A= B=0. 104
(- )+ (A= ) B =0 (104)

Rozwiazaniem powyzszego réwnania rézniczkowego sa stowarzyszone wielomiany Legendre’a (harmoniki kuliste):
Yim (0, ) ~ P (cos 0)e™?, (105)
przy czym:l =0,1,2,3,...,z&m = —I,—1 +1,...,l. Natomiast:

im| dlml
2y

B (w) = (1 - w?) Py(w), (106)

dwlml !

gdzie P,(w) to juz normalne wielomiany Legendre’a.

8 Wielomiany Legendre’a, harmoniki sferyczne i moment pedu

8.1 Krotkie powtérzenie, tytulem wstepu

1. W mechanice kwantowej obserwabte yielkosci fizyczné®) wyrazamy za pomoca pedow i potdyea
nastepnie przeksztatcamy je w operatory:

O(r,p) — O(r, —ihV). (107)

2. Jedyne mozliwe do uzyskania wastd (\) pomiaréw wielkéci fizycznych opisywanych operatoregh
otrzymuje sie z rozwiazania réwnania wlasnego:

Opx = Aga. (108)

16te, ktdre daje sig zmierzy.)
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3. Funkcja falowa dostarcza informacji o stanie ukfadu. Gdy podziatamy na nia hamiltonianem, bedziemy
wiedzieli jak funkcja zachowuje sie w dowolnej chwili. Hamiltonian przesuwa funkcje w czﬁﬁ%: =

i1Et

Hv. Rozwiazaniem tego réwnania jest funkejér, t) = e~ % 1 p(r), gdziey(r) otrzymuje sie z réw-
nania wtasnego.

4. W przypadku gdy rozwazamy problem w potencjale sferycznie symetrycznym, hamiltonian przyjmuje

posta:
~ n? 1 0 0 1 0 0 1 0?
H=——[-—(r) 4+ ———(sin®—) + —————]. 1
24 [7‘2 or (r 87") + r2s5in© 0O (Smeﬁé)) + r25in?0© 3@2] (109)
Z rozwiazania réwnania wtasnego otrzymujemy funkcje postaci:
¢E(7") = f('l")i/lm(@, 410)7
gdzie: ‘
Yim (0, ) = Ny /" (cos©)e"™?. (110)
8.2 Wielomiany Legendre’a
Na wyktadzie(7) wyprowadzono nastepujace réwnanie rézniczkowe:
d o dP m? B

Fizyczne rozwiazania réwnania (111) dostajemy dla niezeroweggdy A = I(I + 1), |m| < [. Otrzymane
rozwiazania zwane sstowarzyszonymi funkcjami Legendrelayrazaja sie przez wielomiany Legendré®g(w):

imi dlml
2

P w) = (1 -w?) Wﬂ(w). (112)
Mozna okrélic funkcje tworzaca:
1 o0
T(w,s)= ——w—=Y P, L 113
(w:s) = =z — L Tilws (113)

Zbadamy teraz wiasisoi wielomianéw Legendre’a przy uzyciu funkcji tworzacej (113):

aT = d ,

E'S:O = ;Pl(w)d—ss |s=0 = P1(w), (114)
ﬂ| = iop (d—nsl) ls—0 = n! P, (w) (115)
dSn s=0 — [ dSn s=0 — Tt .

l=n N—_——

=nlsl—n
Wielomiany te sa do siebie ortogonalne, na odcifiki, 1] stanowia one baze w przestrzeni funkcyjnej, czyli
kazda funkcje opisana na sferze da sie przedstawpostaci nieskacczonego szeregu wielomiangifw) =
S aPu(w):

1 _2 q7+|m|)! o
/ dwPy(w) Py (w) = [2l+1][(l—|m\)l} dla 1= l/ (116)
-1 0 dla 1 #1

8.3 Harmoniki sferyczne i ich wtasndci

Dowdd ortogonalnsci harmonik sferycznych: gdy powyzsza catke zastapimy catka po katach, to otrzymamy:

1 27
[ deos® [ ¥, (0,011,860 = b (117)
0

-1
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Czest katowaY;,, (O, ) petnej funkcji falowej, bedaca rozwiazaniem réwnania katowegoctal(l + 1):

1 0 oY 1 9%y

sinO58) + Sre 5in20 82

5in© 5@( 00 +AY =0, (118)

nazywa sigharmonika sferyczngdarmoniki sferyczne tworzy sie wedtug nastepujacego wzoru:

(21 + 1)(1 — |m])!

) Bim(cos @)™, (119)

Y}m(G,cp) = 5[

gdzies — (-1)™ dlam >0
1 dlam <0’

Przyktady podstawowych funk&ykulistych:

o Yoo = Z

e Y= (%)% cos O,

e Vi = :F(%)% sin Qeti®

o Yoy = (%)%(3&52 0 —1),

e Yo = é—s)% sin © cos OeTi¥,

(
o You; = (ﬁ)% sin? @e*2%,

8.4 Operator momentu pedu

Klasycznie wektor momentu pedujest zdefiniowany nastepujaco:

ex €y €, YDz — ZDy
L=rxp=| 2 y 2z | =ex(yp.—2py) —ey(wp. — 2p.) +ez(xpy —ypz) = | —xp: + 2ps
Pz Py D= TPy — YDz

Teraz, analogicznie, konstruujemy kwantowy operator momentu pedu:

R Z(?é;_yaz
L=ih| af -z ‘% (120)
Yoz _‘ray

x,y, 2 mozna zmierz§ jednoczénie, bo te wielkéci ze soba komutuja, natomiast nie komutuje ze aobga.,, y
i py, 21 p2 = [2,p2] = [y, py] = [2,p:] = il0.

Obliczenie niektérych komutatorow:

[L;va Ly] = [yﬁz - ZpAyv ZpA:v - aijz] = [ypsz Zptvc} - [ypAm prz] - [szya ZpAw] + [ZpAya prz}
—_— M ~— — ~——
(1) (2) (3) (4)

(2) [yﬁmxp}] =0
(3) [ZpAZN ZpAJC] =0
(4) [2Dy, 2pz] = (29y)(apz) — (xp2)(2Dy) = iW(zpy)

[La, Ly = —ih(yps) + ih(zpy) = thL., (121)

1"ta dawna i wspaniata forma jezykowa, uzywana przez Siskiego, Kaca, Ulama, Leje i innych wielkich bojownikéw matematyki, nie
moze zosta przeciez potepiona i skazana na wieczne zapomnienie, niepravipdayf. (R.K)
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Ly, L] = —ihL,, (122)
[Ly, L] =ihL,. (123)
Kwadrat operatora momentu pedif = L? + Lj + L2. Operator ten komutuje z kazdym $pod operatoréw:

Lo,L,,L.:8
i?. L, =[1%L1,=[L%L.]=0. 124
Y

8.4.1 Wektor momentu pedu we wspotrzednych sferycznych

Wyprowadzimy wzor na sktadowa wzdtuz asioraz na kwadrat momentu pedu we wspoétrzednych sferycznych.

T =rcosOsingy
y=rsin®Osing , r=/22+y2 + 22,
z=rcos©

_ dp. 0
o o T oe G o
0 ) 0 0
Fy’_y%} = Zﬁ[y%, —xa—y]

0 or. 0 00 i
L, = TPy — YPx = —iﬁ[l‘

Z obliczenia poszczegolnych rézniczek otrzymujemy:

or _z 00 _ zx Jp  —singp

dr 1’ dr 212 _ 2 dxr rsin®’

00 _ cosOsingp Jdp _ cose

or O si
— =sinBOsinp, — = = .
Ay s Oy r "0y  rsin®

9 0 © sin (sin © g+cos®cos<pi_ sing 0
L e R r J0  rsin® dyp

cosOsing 0§ cosgp ﬁ)
r 00  rsin® dp’’

2—x——cos2 — +sin? ——i
Yor oy w&p sD&p e

);

xg = rsin O cos cp(sin@simpag
r

dy

Zatem sktadowa-owa wektora momentu pedu wyrazona we wspoétrzednych sferycznych przedstawia sie nastepu-
jaco:
- ., 0
L,=—ih—. (125)
dp
Tak prosta postawynika z faktu, ze & = jest osia symetrii. Kwadrat momentu pedu we wspotrzednych sfer-
ycznych:

P2 —ﬁ2[8i; 5 %(sin@%) + le 5 8821]. (126)

Wynik dziatania operatoréwvi., L2 na funkcje falowa’,, (©, ¢):
L.Yin (8, 9) = hmY;n (8, ), (127)
L¥Yim(©, ) = BU(1 4+ 1)Yim(O, ). (128)

181, Ly, L. tworza algebre - ich komutatory nie wyprowadzaja poza ich zbiér; operatory momentu pedu sa generatorami grupy oboru.
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Hamiltonian wyrazony we wspoétrzednych sferycznych za pomoca operé%ora

. K20 9 12
0= 2 il
212 ar( ar) + 212

+V(r). (129)

Gdy podziatamy hamiltonianem (129) na funkcje wlagngr, ©, ) = f(r)Yi(0, ¢), to otrzymamy:

N B K2 d f
dr

R+ 1)
212

4y, 0) + < T vm) F()Yim (0, ) =
= nlmf( )lem,( )

Pojawit sie dodatkowy (podk#tony) czton, ktéry w fizyce klasycznej jest potencjatem sitgradikowej. Zgu-
biona z& zostata zalezrg od m. Oznacza to, ze wystepuje degeneracja stanu (ze wzgledu ,nawiazana z
faktem symetrii obrotowe;.

9 Atom wodoru - ciag dalszy

9.1 Radialne rownanie Schrddingera

Rownanie Schrodingera w postaci radialnej dla kazdego potencjatu sferycznie symetrycznego przedstawia sie
nastepujaco:

h? 1 d R+ 1
o2 dr —(r*y'(r)) + 2(;)1& + V(r)y = Ev. (130)

Roéwnanie (130) mozemy zapistak, aby uzaleznione byto od liczby kwantowejV tym celu wybieramy sobie
pewna funkcja) = @ (funkcja ta wr = 0 musi by¢ skahczona):

/

r2’
2,10
ré =u'r —u,
(r2¢/)/ — u//,r _|_ u/ _ u/ — u//r’

"

Ld g,
75(31?)—

Otrzymujemy réwnanie (130) zalezne od liczby kwantoivej

h? Rl +1
——u" + <V(r) + 2(/“2)) u= Eu. (131)

Rozwiazujac radialne réwnanie Schrodingera dla atomu wodoru chcemy je ptzigghiday miato postabezwymi-
arowa. Postulujemy = ar (d% = 1.dyjprzeksztalcamy ponizsze réwnanie:

adr

A2 1 d, ,di a  RAI+1)
LT % ok _a Ty E
2ur2dr(r dr) [ r+ 2pur? }w v

Musimy tak dobieré a, zeby wyraz zF przeszedt w stala, dzieki czemu asymptotyczne zachowanie rozwiazania
bedzie niezalezne od wagt wiasnej.
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h?a? 1 d , ,do [ aa a2ﬁ2l(l—|—1)]
L (P4 |——+ ——~ T =FEy || : 4E,
2u 0* dg( dg) 0 2u0? v=5¢

h2a? 1 d d aa a?m2l(l+1
e L@t |- e (132)
SuE 0?>do"" do 4Fp SuFp 4
——
=:1
1.d, ,dy A ll+1) 1
——(0°— —— |y = 133

Funkcja falowa bedaca rozwiazaniem tego réwnania przyjmuje pasta exp(—3)F(o), przy czymF (o) jest
wielomianem. Dodatkowo mamy zwiazki 03, \:

2_8#|E‘
=5

Ao 2 o B
4Bl R\ 21E]

Energia stanu jest ukryta w. Wyznaczajac wartt A znajdziemy tez wartt energii dla danego stanu.

Jezeli do réwnania (133) wstawimy funkaje= e~ % F'(p) to otrzymamy wowczas rownanie:

F" + (g —1F + {“ _ t 1)} =0. (134)
0 1 0
9.2 Poziomy energetyczne
Naszym celem jest znalezienie rozwiaz# F'. Szukane rozwiazania przyjmuja pastzeregu:
F=o° Z ano™ ap 7é 0,
n=0
F = 0°L(o).
Po podstawieniu do réwnania (134) otrzymujemy:
?L" 4+ 0[2(s + 1) — o)L’ + [o(A — s — 1) + s(s + 1) — I(I + 1)]L = 0. (135)

FunkcjaF jest skaiczona w punkci@. Przyjmujemy, zep = 0. Po wstawieniu do réwnania (135), otrzymujemy:

[s(s+1) —l(l—|—1)]\a9/=0.

L(0)

Jest to rownanie kwadratowe gapo wyliczeniu pierwiastkow:

se{l,—l(1+1)}.
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Jak juz wczéniej wspomniano, funkcj€ wyrazono za pomoca szeregu= >, a,0". Wstawiajac postaL
do réwnania (135) otrzymuje sie zwiazek rekurencyjny pomiedzy kolejnymi wspotczynnikami szeregu:

ann(n —1)o+ 0[2(s + 1) — glanno™ ' + o(A — s — 1)ano0 = 0.
W réwnaniu nalezy przemianowamienner = n — 1, ostatecznie otrzymujac nastepujace réwnanie:

v—A+Il+1
v+1)(v+20+2

Ap41 = (

- (136)

Gdy wartdci v daza doco, szereg zbiega db/v. Zatem szereg reprezentujabymusi sie w pewnym miejscu
urywat. Zachodzi to dla\ réwnego liczbie kwantowej oraz takiego, ze:

A=v+l+1 v=0,1,2,3,...

9.3 Atom wodoru: funkcja falowa i poziomy energetyczne

Powyzsze rozwazania prowadza do wzoru na funkcje falowa w atomie wodoru:

P(r,0,p) = eﬂp/QLn(Q)Ylm(ea ®). (137)

Kolejnym istotnym wzorem jest wyrazenie na energie pozioméw energetycznych:

po®

En = T 379 9o
|Enl 2h2n?2

(138)
W?zér na energige stanu podstawowego wyraza sie nastepujaco:

2
po

Ey= -2 —13.59eV.
0 2h2

Jak wid&, energia stanéw zalezy tylko od gtéwnej liczby kwantowgenie zalezy za odi. Fakt ten wskazuje na
degeneracje stanéw w ukfadzie.

10 Macierzowe sformutowanie mechaniki kwantowej

10.1 Macierze
10.1.1 Przypomnienie

a1 a2
a1 ag2
sa (mozna zdefiniovid nastepujace operacje:

Przyktadowa macierz 2x2 wyglada tak:= ( ) . Element macierzy ta;;. Na macierzach dozwolone
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e dodawanieC = A + B, czyli Cij = Qij + bij,

e mnozenieC = A x B, czylic;j = >, a, * bkj.

W praktyce czesto stosuje dienwencje sumacyjna Einstejnaolegajaca na tym, iz znak sumy sie pomijas za
sumowanie przebiega zawsze po powtarzajacym sie wskazniku. W konwencji tej mamy p@grestuy,  by;.
Czy dla macierzy!® element neutralny? Takl =1A = A1, 1= §;;. Mnozenie macierzy jest tacznd (BC) =
(AB)C) i nieprzemienne ABC # ACB). Gdyby zatend element odwrotny, to macierze stanowityby grupe.
Ale, niestetyd takie macierze, dla ktorycliet A = 0, zatem grupy nie ma!

10.1.2 Macierze hermitowskie

Macierze hermitowskiéo takie macierze dla ktérychd*)” = A. Wprowadza sig oznaczeni#' := (A*)7.
Oczywiscie zapisA = A rébwnowazny jest zapisow;; = a};. tatwa do udowodnienia jest rowso (ABO) =
CTBTAT,

10.1.3 Funkcja od macierzy
Chcemy zdefiniowadowolna funkcje od macierzy. Npin(A).

e Dobry trop: rozwiniecie w szereg Taylora.
Skoro: f(z) = fo + xf1 + 2 f2 + ..., to moze:
f(A) = fo+ Af1 + A%f, + ...? Ale co wtedy, gdy funkcja jest nieanalityczna (nierozwijalna w szereg,
np. \/E|z=0)?

A0 0
0 X - 0
e Potrafimy znalez funkcje dla macierzy diagonalnej: = ) . ) ,
0 O An
/\% 0O --- 0
0 A -~ 0
A2: . )
0 O A2
f(A) 0 0
0 f(A2) 0
f(A)= .2
0 0 - f(A)

e Fakt: kazda macierz hermitowska daje sie zapisgostaci diagonalne;j:

MO 0
o 0
A=U , U

0 0 A

9symbol T’ znaczy tyle co stowo ‘istnieje’, ale jakze przyjemniej sig go uzywakgp. R.K)
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fA) 0 e 0
e Zatem:f(A) =U"! : f(: 2) N : U.
00 F)

10.2 Macierze i bra-kety
20

Przestrza zespolonych wektoréw z normge||? = v;v; nazywamyprzestrzenia HilbertaMamy:

Au=v, a;ju; =v;,

U1
|U> = )
Uy,
(v] := (of,...,v5) = of,
v
_ kK * v2 )k * _ 2 2
(o) = (v, v, ..., 08) : =vivr+ ...+, = ||u]|F + ..+ |onll?
Un

uja;vj = (ulAlv).

10.3 Mechanika kwantowa w sformutowaniu Heisenberga

Istniejescisty zwiazek: funkcja falowa - wektory, operatory - macierze. Mamy:
(Al))i =) aijj, (139)
J
narzucajac ciaght wskaznika otrzymujemy:

(O0)(r) = / dsr' W (r, 7'y (). (140)

Dotychczas uzywadimy wytacznie operatoréw mnozenia i r6zniczkowania. Warto sobietzagtanie: jaka jest
najogolniejsza postaoperatora? Odpowiedz: (140)/(r,r’) utozsamia sie zatem z elementem macierzowym
operatora.

1. Operator potozenia (‘w stylu’ mnozenia):
[ w2 [ @ W) = Ve, (141)
2. Operator pedu (‘w stylu’ rézniczkowania):

/ W (e, 1 (r) = 2 / (i) (@ — )3y - y')5(: — 2 )b(r') =

20okazuije sie, ze Schrodinger miat swojdgia, zes Dirac swojegdeta (przyp. R.K)
2ljest to réwnét przez zgadywanie (zapostulowanie)
22;

j.W.
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= /dx’(z’h)&’(x —a')(2',y, z) = {catkowanie przez caei} =

= —/dm’(ih)&(az — x’)% = gjﬁ (142)

Uwaga o dystrybucjach: dystrybucje sa to uogélnione funkcje. Na przyktad dystrybucja daje sie wszedzie zrézaiczkowa
oo il0&E razy. Wszystkie operacje nielegalne dla funkcji robimy na dystrybucjach.
A co z rézniczkowaniem dystrybucji? (z — ') =7 ...

[ st - anfa) = fa),

/dx'§’(a: — ) (@) =: /dx’%f(x’) - f/dx'(;(x — ) f' (@) = f(z).

10.4 Uwagi rozmaite w obrazie Heisenberga

Zachodzi tozsankt zapisow:
Au=v & aju; = v; < Alu) = |v).

Dla wektoréw z przestrzeni Hilberta o bazie dyskretnej ich iloczyn skalarny jest sumowaniem po wskazniku
naturalnym:
(u|v) = uwlv;.

Dla wektora z przestrzeni Hilberta o bazie ciagtej ich iloczyn skalarny jest sumowaniem po wskazniku ciagtym
(w tym przypadku: po):

wwwz/&wmwwy

Wartcst Srednia operatora w notacji braketowej wyraza sie tak:

(Y[Oly) = (6) = [ d*ry oy

Kazda funkcje falowa daje sie roztozypa sume wektoréw bazy z odpowiednimi wpétczynnikami:

r) = Z Cnon ()
n=0
W notacji braketowej wyglada to tak (trzeba pamigt& jest to jedynie inna forma zapisu!):
P) = Z cnln).

Wspotczynnike,, mozna wyliczg z nastepujacego wzoru:

on = [ dogi (@)
co znajduje swoje uzasadnienie, dajace sig prosto przedstamotacji braketowej:
(ml) = Z Cn m|n Z CnOnm = Cm.-
—j dzel, on
Co to jest wektor bazy potozenja)? Jest to delta Diraca:

|z) =8z — ).
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Ogolnie mamy:

(@lp) = calaln).

Przy korzystaniu z braketéw przydatna jest znajétneastepujacego wzoru (zachodzacego przy sumowaniu po

bazach zupetnych):

1= Z |n)(n|.

Przyktad (dlaN := dim H = 2):

e =1 = (g ) len) =12 =

0
1
syt = (1 a0 = (g ¢ )2e=(7)en=(7 )

Zatem:|1)(1] + [2)(2] = (é ")

Faktem jest, iz dla bazy dyskretnej manfg{m) = d,,.,, z& dla bazy ciagtej{y)(r) | (")) = 6(r — 7).

Kazdy operator daje sie zamiéma nieskdczona macierz:

<n|é|m> = /dz/goil(a:)@(az,x')gom(z’)d:c = émn.

10.4.1 Wypisy z Schiffa

23 Twierdzenie spektralne:

Qlp) = wplp).
Mozna je zapisaw dowolnej bazie (np:’):24

S. el e s) = wp (el
Tak jak i kazdy abstrakcyjny wektor stanu mozna zapisaakiejs konkretnej baziéx|:
) = Sala)(alp).

Poniewaz obowiazuje ogolny wzor:

S.fe)al =1,
to mozna dowolnie bawisie bazami - czy to dyskretnymi, czy to ciagtymi:

S, k) (ult) = (k1) = S ikl)irlt) = /de(r)w(r)-
Twierdzenie spektralne dla pedu wyglada tak:
p=|p) = plp), gdzie|p) to funkcje wtasne operatora pedu

Mozna powyzsze réwnanie “uzupetiibaza potoza:

(r|pz|p) = p(rlp).

(143)

Rozwiazaniem powyzego réwnania, bedacego w istocie pytaniem o elementy macieragigmgemiedzy baza
potozen a baza pedow, jest nastepujaca résmavynikajaca (w jednym z ufg®) z wlasndci transformaty Fouri-

era dla potoza i pedow:
1 ipx
qZ)P(r) = (271')36 g

23|, J. Schiff - "Quantum Mechanics", rozdziat 6: "Matrix Formulation of Quantum Mechanics", str. 148-186

24S € {3, [}, w zaleznéci od potrzeb

25\ tym sensie, ze istnieje pewna arbitraébdonstruowania aksjomatyki mechaniki kwantowej jako teorii matematyczmeyy. R.K)
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A teraz nieco drobnych wariacji oméwionych juz spraw:

Ya(z) = (2|0,
?ﬁa(l‘) = Z Cn@n(q")v
n=0

(nla) = (0ftla) = Sanfe) ala) = [ dog(@)va(a),

[n) = (a¥)"(0).

10.5 Operatorowe rozwigazanie rownania Schrodingera

Réwnanie Schrédingera w notacji braketowej wyglada nastepujaco:
d .
h—|a) = H|a).
i) = Hla)

Jego rozwiazanie &a
—iHt

a(t)) = e7" " |a(t = 0)).

Przypstmy: H|n) = W, |n). Wowczas:

—iHt

(nla(t)) = (nle ™" Ja(t = 0)) = (nle ™" |a(t = 0)) = ¢ 7" {nfa(t = 0)),

—iHt —iEpt

bowiem(n|e—" = (nle— % . Ostatecznie mamy wigc:

() = Spln) (nla(®)) = Sne ™ [n)(nja(t = 0)).

11 Symetrie

11.1 Tradycyjne jak gdyby przypomnienie

Pracujemy na sferze w przestrzeni Hilberta.

Y(r) = (r[y)
p = |{rlp)]?
p = (Ylr)(rl)
(0) = (¥01)
O)) = A]A), AeR
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11.2 Najgtebsze twierdzenie fizyki: Twierdzenie Noether

Dla kazdej symetrii ciagtej istnieja pewne wastbzachowane. Na przyktadefinicjaenergii jest: stata zachowana
dla uktadoéw, ktére sa niezmiennicze wzgledem przesuwigzasie. W mechanice kwantowej energia jest takze
stala separacji:

|E): H|E) = E|E).

(rla(t)) = =/ (x| B) = e~ P g (x).

Jak przechodziz symetrii nar do symetrii na)?
Ya (I‘) — Yo (I‘),
Yo (r + 0) = Ya(r).

Szukamy operatora unitarneé§pktory przeksztatca jedna funkcje falowa w druga, odpowiadajac tym samym za
przesunigecie w przestrzeni.

U(0)tha(r) = Yo (r) = ta(r — o),
dlap <« 1:
Vor(r) = tha(r —0) 2 Ya(r) —0 (Vo) +...
——

to prawie operator pedu

Operator pedu jest generatorem przesuniecia w

d d?
¢(x(T—Q)ZT/)a(x—Q,yaZ)27%(567:%2)—%@7% g'd 2¢a cee =

nd"n d .
I
n=0

Vo= () 1

h

Fakt:U = ', U - operator unitarny - operator hermitowski.
Grupa wszystkich dowolnych przesuaig trojparametrowa grupa przemienna. Operatory odpowiadajace matym
(rézniczkowym) przesunigciom sa proste$ operatory odpowiadajace duzym przesunieciom sa trudne. Ped jest

zachowany dla uktadéw, ktére sa niezmiennicze wzgledem przesuniecia. Hamiltonian jest generatorem przesunig-
cia w czasie, natomiast ped jest generatorem przesunigcia w przestrzeni.

Y(r1,r2) = €T Rep(r).

TR a b c T
ZR g h i z

Obroty nie sa przemienne. Mowi sig, ze grupa obrotow fésabelowa Obracamy teraz funkcje falowa... Do
obrotu wykorzystujemy taki operatdt, ze dowolny wektor przechodzi w wektoizr:

11.3 Grupa obrotow

r — Rr,

%'(FR) = Yo (}?I‘) = ¢a(r)7

dla|p| < 1:
rR Xr+ @ Xr.

26pperator unitarny to taki, dia ktéredé—! = U, inaczej méwiacUUT = UTU =1
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To jest wi&dnie przepis na grupe obrotéw dla matych obrotéw. Stad mamy:

IR 1 —0; Py
YR = Pz 1 — Pz
ZR _(Py P 1

Ur(p)tha(r) = wa(Rilr) ~ ot — o X 1) =P (r) = (F X 1)(Vha) = Yalr) — o(r X V),
)
Ur(p) =1- ﬁ‘PL-
Generatorem obrotéw jest moment pedu. Stad przy obrotach jest on zachowany. Generatory grupy obrotéw:
[Jo, Jy) = iR, [Jy, J] = ihdy, [Jg, J.] = —ihd,,.

Jakie sa wartsci wiasne dla/? i J? (J2,J] = 0).
Definiujemy dwa nowe operatory niehermitowskie:

Jp=Jp+ Jy,
J=J,—Jy.
Stad:
[Ji,J%] =0, (144)
[y J4] = R, (145)
[J.,J_]=—hJ_, (146)
[Jy, J-] = 2hJ.. (147)

SpektrumJ, wyraza sie nastepujaco:
Jz|jm) = hml|jm),

J2|jm) = B2 f(j)ljm),
(gm| T2 (jm) = (GmlR2 f(G)|jm) = B> (G) (Gmlji) = 1 f(5)6;50mm,
(GmlJ21gim) = hmd50mn.
W reprezentacijjm, poniewaz wystapity delty/? i .J, sa diagonalne. Rozpisujemy teraz komutator (145):

JoJy —JpJ, =hJ,
1= [f) (j
ji

Gl T 37 — Gml Tl = Bjml e ji) =

= > (Gml i) Gl L i) — Gl | jim) (Gl 7. 7)) =

= h(jm|J[jm)
(G|, (i) — Bindim| T, (5} = Rl T, )
(gm|Jy|jim)(m —m = 1)h =0
<Jm+ 1|J+|Jm> = ﬁ)\'rn

Analogicznie po rozpisaniu komutatora (146) otrzymujemy:

Gmld_|j,m + 1) = hg.
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Widat podobiéstwo do operatoréw kreacji i anihilacii.

J+J_ - J_J+ = QﬁJz,
An—1]? = [Am|? = 2m,

Anl? = Am_1]? — 2m.

Jest to iloraz réznicowy. Rozwiazaniem tego rownania jest:

Anl? = C —m(m +1).
Dla matych i dla duzych m to wyrazenie jest bezsensowne.
1 1
mi2 = 3 + 5\/1 +4C,
my = —mq — 1.

m-y réznia sie o liczbe catkowita. Dozwolone sa tylko wao—my, —mq + 1,...,m;.
J2=J J_+J?,
(gm|J?[jm) = =h*ma(my + 1)
Zatem mozliwe warteci momentu pedu ta; € —7, ..., +j. Jakie sa dopuszczalne wastd;? — Dopuszczalne
sa:

j=1/2—wtedy:m = —1/2,1/2,
j=3/2—wtedy:m = —3/2,-1/2,1/2,3/2.

Jak rozpoznapotéwkowe wartéci momentu pedu?

11.4 Spin

Trzeba zbudow@ operator, ktéry nie wynika z mechaniki klasycznej, bowiem trzeba opaas wewnetrzny
moment pedu elektronu. Spin - cecha charakterystyczna obiektu, tak jak masa, tadunek. Jego istnienie potwierdzit
eksperyment Sterna-Gerlacha

Postulujemy operatory o relacjach:

[$z,8y] = ihs, (oraz cykliczne)

Zatem:

ot = (12, Y=ot = (0D ),

27Gerlach potem zatozyl firme produkujaca bardzo dobre scyzoryki ésetu przyp. R.K)
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pr = / Erlp(r, 1/2)P,
p) = / (i (r,~1/2) .

Trzeba wymglet pewna macierz... Na szége zrobit to Pauli:

(01 (0 =i (1 0
2=\ 1 0) %= i o %=\ 0o -1 )

Macierze te spetniaja relacje komutacji.

12 Rachunek zaburza

12.1 Troche z tego, co juz byto

Od tej pory moéwiac o czastce bedziemy rozpatriweiektron. W funkcji falowej uwzglgdnimy istnienie spfiu

Y(r, s.), gdzies, = £1h:
= (060) = (2R ).

Reprezentacja macierzowa operatora spinu:

Operator spinu jest pierwszym operatorem, dla ktérego nie ma analogu klasycznego. Dziatanie operatora spinu na
funkcje falowa (zapis formalny):

so=3 (0 2) (08 =3 ( %0

Normalizacja funkcji falowej ze spinem:
1= Y [@ruts)l = [ @+,
s,=+h/2

Gestat prawdopodobiestwa:
o(r) = |1 () ” + |y, (),

28|ub, jak kto woli, ‘kretu’.
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a=/ﬁww,

Py :/d37"|1/11\2-

Wartcst Srednia operatora, :
* ﬁ * *
(s:) = Z / A1y (r,0:)5:0(r,02) = / Pryfsap =5 / &r(Wf o) ( f/i[,l ) =

=5 [ @ = = 5 @) - G [Erap). @)

12.2 Metody rachunkéw przyblizonych

Mechanika kwantowa i klasyczna posiada wiele problemoéw dla ktérych nie da sie Zeigiego rozwiazania.
Jednak te zagadnienia, ktére posiadajste rozwiazania, stanowia punkt wgja dla rachunkéw przyblizonych.

12.2.1 Metoda wariacyjna Ritza

Metoda wariacyjna jest stosowana do przyblizonego wyznaczania najnizszego stanu energetycznego. Z rozwiaza-
nia réwnania wtasnego:
Huy, = Epuy,

otrzymujemy funkcjeu,, tworzace baze. Dodatkowo kazda funkcje falowa mozna zapisatepujacoy =
S Cakin. WOWCZAS:

(Y| H|p) = Zc um|H\ﬁn Cn Zc E,c, um|un Z|cn| E,,

E, \un> 6

(V[H|¢p) = Eo. (148)

Metoda ta wymaga duzej intuicji w wybieraniu funkcji falowe;j.

12.2.2 Problem atomu helu - szukanie stanu podstawowego

Atom helu skiada sie z jadra o tadunkt2e otoczonego przez dwa elektrony, jego hamiltonian ma nastepujaca
posta:
- H_ 27, 149
2m (Vi+V3) 71 T2 + 12 ( )

Rozwiazanie dla powyzszego hamiltonianu wcale nie jest takie trywialne, ale mozna przeptopadzn
eksperyment nmlowy i poczynt pewne zatozenia. Gdyby w hamiltonianie nie wystepowat c;ﬂfgrzwiazany z
odziatywaniem obu elektronéw, to wtedy funkcja falowa bytaby iloczynem dwdch funkcji falowych:

z3 Z

blrara) = 2w (=21 + 7)) = un(riJua(ra)
Ta, ag

0

Rozpatrujac atom wodoru wiemy, ze:

H a H a ™
El=—; E,=—; 9 —e

—'I"/a()
2a po ag ap

29Czyli catkujemy caly “spin w gére” po przestrzeni, a potem odejmujemy od tego caly “spin w d6t". Wychodzi &redyui spin, np07i.
(przyp. R.K)
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Powyzsze zalezrsmi dotycza jednego elektronu, ale po przeskalowaniu mozna je zafdessdwoch elektronow:

z? 207
Br=2x 22 Bpy=2x-——2,
2@0 ap

Energia odziatywania dwoch elektronéw wynaBi;, = 222,

80.()

Srednia wartst Hamiltonianu:

aZ?  4aZ? baZ? « 27
H) = — = —(2°-=2).
< > (o)) apn + 8(10 CLQ( 8 )

Minimum wystepuje di& = 1.7, czyli (H),,: = —2.85(-%), a energia wiazania helu wynasf’¢ = —2.904( ).

Wiadomo, ze elektrony musza poruézsie w sposob skorelowany, a rozpatrywana funkcja falowa tego nie
uwzglednia, jednak i tak doktadeduzyskanego wyniku jest bardzo duza (niepestrmazedu 2 procent).

12.3 Rachunek zaburzé niezalezny od czasu

Dziatamy hamiltonianent! na funkcje faloway) i otrzymujemy odpowiadajacy jej poziom energetydky
— . i — !
Hy =Wy; gdzieH = fﬁ/ + il/

niezaburzony poprawka

Zaktadamy, ze:
Hou,, = E, u,.

Wprowadzamy teraz parameti rozwijamy H w szereg Taylora. Poprawka jest analityczna funkcja
W =Wy + AWi + N W + NP Ws + ...

Y=o + A1 + A2 + ...
Funkcje rozwijamy do tego stopnia, do ktérego chcemytndiektadn&t w obliczeniach:

Hip = (Ho + NH') (1o + Mb1 + AN2th2) = (Wo + AW1 + N2Wa) (o + Ap1 + A2eho) =

Hoo + Hohpy + HoN*pgy + NH g + N2 H' )y + N H'4)3.

e wyrazy rzedu '0":

Hoypg = Wb, (150)
e wyrazy z ) (czyli rzedu 1):
(Ho — Wo)ir = (Wi — H')¢o, (151)
o wyrazy z)\? (czyli rzedu 2):
(Ho — Wo)tpa = (W1 — H )py + Wathg. (152)

Zatozmy, zey jest jakd funkcjau,,:
77[}0 = Um; WO = EnL-

Chcemy teraz uzyskafunkcje ortogonalne, wiec odpowiednio przetransponujgmyprzez dodanie do niejg,
(Y1 — 1 + atdy):
(slto) = 0; s #0,
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a nastepnie rozwiniemy funkcje falowa w szeteg= >, a,un:
(Ho — Wo)ihr = (W1 — H' )y,

(Um|(Ho — Em)|t1) = (um|(W1 = H')|tb0) = (Um|tm) Wi — (U] H' [t).
0 1

Ostatecznie:
Wl = <Um‘H/‘u7n>~

Wyznaczenie zmian energii jest zawsze dokladniejsze, niz wyznaczenie zmian funkcji falowe;j.

13 Rachunek zaburzé — ciag dalszy

13.1 Ciag dalszy z poprzedniego wyktadu

H=Hy+ \H',
Hy =W,

Houy, = ey < Holm) = E,,|m),

(Ho 4+ MH") (o + My + N2ahg +...) = (Wo + AW + XN2Wo +..) (o + My + A2ahy + ...

Hypg = Woro.

(153)

Zaktadamy, ze)y = u,, (konkretne - np. robimy rachunek zabunatia si6dmego stanujl’y = E,,,. Wypisujemy

cztony réwnania (153) stojace przy tych samych potegach
(Ho — Wo)io =0,

(Ho — Wo)r = (W1 — H')to,
(Ho — Wo)tho = (W1 — H')ih1 + Watg.

Z (155) mamy:
(Ho — Wo)r = (W1 — H' ).

Obktadamy to stanerfm/|:
0= Wi — (m|H'|m),

Wy = (m|H'|m).

Drugi rzad rachunku zaburze
(H' — Wh)ih1 = Watdg.

(m|(H" = W1)|t1) = W,
(m|H'|y1) = Wa,

Wy = (m[H'S (D un).

Szukamyaﬁll): Z (155) mamy:
(Ho — Eo)yr = (W1 — H' ).
(Ho - Em)l/Jl = Wiup, — Hlum~
(Ho — E)S a0 n) = Wilm) — H'jm).
(k|:
(k|(En — Em)SnaS)lm = Wi(klm) — (k|H'|m).

k|H'|m k|H'|m
a;gl) _ <k‘Sna5Ll)|n> _ 7<E‘| _|E‘> _ <E‘| _|E>

(154)

(155)
(156)
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Podstawiamy, otrzymujac ostatecznie wzor na poprawke do energii w drugim rzedzie rachunkufzhkearze
degeneracji i bez czasu:

2
_ y Wy ,Q (n|H'|m) _ [(m|H'|n}]|
Wa = (m|H'S,ad|n) = (m|H S"iEm — e In) Snyn;,émiEm e (157)

Przyjmujemy, z&(y|1s) = 0 dlas > 0, czyli, ze poprawka do funkcji falowej jest do niej ortogonalna. Dla
kazdegos:
(Yol H'[1hs—1)
(tolto)
(ol (Ho — Wo)[to1) = (ol (W1 — H')|4o),
0 = Wi (toltbo) — (ol H'[tho),
Wi = (ol H'|[tho) = (m|H'|m),

(H') =

1/}1 = Sn,n#magll)un(r)a
(Ho — Wo)ha = Withg — H'tpo,
(Ho — Em)Sn¢ma§Ll)un(r) = Witty, — H'tp,,
S, pmaD) (Hy — Eyn)ln) = Wilm) — H'|m),
S, 2nalD (B, — Ey)ln) = Wilm) — H'lm).
Wezmy teraz stan keowy (k|:
Sn#mag})(En - Em)<]€|n> = W2<k|m> - <k|H/|m>a

aV (B — En) = — (k| H'|m).

Ostatecznie:

oM = (k|H'|m)
k Em, - Ek‘7
el Y — (mlE il Hm) y Ll H'|n) 2
Wa = (ol H'l) = (mlH'S iz Tl ) = S 2L
Czyli:
Hl H/
Wy = S, )l H ). (158)

Em - En

Czesto zdarza sie, ze zaburzenie w pierwszym rzedzie wynosi zero. Wéwczas trzebaldilefyPoprawka w
drugim rzedzie rachunku zaburegest zawsze ujemna. Z poprawka w pierwszym rzedzie réznie to bywa.

(0) _ 101 H" ) |*
W2 = Sn;ﬁo Eo—E, < 0.

13.2 Znoszenie degeneracji przez zaburzenie

Powyzsze formuty nie dziataja w przypadku degeneracji. Zaburzenie na ogét znosi degeneracje. Warunek konieczny
i dostateczny usunigecia degeneraciji w dowolnym skneym rzedzie rachunku zaburfze

e nierowndact diagonalnych elementéw macierzowych operatétaniedzy dwoma zdegenerowanymi stanami
niezburzonymi,

¢ nieznikanie pozadiagonalnych elementéw macierzowych operatovatych stanach.
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Mamy dwa stanyu,,, v, : E.,, = Ej, ({|H'|m) # 0. Wyjsciowa funkcja jest kombinacja liniowdy = a,,u.,, +
au;.

(Ho — Wo)tho = (W1 — H'to),
(Ho — Wo)|y1) = (Wi — H')(am|m) + all)).
“Obkfadamy” to stanentm/|:
(m|(Hy — Wo)|th1) = Wiam (m|m) + Wia;(m|l) — (m|H'|m)a, — (m|H'|l)a;,
0 = Wiam — (m|H'Im)a,, — (m|H'|l)ay,
(m|H'Im) — W, (m|H'|l) am \ (0
( (l|H'[m) ([ H'|l) =Wy ) < a ) B ( 0 )

Zaburzenie znosi degeneracjeg!

13.2.1 Przykiad

Hamiltonian dla czastki w polu magnetycznym przedstawia sie nastepujaco:
_ 1 A2
H= Q—m( EA) + V(r). (159)

A jest potencjalem wektorowym pola magnetycznego. Zachodzi oczywisty Bzér:V x A. Przy takim jego
okresleniu mamy pewna dowolso (w wyborze cechowania). My dokonamy wyboru potencjatu symetrycznego:

A= 1B X T.
2
Rozpisujac wz6r (159) otrzymujemy:

1 e e 2
H = —(pQ — —-pA — -Ap+ —2A2).
c c c

2m
Czyli:

1 2e €2

H=_—"—(p2-22A A2 )

5 (P7 = —Ap+ ZA%)+V(r)

Rozpatrujemy teraz tylko pierwszy rzad, traktupggako parametr:
H=-"Ap=_"(Bxr)p=-—BL.
mc 2mec me

Bedziemy teraz licz§ elementy macierzowe:

‘n’ L 7%> - fnl(r)ylm(Tv ©),
eBhm

. ~ eB ~
I, m|H |n,l,m) = l,m|L,|n,l,m)—— = (n,l,m|n, 1, .
(L b, L) = (o, | L 1) o = (o, 1, 1, ) o

2me

Zdegenerowanie zostaje rozszczepione.

14 Przyblizenie potklasyczne

14.1 Przyblizenie WKB

Przyblizenie potklasyczne Wentzla-Kramersa-Brillouina, jest metoda przyblizonego rozwiazywania réwnania Schrédinger
ktora mozna stosoviadla probleméw bliskich problemom klasycznyfhW praktyce okazuje sig jednak, ze ta

30Czyli takim, ktére opisane sa za pomoca bardzo duzych liczb kwantowych.
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metoda daje bardzo dobre rezultaty zaréwno w przypadkach klasycznych jak i w kwantowych. Metoda opiera
sie na rozwinieciu funkcji falowej wzgledem potggale rozwiniecie to nie zawsze jest zbiezne i ma charakter
asymptotyczny. Rozwazmy rownanie Schrodingera:

h2 "

——u"(z) + V(z)u(z) = Eu(x), (160)

2m
gdzie
iS(x)

h

Musimy przerobt tak rdwnanie (160), zeby byto zalezne §dLiczymy rdzniczki (161) i wstawiamy do (160):

u(z) = exp( ). (161)
5’
?)7

L AL AL

: {Zﬁs] L u(s)?

u' = u(

o o +uV = Fu, (162)

ihS" 4+ (8")? = (E —V)2m. (163)

Teraz do réwnania (163) wstawiamy rozwinieewedtug kolejnych potedi: S = Sy + AS; + h2Ss + ...
Zajmujemy sie rozwiazaniem tylko do drugiego rzedu:

ih(Sg + SYh) + (Sg + hS1)* = p? (),

Pomijamy cztony bez:

xT

(S5)? = p*(x) = Sy ==+p(x) = Sp = i/” dzp(z).

xo

Ped mozna wyraziza pomoca liczby falowej = . Wtedy Sy:

So = :I:l/ dz k(z).
i),
ZnajacS, wyznaczamys; :

—iSy + 25,51 =0, gdzie S = p(x), S§ = p'(z),

,_ i@ _id
Sl - 5 p(a:) - ialn(p(:p))v
$1 = 5 In(p(a)

Zapisujac rozwiazanie w postaci eksponencjalnej:

eisl _ e—%lnp(m) _

14.2 Warunek na kwantyzacje potklasyczna

Czastka w odpowiednim ruchu klasycznym wykonuje oscylacje miedzy punktami zwrotnyimi,. Jest to ruch
po catym okresie, a warunek na kwantyzacje jest nastepdfacy:

)
/ dzpg(z) — g = nm.
@1

S1pojawia sig tuh nie #i weale to nie jest biad!
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/m dzp(z) = (n + %)’Tfﬁ,

}[ dzp(z) = 2 / pl)dz = (n+ )h

W graficznym ujeciu tego problemu, ruch czastki mozna przedstamwkartezjaskiej przestrzeniz, p). Pole
powierzchni zamkniete przez krzywa obiegana przez czastke jest rgwinei(x)

14.3 Interpretacja graficzna przyblizenia WKB dla czastki w potencjale

A
obszar Il obszar| obszarll
1

o o p)dy + §)
Begsel Bessel

[J1/4(z)] /

T i Jo i (h)) E f\ hﬁkexp J o dyk(y))
i i t cja zanika
tufunkcjazghika|>~___ | ] \o/bsgag t‘e/rz prfyblezamy gotzemﬁjalem

Formalnie WKB dziata tylko dla >> 1, lecz w praktyce okazuje sie, iz przydatne rezultaty otrzymuje sie z
niego réwniez dlax ~ 1.

14.4 Rozpad promieniotworczy

Chcemy zrozumierozpadn. Jadra maja staly czas potrozpadu. Jadro odpycha czagtkgencjatent” = @

[Tutaj powinny pojawi ¢ sie dwa istotne rysunki ilustrujace proces rozpadu. Skoro ich nie ma,
znaczy to, ze ich jeszcze nie przygotowali  $my!]

lffarcsm( o BBy,

NG [
R=10"""m

T2 2
/ p(x)dz = m
1
ZZ’e2

V=R
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Czas zycia~ tunelowanie~ e 7.

14.5 Rachunek zaburzé zalezny od czasu

Dla hamiltonianu zaleznego od czasu nie ma rozwidgacjonarnych réwnania Schrédingera. Wtedy rozwiazujac
problemy z zaburzeniem wiemy, Z& ma prosta post zalJH’ zalezy od czasu i powoduje prieja miedzy
stanami wtasnymi. Mamy rownanie Schrédingera zalezne od czasu:

N

iﬁa = H+, gdzieH = Hq+ H'(t), (164)

D(t) = Span(t)e T un,.

Rozniczkujemyy(t) i wstawiamy do (164). Lewa strona réwnania ma posta

.
D

iEpnt

_iEnpt
h

_iEnt
UnanEne A

prawa z&:

iBnt
3

P= Snane_iETr"t(Ho + HYu,, = Snane_

Przyrownujemy obie strony do siebie i skracamy wyrazy podobne. Zostaje:

(Epuy + H'uy,).

iEpt

S it — S 7
nihupane” * = nane” ° H'upy,

Obktadamy stanenfk|:
iﬁukdke_lETkt = Snane_ s <uk|H/|un>’
1 ,
G = %Snew’mt(uk\H’\unmn. (165)
Otrzymujemy uktad réwnadla wszystkich wartsci k, gdziewy,,, jest czestscia kotowa Bohra i oznacza:
. Ek - En
WEkn = A .

15 Rachunek zaburza

15.1 Przypomnienie wraz z kontynuacja materiatu z wyktadu poprzedniego

Niech:
H=H,+ H/, Houy, = Fruy,.

Zaburzenie to powoduje, iz wspotczynnikj zaleza od czasu:

Y(t) = Span(tyune Ent/h,
Wstawiajac powyzszy wzor do réwnania Schrodingera:

oy
Zﬁa —Hw,

otrzymujemy:

1 .
ay = %Sn%\H’\n)aneW’“"t.
i
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Rozwijamya,,(t) w szereg zaburze
an = al? + Xl + XafP + ...

Jak wiadomo z poprzedniego wyktadu, mamy:
ap*th = %Sn<If|H'|n>a£f)ei‘”’mt7
1

) = (k|m) = km,

1 )
ayM = %<k\H’\m>e’“’“’”t,
¢

1 .
V= — (k|H'|m)e**mTdr. (166)

(
T A

15.2 Zaburzenie harmoniczne

Przyktadem zaburzenia harmonicznego fasiatto lasera “padajace” na elektron. Falz32 jest w tych warunk-
ach znacznie szersza od paczki falowej elektronu, zatem w przybli'zen%mao, natomiast jeg jest nieze-
rowa, czyli, inaczej méwiac, otrzymujemy zaburzenie zmienne w czasie. Przyjmijmy, ze zaburzenie jest nastepu-
jacej postaci:
(k|H'(t)|m) := 2sin(wt)(k|H'|m), t € [0,to].

Wstawiajac taka postado réwnania (166), otrzymujemy:

1 t _
a](vl)(t > tg) = %<k|H/|m>/O dr2sin(wr)e n T =

1 (wrkmtw)to _ 1 i(wkmtw)to _ |
— ) (< - )
1

Wem +w Whm — W

Teraz, dla ustalenia uwagi, zatozymy, ze drugi czton w nawiasie jest maty. Mamy stad:

o _ A(k|H[m)[* sin® (3 (Wem — w)to)

V(> to))] - (167)

h? (Wi — w)
Zalozymy teraz, zdZ;, w okolicy E,,, + hw jest duze. Z tego wynika, iz:
A= /dEkg(Ek)\afj)(t > t0)|? ~ 0(Ex0 = fiw + E),

27 ,
A= to = o) (kL m) .

gdzie A jest prawdopodobfestwem obsadzenia grupy stanow energetycznych wokét pewnego ustalonego stanu.
Fermi nazwat to ztota reguta Fermiego numer dwa.

15.3 Przyblizenie adiabatyczne

33

32F B to bardzo przyjemny skrét na wszystkie stowa pochodzace od korzenia “elektomagnetyzm”, bo fEzeciez innego jak elektro-,
z& B to, jak powszechnie wiadomo, magnetyzm. Skrdcik ten, wraz z takiminkadei jak 3 (istnieje), orazp() (prawdopodobienstwo
znacznie utatwia mi zycie od wielu lat, dlatego tez pozwole sobie go tutaj zastoskieavolno mi? No jasne, iz mi wolnopfzyp. R.K)
33adiabatycznies wolno
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Ten rodzaj przyblize stosuje sie dla uktadéw, w ktérych hamiltonian zmienia sie bardzo powoli w czasie. Wyobrazmy
sobie, ze mamy oscylator harmoniczéy;z, w ktérym powoli zmienia sig. Wowczas:

H=H(t): H(@)un(t) = E,(t)un(t).
Wstawiajac

B(t) = San(t)un(t) exp(% /0 En(7)d7)

do réwnania Schrédingeraif) = H (t)i)), mamy:

iﬁSn eXp(% /0 En(T)dT) <dnun + anty + anty E:fgt)) = Sn eXp(% /0 dTEn(T))(anH(t)un);

O = Sn(anun + anun) eXp(%/ dTEn(T)) = Sn(an|n> + an|ﬁ>) GXP(% / dTEn(T)),
0 7 o
Dostawiamy stan kcowy (k|:
0= S in{kfn) + au (kfit) e 5 47520,

0= aget o TBD) LS 4 (ke Jo dTEa (D),

Ostatecznie mamy:

ap = 7Snan<k|n> exp(;r j dr(En(1) — Ex(7)))

Po obustronnym zrézniczkowaniu ponizszego réwnania mozna obl{ézy):

H(t)un(t) = En(t)un(t),

OH . oE, .
v un(t) + H(t)t,(t) = e Un(t) + Epily,
OH ) oF,, .

Lewostronnie wymnazamy przék|:

oFE, .

=0, bO k#n

(1 2Ly + (b H i) =

Ey(k|n)

<k|867[t{|n> = (En - Ek)<k'"fl>
(n|n) =1,
(n|n) + (nln) =0,
(n|n) + (n|n)* =0,
(n|n) = ia(t) «—— musi byt czysto urojone

Uproscimy sobie rachunki sprytnie dobierajac faze. Jest to mozliwe, bo fazy funkcji wkasnych sa dowolne w
kazdej chwili czasu.
Ty = Upe’®,

(ln) =0,

(ol () = ¢~ (nl ) + ),
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v+ (nln) =i(¥+ a) =0,
t
v = —/ a(r)dr,
0
Dzieki temu znikaja dwa minusy:

. (k|5 [n) I
ap = Sn¢kanm exp(ﬁA (Ek — En)dT)

Dlat = 0 wezmya,,, = dnm, czyli n-ty stan. Woéwczas:

1 0H

. e

Czilonexp(...) szybko oscyluje, zatem pochodna jest na zmiane dodatnia i ujemnagagzytii specjalnie nie
rosnie, ani nie maleje.

16 Przyblizenie nagtej zmiany, fermiony i bozony

16.1 Rachunek zaburzé - dalszy ciag
16.1.1 Przyblizenie adiabatyczne i oscylator harmoniczny

Potencjat dla oscylatora harmonicznego z uwzglednieniem cztonéw zaburzajacych:

V() = Viwo) + 5V (Xo)(x = o) + V(@) = V(ao) = 5V (Xo) (& — 20)?.

H, H

Poniewaz hamiltonian wolno zmienia sie w czasie, dokonujemy przyblizenia adiabatycznego. Bierzemy funkcje

falowa postaci:
b= antupet o PO
n

oraz nastepujacy hamiltonian (taki jak dla atomu polonu):

o H()Z t<0
H{Hli t>0

16.1.2 Nieciagta zmiana wartéci H

Rozwazajac powyzsze zagadnienie zakladamy, ze potrafim§likig, i H,. Wtedy:
Hou, = Epung,, Hlvu = E;/U;m
Holn) = Ep|n), Hilp) = Ey.|p),

iBpt

dlat>0: 1/)(t) = Snanun€7 hy

o

dlat<0: p(t) = Dbevee 7.

Funkcja falowa ma by w kazdym punkcie przestrzeni ciagta dla= 0, wiec: Snanun = Subuvu. W mo-
mencie przetaczenia hamiltonianu stara funkcja falowa rozktada sie na nowab Steygiazamy przez.,,, po
przemnozeniu i scatkowaniu przez funkcje sprzezgnatrzymujemy:

by = Ssan(uln),
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0 dla n#m

a":&m”@a":{l dla n=m

Gdy uktad poczatkowo jest w stanie m,dp = (n|m), wowczash,, = (u|m).

16.1.3 Przyblizenie nagtej zmiany

W drugim przypadku rozwazamy taki hamiltonian, ze jego zmiana zachodzi w bardzo krétkim czasie.
Hy: t<O0
H = Hy: te [O,to}
Hy: t>t

Dlat € [0, to]:
Byt

’(ﬁ(t) = Skckwkef [
L = Skan<k|n>

iBjto iButo

n— = |[robimy przeskalowanie #; naH,|| = S,tbuvue* A

P(to) = Skckwkf

iBgt

SkaegE;gto <1/|k>Syb,,e*iEﬁut = Skck<1/|k>e* R

i(By—Ep)t

b, = Skck<y|k>e 7 ,
by = SeSan(ulk)e T kin),

—i(EL—Ey)tg

by = SnanSelulk) ST (kin),

:1_“?0(ER_EH)

b= San | Sl (ki) — " Sytulk) (B~ B k) |

poprawka~ tg

by = Snan<ﬂ‘n> - Z%Snansk<ﬂ|k>(Ek - El,,)</€|’fl>,

_itfosnan<l"‘(HI_H1)‘n>

S, (ulk) (kI Hyn) = Syulk) Bx (kn) = (ul H|n) = (| Epln) = Sg(ulk)E, (kln).
——
By, (kln)
Przyblizenie nagtej zmiany jest najlepsze gdy waeie, sa bardzo mate. Wowczag wynosi:
ito

b = Suan(ull = 5 (Ha — Hy)ln).

16.2 Problem dwéch ciat

Mechanika kwantowa jest teoria probabilistyczna i deterministyczna (z réwnania Schrodingera wiemy jak funkcja
falowa zmienia sie w czasie). Zat6zmy, ze mamy dwie czastki{, s.1,r2, $.2)). W przypadku, gdy poruszaja
sie niezaleznie od siebie, funkcja falowa uktadu przyjmuje f@osta

Y = P1(r, 521)2(7, 522),
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a rozktad gesteci prawdopodobigstwa wyglada nastepujaco:
o(r1, 821,72, 822) = 0(71, 821) 0(72, 822).-
Méwimy, ze czastki sa identyczne woéwczas, gdy nie da sie ich odr@ithsiebie i spetniona jest zale&to
o(r1,r2) = o(rz,m1).
Zalezn&t te mozna spetaina dwa sposoby:

e symetrycznié® - ¢ (ry, ) = (ra, 1),
e antysymetryczni€ - o (ry, ro) = —(ra,71).

To, czy czastki sa opisywane falami symetrycznymi, czy antysymetrycznymi, zalezy od ich wewnetrznego mo-
mentu obrotowego - spinu. Bozony maja spin catkowity, natomiast fermiony potéwkowy. Jezeli czastki sa symetryczne,
to hamiltonian w odpowiednich zmiennych tez mustlsymetryczny, np. dla dwéch elektronéw hamiltonian ma
post&:
ﬁ2
H= —%(V% +V3) 4+ V(|rs — ra)).

Przypwstmy, ze znalezimy rozwiazanie dla hamiltonianu. Na og6t funkgjanie ma symetrii, ale jezeli spetnia
réwnanie Schrodingera, to funkejgry, ), ¥ (r2, r1) daja dobre rozwiazanie.
Zdefiniujemy funkcje symetryczna i antysymetryczna:

Boym(r1,72) = %[wm,m) T d(ra,m),

1
wanty(rh'rQ) = 5[1?(7“1,7’2) —(r2,71)].

Zatozmy teraz, ze kazda z czastek opisywana jest wtasna funkcja falgWwa:)us (r2). Wtedy funkcjed sy,
Yanty Przyjmuja posté:

Yoy = %(ulm)w(m) T un(ra)us(r)),

1
¢anty = E(ul (7"1)U2(7’2) —uw (TQ)UQ(Tl))'

Jesli uy = uy = u to:
Q/}sym = \@(u(rl)u(TQ))’
wanty =0.

Whiosek:Zadne dweermiony nie moga znajdow@sie w stanie opisanym ta sama funkcja falowa. Jezatamz
Pauliega Bozony z& moga.

17 Bozony i fermiony

17.1 Symetryczn&C i antysymetrycznast

e Bozony:
Q(T1,7“2) = Q(T27T1),

P(ry, o) = %(u(rl,rg) + u(ra,r)),

1
o(r1,r2) = [Pf* = 5\“(7‘177"2) + u(re, m) [ = 2u(ry, r2) .
Dla bozondw zachodza korelacje Bosego-Einsteina.

34np. dla bozonéw, opisywanych statystyka Bosego-Einsteina.
35np. dla fermiondw, opisywanych statystyka Fermiego-Diraca.
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e Fermiony:
1
0 =1v[* = glu(ri,r2) = u(rs,r1)[*.
Uktady Fermionéw nie maja analogoéw klasycznych.

Kazdy z fermionow musi miginna funkcje falowa.
Post& Scisle antysymetrycznej funkcji falowej jest nastepujaca:

¢(T1,Sgl);7'27sg2)) = i(ul(rl,sg))w(rg,sf)) - ul(r27sgl))u2(r1, (2)))‘
V2
Przypadek 1:
1
U (rla (1)) ( 0 ) Ul('rl),
1
y_ (1
us(ra, o) = ( o ) walra)
P ( ) (o). (1 )un (r2))
= — UL (T1 )U (T — U2\T1 UL \T
\/§ 0 ) 1 1 2 2 271 1\"2
Przypadek 2:

w= (o),
1
= (),
r
) o (0) - ( ) (5),)
= =0 — (| T1) = 11).
W danym punkcie moga lgydwa elektrony, ale musza nai@rzeciwne spiny!

Wezmy operatog, = s\ + 52

o =

)

S
»
|

O =
=)
iR

N———
=

N
(R
o

NS N

89”15:;%1;(”) [<(1))(1)®<(1)><2)<(1)>(1)®<(1))<2)].

Zauwazmy, ze:
sWop+sPp=0.

Usym(r1,72) (| T1) — | H>)/\/§ spin=0 (jestto stan singletowy),

| 11) spin=#
Uanty(r1,72) < (| T1)+117))/v2 spin=0 (jestto stan trypletowy).
| L) spin= —#
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17.2 lzospin
Pomyst: zamiast rozpatrywastnienie dwadch r6znych nukleonéw zatézmy, iz istnieje jeden tylko nukleon, ktory
moze za to przyjmow@dwa stany: protonu i neutronu. Otrzymujemy operator podobny do spinu - izospin.
Epua ~ aA —bA%3  —cZ?ATVB (N - 2)2.
objetdst powierzchniaodpychanie

Dla silnego odpychania kulombowskiego - model kropelkdf§8ombe atomowa zbudowano \élaie na bazie
modelu kropelkowego.

QQQO”Q

2%

Model kropelkowy wykorzystuje analogie miedzy jadrem a kropla cieczy i jest najprostsza wersja modelu sil-
nych korelacji. Podstawa tej analogii sa dwa faktgwi@mdczalne: stata gesfomaterii w jadrze, niezalezna od
jego wielkdsci, oraz niemal stata waldo energii wiazania jadra w przeliczeniu na jeden nukleon. Wymienione
wlasndci jadra sa charakterystyczne dla cieczy - g&sjej jest stata niezaleznie od objéti, a takze ciepto
parowania (bedace odpowiednikiem energii wiazania) przeliczone na jednostkéobjgsostate.

18 Bozony, fermiony i uktad okresowy

18.1 Przypomnienie postulatow mechaniki kwantowej
e Obserwablom mozemy przypisaperatory:
O(7, p) — O(F, —ihV).
e Wartcst Srednia operatora obliczamy nastepujaco:
<@:/&w@w
e Jedyne mozliwe war§zi pomiar6we:

QY = Mpy.

e Mechanika kwantowa jest deterministyczna - znajac funkcje falpwaamy zakodowana informacje o
uktadzie i mozemy przewidzieco bedzie sie dzialo za jakczas:

Lo
ih - = H.

e Dla czastek symetrycznych ge§tprawdopodobigstwap(r) tez jest symetryczna.

36zamieszczony tutaj rysunek, tych co cierpia na brak dbartystycznych w notatkach, moze jeszcze bardziejadpizyp. E.S.I o to
wiasnie chodzi! przyp. R.K)
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18.2 Problem czastek symetrycznych jeszcze raz

Funkcje falowe moga liysymetryczne i antysymetryczne:
Veym < BOZONY

Uonty < FERMIONY

Problem: Wezmy dwa elektrony, jeden z Ksigzyca, a drugi z Ziemi. Ich funkcje falowe wcale sig nie przekrywaja,
bo elektrony maja rézne potozenia:
uz(r1, 5z, )uK (T2, 82, ),

Funkcja antysymetryczna przyjmuje pdsta
1
Uanty = ﬁ(uZ(ﬁ, 52 )UK (T2, 52,) — Uz (T2, 52, )UK (11,52,)),
1
|Uanty|2 = 5 HUZ(Tl, 321)|2|UK(7'2a 522)|2 + |UK(7'1, 321)|2|UZ(T27 Sz2)|2]'

Nie ma czlondw krzyzowych ze wzgledu na fakt nie przekrywania sie funkciji.

18.2.1 Jak antysymetryzowa funkcje?

Mamy funkcjeu = uq (z1)uz(z2) - - - upn (z,,). Obiektenscisle antysymetrycznym wzgledem permutacii jest wyz-
nacznik’, czyli:®

wp(zy) wi(xe) -+ wi(zy)
ug(x1) we(xa) -+ wus(wy)
U(Lnty = W det
un(xl) Un(IQ) s Un(xn>
18.2.2 Hamiltonian dla uktadun elektronéw
. ﬁ2 Z m=1 62 1
2 S
2p £ Z dmeq \rn| 2:31 1 Ameg |rm —

uwzgledniamy potencjat

Problem z takim hamiltonianem wcale nie daje sie fatwo rozviigpaniewaz liczba rownfazalezy od liczby
atomowejZ. Ale bazujac na tym co mamy i wiemy, wyrslymy hamiltonian rozwiazywalny:

ﬁ2
_ﬂzvi - Zveff(rn) = ZHn

Kazda czastka ma sig poruéaa polu o potencjale efektywnym:

37Bowiem “kazde dziecko wie, ze wyznacznik macierzy jest antysymetryczna funkcja kolumn i wierszy”, jak mawiat dr Papazsypk. (
R.K)
38Wyznacznik ten zwie sie wyznacznikiem Slatera.
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Vi(r)

4mer

Mamy zestaw funkcjiu,..(r, 9, ¢). Dla stanu podstawege = 1, [ = 0 nie ma degeneracji, a ha powtoce
umieszczamy dwa elektrony (z uwzglednieniem spinu):

uyo0(r, 7,7) < (1) >; uy00(r, 7,7) ( (1) ) — stanls

Dla kolejnych liczb kwantowych powtoki maja nastepujace oznaczenia:

=0 — s,
I=1—p,
=2 — d,
1=3 > f,
l=4 — g.

Gdy w potencjale uwzglednimy obsadzenie powtok przez elektrony otrzymamy nastepujace wyrazenie:

RA(1+1)

V= Vepp(r) — 2yur?

z ktérego wid&, ze dla coraz to wiekszych wasiti /, energia wiazania maleje.

Vi(r)
L

18.3 Ukfad okresowy pierwiastkOw

Obsadzenie powtok elektronami:

2 —(1s)
2—(2s)
6 — (2p)
2—(3s)
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6 — (3p)
2 — (4s)
10 — (3d)
6 — (4p)

} stany te maja poréwnywalne energie

Sl 52 pl p2 p3 p4 p5 p6
1s HZ:l HeZ:2
2s Li 7=3 Be Z—4
2p Bz5[Cz6[Nz7]|0z5|Fz9|Negz_o
3s| Nayz_i; | Mg z_1»

18.3.1 Z czego wynika okresow&t pierwiastkow?

Utozenie pierwiastkow w uktadzie wynika z zapetnienia powtok elektronami:
L: i H maja ideologicznie bardzo podobna budowe, dodatkow&aidasci chemiczne litu sa podobne do &4a
ciwosci chemicznych sodu.

Rozpatrujemy konfiguracje elektronowa tle@gf: (1s)?(2s)?, nie obchodza nas zapetnione powtoki, rozwazamy
tylko powtoke niezapetnioné2p)*:

U21m (T7 07 (,0) = u21(r)Y2m (9, 99)7

3 1 3 1z
Yio = (g)F cos® = ()"
3.1 -
i =F(g)?  dn@

sin ©(cos p=tisin @):@

W graficznym przedstawieniu, zamiast uzywezech funkcji:Yo, Y141 mozna uzg trzech funkcji niezaleznych:
<, %, 2. Wtedy starep,,. wyglada nastepujaco:

Gdy wezmiemy czasteczke wody/>O), wodory wraz z tlenem tworza uktad z katem prostym, uktad ten ma
bardzo duzy moment dipolowy, dzieki czemu woda jest bardzo dobrym rozpuszczalnikiem. Elektrony pochodzace
od tlenu i wodoru razem uwsp@lniaja orbite:
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18.4 Model atomu Thomasa-Fermiego

Mamy potencjalVe,; = Zet 1 4 V,, gdzieV, = V(r) 4+ v;(r)LS. Zeby dobrze rozwiazaten problem,

" dme |r]

bierzemy przyblizenie WKB, a funkcje falowa brutalnie 'maltretujemy’ zeby zanikata na brzegach, przyblizajac

ja sinusem:
(sin(5: [, dype(y))

Uy (z) = ;
pe(T)
201 71
i) = (2 W) 1
PE(T) pe(T)
Dalej rozwiazujemy w trzech wymiarach:
)
T (r) = —
2
un
Q(T.) = Tgla

h2(1+1/2)?
212

o(r) = \/2M(E —V({r) +

477/drr2gnl (r)=1.

19 Metoda Hartreego-Focka

Mamy atom wapnig;Ca, gdzieZ = 22. Z rozwiazania rbwnania Schrédingera dostajemy réwnania rézniczkowe
66 zmiennych2p™ + 22n + 22¢~).3° Trzeba znaleiztaki sposob, zeby zagadnienie byto rozwiazywalne. Pole od
elektronéw @rednia sig, tworzac sferycznie symetryczny potencijat efektywny. Z potenciinaana wyliczg
funkcje falowau.,,;,,, natomiast elektrony&redn€. Postepujac w ten sposéb otrzymamy rozmyta gestéek-
trondw, a to jest przydatne przy analizie rozmieszczenia elektronéw na poziomach energetycznych.

Veﬁ<’l") — Unplm (T7 T, (P) = unl<r)}/2m(77 90)

mamy poziomy energetyczne, kazdy
poziomn zdegenerowany je$l + 1)—krotnie

%

Ze?
4mer

39problem mato przyjemny do rozwiazania.
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Gestat prawdopodobiestwa o, (7, T, ) Otrzymuje sie:gfl% = D n.i.m Onim- TEN SPOSOb zwie sie metoda
Hartreego. Model ten nie zawsze sie sprawdza, bo pomija antysymetryzacje (otrzymana w wyniku funkcja falowa
nie jest antysymetryczna). Fock jednak wystilyprocedure antysymetryzacji. Jednak w przypadku duzej liczby

elektrondéw jest on bliski przypadkowi klasycznemu i mozna stogqwayblizenie WKB.

Rozwiazemy teraz problestile:

l l
oni(r) = Z [ttt (7,0, ) |* = iy (1) Z Y (0,9)Yim (0, ¢).

m=—1 m=—I|
*

Przy czym:x to kawalek, ktory zalezy od dynamiki. Z gtebokiej analizy harmonik sferycznych wynika:

47

l
A1 Y Yi(01,01)Yin (02, 02) = Fi(cos O12).
m=—I

4
O
9
X
l
. 2041
D Yiu(0.9)Yim(0,9) = A1) = —.

m=—I

Ogladamy funkcje tworzaca:
T(w,s) = (1 — 25w+ s2)/? = ZPl(w)sl.
1=0

T(’LU,O) = Po(’w> = 1,
T'(w,O) = Pl(w)
Ten sposob pozwala na policzenie wszystkich wielomianéw Legendre‘av Bial:

T(1,5) = (1 — 5)21/2) — 1%3 =3 s =Y RS

l

Il
<)

Z tego wynika, ze dla wszystkich wielomianéw Legendr&él) = 1.

20+ 1
4

oni(r) = g (r)

1 27
Oni(r) = / dcos@/ dpon = 4mon = (20 + Du, % (r).
0

-1

Jak normalizowa g,,;? Warunek normalizaciji:
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’ [drr?pn,(r) =2

Szukamyu,,; (r):

21d,,, R+ 1)
_@7“725(71 us) + (V(r) + W)unl = Eitn.
Niechu,,; = —“"ZT(T). Wowczas:
h? Rl +1)
—*2/1@/725 + (V(T) + W)anl = Enian,

K21+ 1) )] 12

P (1) = [2N(E -V 2ur?

1 1 /"
ani(r) = sin (/ drpnl(r)> .
V pnl(r) h o
Zastepujemy wyrazenigl + 1) przez(l + 1)/ = 22. Wéwczas:

l

. ~ 2z
Z inY Y = Onl ~ 72 (7’)7
m=—1 ol
. oo o0 1
/d37~gnz(7‘) —9 :47r/ drr® o (r) = 4”/ drr = :4770/ Vo
; 0 onlT 0 Onl
1
C=o 1 ar
27Tf 0ni(7)

@nl(r) = QZin(T'),
Wprowadzamy teraR,,;(r) := 000 + 0n1 + 0n2 + - - -

anl ~ =
dTL - in7

ro
2/ dron(r) = 2rhn = 0.
0

dn__g%:_Qf%(QM)l/Q_ u/ dr

dE g —27th wh) ou(r)’
dRu(r) dRdn _ m 1
dE dndE  272hr20,(r)

l=m

Ra(r) = 3 Rulr) ~ / dzRou(r),
=0

anl / dz anl
E b

d dE
3/2
1 0
R, ~ [ dzdE = R==—"2_—9
" / 2 00(r) 3023

R() = 5 s (u(-V ().

Skad wzig V(r)? V(r) sktada sie z potencjatu jadra i ujednoliconego potencjatu ktéry mozna dosta z
réwnania Laplace’a:

1
gv2v =47 R.
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1 d(de) 4e2(—2uV)3/?
- T2y EeATAerr)
er2dr’ dR 2mh3
A 2
V= _iX7
r
V =by.
x(0) =1, x(c0)=0.
,_ 137\ _h _ 0885a
T2\ 4 ) mezt/3 T Z13

Wymiar atoméw rénie proporcjonalnie d&g'/3.

20 Obraz Heisenberga, Diraca i Schrdodingera

20.1 Przypomnienie

1. Wartat 'srednia:<1/)\/i|¢>. WielkoScia wlasna jest kombinacja liniowa wektoréw i operatoréw.
2. Réwnanie wiasned|)y) = A|y).

3. Prawdopodobigstwo znalezienia stanp = |) w stanie|) jest nastepujacei = |(|)|2.

20.2 Obrazy

Obraz Schrédingera: zalezne od czasu sa wektory (funkcje falowe):

<a>(t) = <T/J(t)|f‘i|w(t)>- (168)
Abstrakcyjne réwnanie Schrédingera:

L d -
i |0(t) = Hp(2)).
(1)) = e~ [ob(t = 0)), (169)

czyli:
[9(8)) = U (#)]4(0)).
Podstawiajac rownanie (169) do (168) otrzymujemy:

iH iHt

(@)@ = (™ (0)|Ae™ F 1 (0)),
(@) = (W(0)]eH* A= [ (0)). (170)
Jest to uniwersalny wzor w obrazie Heisenberga. Mozna go Zapisgélnej postaci:
(@) () = (L(0)|A®)](0)). (171)

iHt

A(t) == e Ao~

Idea obrazéw jest nastepujaca: W obrazie Heisenberga podstawoperatory, natomiast w obrazie Schrédingera
podstawowymi sfunkcje falowe. Zalezne od czasu sa&ataénie rzeczy podstawowe. Obraz Diraca jest obrazem
posrednim: jest w nim troche ewolucji czasowej w operatorach, a troche w funkcji falowe;.
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20.2.1 Przykiad pierwszy: czastka swobodna

Hamiltonian:H = % Rozwazmy operatory orazp:

.9 )
A LD P
r(t) — eImAlipe ZmAt

)
) .2

A 2P g P A

p(t) = Qthtpe mAl — P.

W obrazie Heisenberga dla czastki swobodméijie zmienia sie w czasie (powtarza to wynik mechaniki klasy-
cznej). Fakt ogolny: o R R

[B,H] =0= B(t) = B.
Wynika z tego faktu ogélny wzér: .
(3

r(t) =1r(0) + ﬁ[H7r(O)]t +...
Poniewa'z%[;—;,r} = 2, to w obrazie Heisenberga mamy ruch swobodny (bowiem wyzsze komutatory sig
zeruja):
Y P
r(t) = (0) + mt.

Pytanie: jakie rownanie spetnia pochodﬁ# =7

d/l(t)_iAA NS R -

5 = p AW - AMH) = %[A(t)aH]’

Rownanie to jest odpowiednikiem réwnania Schrédingera.

dA(t) 1

obraz Heisenberga: e iﬁ[A(t),H],
s g dlg) _ 1
obraz Schrddingera: s z,ﬁH|¢(t)>.

Obraz Heisenberga najblizej taczy kwantowy opis z klasycznym. Poni&&%&:z +[r(t), H] = £, to:

r(t) = %t +#(0).

20.2.2 Przyktad drugi: oscylator jednowymiarowy

p(0)

x(t) = 2(0) cos(wt) + o sin(wt)

p(t) = —mwz(0) sin(wt) + p(0) cos(wt)

:L'(t) _ %(i’(O)(BZWt + efiwt) o Z::E?)) (eiwt o 67iwt) _
1, iP(O0) gt 1. iPO0)\ it _ Bt ot | A —iwty h 5
= 5(:(:(0) - m) + 2(:6(0) + o )e = 2mw(aTe +ae™*") = ST (@' (t) + a(t))
da(t)  hw o
U M a0),at a()] = —ica(r)
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20.2.3 Przyktad trzeci: oscylator jednowymiarowy z sita wymuszajaca

dz(t) @
dt  m
dp(t) 2 op? omw? _
T —mw<z(t)f(t) = o + —5 2 —xf(t) = H(t)
e~ # JodtH _ —§Ht

d i [t S i
&e_ﬁ Jo dtH _ _%H(t)e—gHt

. N ) .
% A arE@E) o= Jo AtH(t) _ =% [4 dtH(?)

21 Jeszcze raz problem oscylatora

Dany jest oscylator jednowymiarowy, zaburzony sita zalezna od czasu.
Pytanie: Jakie jest prawdopodobienstwo, ze uktad bedzie znajdowat sie w stanie podstawowym?
Hamiltonian dla uktadu przybiera posta

2
H=_— - Qf(t)v (172)

gdzie wykres sityf w funkcji czasu wyglada nastepujaco:

1 f ()

Rozwiazanie tego zagadnienia jeststickomplikowane, poniewaz mamy réwnanie Schrédingera zalezne od
czasu. Zastanéwmy sie jak wyglada nasz problem w obrazie Schrédingera:

. d 2
ih () = H[p(®)),

[9(t)) = e F 7 [(0)).
Teraz wyrazamy zmiane stanéw w czasie, za pomoca opetatoya
((0)|eh 1t Ae™H 1 |45(0)).
Operatorfl(t) spetnia réwnanie ruchu, natomidstnie zalezy od czasu:

%A(t) _ %ﬁe%ﬁ%{%m B %ef%mﬁef%mﬁ?m

“4OoperatoryH, A sa nieprzemienne.




MECHANIKA KWANTOWA — Notatki z wyktadow E.A. Bartnikamade by E. Stomifiska & R.P. Kosteck#

d . i
SAf) =+
a0 =7

Biorac teraz operator potozenjét) i pedujp(t) i rézniczkujac otrzymujemy:

[, A(t)].

gdzie (*) - czton zwiazany z sita.

Rozwiazywanie zagadnienia w obrazie Heisenberga, jest bardzo wygodne, bo rozwiazujemy problem oscylatora
bez sity, a dopiero na sam koniec wprowadzamy czton zwiazany z sita. W kolejnym etapie wprowadzamy opera-
tory kreacji i anihilacji:

i

h— ~ AT

@=/5 —(a+a'),
f

p=iy "o (@l —a),

2mwh o

Dlat — oco: a=e*q,:

d . R 7
3= —iwa(t) + \/mf(t),
ot —iwat() — 2
G = wa (t) 2ﬁmwf(t).

Wracamy do pytania zadanego na poczatku paragrafu:
Jakie jest prawdopodobienstwo, ze uktad bedzie znajdowat sie w stanie podstawowym?
Poczatkowai(t = 0) = ap,

® 4;,|0;,) = 0 - stan podstawowy w przesHa,

® Goyt|00ut) = 0 - stan podstawowy w przysZoi,

® Ginlaout) = oy - Stan koherentny, stan uktadu nahko.

Z definicji stanu koherentnego, prawdopoddisigvo:
P = {aout|ain)|* = e=lof,

Stan poczatkowy i stan kaowy bedzie stanem podstawowym.
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22 Stany mieszane

Uktady dotychczas rozpatrywane byty uktadamiizolowanymi, niezaleznymi od otoczenia. Funkcja falogta-okre
jaca stan tego uktadu jest funkcja zalezna jedynie od jego wsp6trzednych. Wagkigtaddw jest jednak sprzezona
z otoczeniem, np. gaz utrzymywany w statej temperaturze w naczyniu. Jezelijrzeaczone beda wspotrzedne
uktadu, a przez wspéirzedne otoczenia, to pomimo, ze uklad jako &ilma dobrze ok@ony hamiltonian i
funkcje faloway (u, t), to jednak funkcja ta nie jest rowna iloczynowi funkgji (u) i ¥-(t). Oznacza to, ze uktad
jest wstanie mieszanyn$tan mieszany to zbidr stanéw czystych, ktére wchodza z r6znymi wagami.

Od stanu mieszanego oczekujemy, by waetavystepowaly z roznymi prawdopodob&wami:(pi, s1), (p2, $2),
ldots - stany klasyczne: prawdopodob&wo i stan(py, 11), (p2, 12), ldots - stany kwantowe: prawdopodoBigtwo
i funkcja falowa reprezentujaca stan.

Wezmy kwantowy przyktad ukladu w stanie mieszanym, jakim jest uktad ze spinem:

af ) +611) =1

Tu rzut wypadkowego spinu skierowany jest r&imna niz 6 .

Stan mieszany to zbiér stanéw czystych, ktére wchodza z réznymi wa§aeainia wartst operatorad w stanie
mieszanym okrglona jest wzorem:

(A)m = P11 A ) + pa (ol A®)[a) + .. + P (Wn] AD)100),
<A>'rn = an,<¢7l|14(t)|¢n>-

Bierzemy najprostszy ukiad o spinie= % Mozliwe sa wtedy tylko dwa stany:

= (7).
H— (o)

(A) = p1 (+]A[+) + pa(—|A]-) = Tr{Ao},

Obliczamy warté&t srednia operatora:

gdzie:
—iht 0
0 =Pt ) (| + p- N (-| = ( ZOd+ _ihd% )

Stany mieszane mozna opisyiva abstrakcyjny sposob przy pomocy jednego operatora: macierzysgesto
Z takiego przedstawienia wiflaze stany mieszane mozna opisgwee tylko przez funkcje falowe, ale tez przez

funkcje spinu. Dodatkowo pojawia sie mozligomieszania stanéw, ale bez konieczciobrania superpozycji
funkciji falowych do opisania funkcji uktadu, co daje nastepujaca macierzggsto

o(r,r") = priby (1)1 (") + patba(r)Y3 (") + . .. + puthn (r) s, ().
(r) = /d3rrg(r, T | p—
w) = [ @ petrr e

41pojawita sig ona po raz pierwszy w pracach Landaua.
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23 Rozpraszanie

23.1 Wstep

Zajmiemy sig terazozpraszaniemczyli zmiana wektora falowegk czastki (np. elektronu) przez potencjat (np.
potencjat wytwarzany przez atom). Podstawa naszych roawjagaréwnanie Schrédingera dla czastki swobod-

nej, oraz idace za nim zatozenie, iz energia rozproszonej czastki nie zmienia sie (bowiem zaréwno przed, jak i po
rozproszeniu musi ona spetito samo rownanie wlasnély = E1)). Zajmujac sie rozpraszaniem zajmujemy

sie w istocie czastka w dwdch stanachzw= —oo, oraz wx = +o0 (bo tylko wowczas czastka jest swobodna).
Energia rozpatrywanej czastki wyraza sig wzorem:

p2 ﬁ2k2

= > 0. (173)

E=—
2m 2m

Funkcja falowa czastki swobodnej to fala plas%eikr. Wektor k musi byt bardzo duzy, by zdolrs
rozdzielcza rozpraszania byta&aduza. Mozna zapiganastepujace réwnanie:

(natezenie wiazki) = (il&t czastek na ci) * (predkat elektrondw)

czyli: I = Pv. Jeli okreslimy A jako liczbe zliczé pod danym katem brytowymiQ = d(cosf#)dyp), to mozna
sformutow& nastepujacy wzor:
N = NIo(Q)d*q, (174)

gdzies (2) zwie sier6zniczkowym przekrojem czynnyae I jest proporcjonalne do powierzchni z ktérej wylatuja
elektrony.Catkowity przekroj czynngkreslony jest (jak tatwo sie dongjic) catka z r6zniczkowego przekroju
czynnego:

Ttot = / d? Qo (Q). (175)
Jednostka przekroju czynnego jestrn.*?

lbarn=10"%*cn? = 10~ 2%m?. (176)

23.2 Rozpraszaniescilejsze rozwazania

Rozwazé bedziemy asymptotyczne warunki brzegowe, czyli takie, w ktorych czastka znajdujedsie,viub
—o0. Schematyczne przedstawienie tej sytuacji znajduje sie ha zamieszczonym ponizej rysunku. Na rysunku tym
nadchodzaca fala ptaska symbolizowana jest przez linie pionowgatancjat rozpraszajacy - przez okrégi.

N
NS

Funkcja falowa czastki rozproszonej (dla—~ oo) przedstawia sie nastgpujacym wzorem:

3’L‘kl‘
ikr

a77)
r

42Barnw jezyku angielskim znaczy ‘stodofa’. Jest to zwiazane z faktem, iz przekroje czynne $dgelkbarn sa ogromne, ‘tak wielkie jak
stodotfa’.
“3Nieprawdaz, iz rysunek ten jelsardzoschematycznyptzyp. R.K)
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Roéwnanie Schrodingera dla czastki swobodnej:
ﬁ2
—— V2 = E.
2m
Przechodzimy do wsp6hrzednych sferycznych:

K219, ,0 R2(1+ 1)

Tamror 9Pt o P =E

co dlar — oo: 1o Lo

S e (P o) em(r) = Bow(r).
Podstawiajae,,; (r) = @ mamy:

_ e
2m dr?
Rozwiazaniem tego réwnania jest oczgeieu = e=**", stad:
ikr
Cnim (1,0, ) Zsz (6, 0)]

f(0,9),9=(0,¢)

bowiem superpozycja liniowa rozwiazadwniez jest rozwiazaniem.

Gwoli przypomnienia: prad prawdopodobi&wa opisuje sie wzorem:
oo .
= %(1/) Vip — V™).

Dla wiazki wpadajacej opisywanej fabék mamy prad] = @ , &5 dla cztonu rozproszeniowego (dla— o),

opisywanego falg (2 ) = ’“‘ WQ)‘ Amphtuda rozpraszanigest f(§2). Zachodzi zatem:
a(Q) = [F( )P (178)

23.3 Funkcje Greena

Wiemy juz, iz:Hy = —12-V2, p = ik, H = — 2292 4 V(r), ¢ (r), Hpl™ = B¢ oraz:

(+) roco gikr |+ () &
Py (r) — + fi (2 )T

Ponizsze dwa wzory nalezy przgjaa wiarg

Ay

) = —4m8%(r)

7kr

(D + k)< — _4rd(r)

Pomysimy o polu wytworzonym przez przestrzenny rozkiad tadunku. Potencjat catkowity rozbija sie na catke po
tadunkach (lokalnych ges$oiach):
_ 3, o(r')
@—/d r |

Funkcje Greenalefiniujemy nastepujaco:
, —-m eik\rfr'\

)= 27k v —1r/|

G(r,r (179)
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Funkcja Greena speia rownanie:

2
QE(AT’ + kz)G(I‘,I‘/) = 7471—53(1‘ - IJ)?
m

2
(B + R () = V) () = Flx).

Jednym z rozwiaZzapowyzszego rownania jest:

Y= [d'G(r,x')F(r')

Zatem, ostatecznie:
Y (r) = ™ + /d3r'G(r,r’)F(r’),
gdzie drugi czton réwn&ci opisuje kulista fale rozproszona dla— co. W ogélndgci mamy réwnanie catkowe:

+ ikr m 3 etklr=r] Nt
P (r) =™ — 572 r Iy V(r' ), (x"). (180)

Mozemy to réwnanie przybliza obliczajac je sekwencyjnie, przez podstawienie kolejno obliczogyaf):

0 rzad: o; (1)) = e*r.

o) _ ik T g e e
lrzad: ¢ (1)) =™ — 572 d°r Iy V(r)e™r .

Powyzszy stopie przyblizenia rozwiazania nazywa gezyblizeniem Bornéunkcji falowej rozproszeniowe;.

24 Rozpraszania ciag dalszy

24.1 Postulaty, na dobry poczatek
e Operatory tworzymy z obserwabli (wielgoi fizycznych, dajacych sie zmiezgcswiadczalnie):
O(7, p) — O(F, —ihV).
e W wartcsciach bezwzglednych kodujemy prawdopodéabte/o znalezienia czastki w danym miejscu:

W)(rvt)‘Q = Q(I‘,t),

natomiast w fazie, prawdopodobigwo znalezienia czastki o danym pedzie:
bo(r)e™ — (p) = po.

e Wartcst Srednia obserwabli zmierzymy na podstawie wzoru:
(©) = /d%w*éw.

e Jedynymi mozliwymi wartsciami pomiaru wielkéci fizycznych opisanych przeéz sa:

Oy = Mby, A€ER.
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e Mechanika kwantowa, jest teoria deterministyczna, znajac funkcje falowsamy informacje o zachowa-
niu uktadu, teraz i w przyszazi:

Lo
’Lﬁa —Hlﬁ,
N h2 9

e Mechanika kwantowa dafiste i “tadne” rozwiazania, dla prostych symetrycznych zagddGely nie ma
symetryzacji, problem jest bardziej skomplikowany, stosuje sie wiec przyblizenia i rachunek faburze

e Niezalezne od czasu réwnanie:
Hyp = Eyg

umozliwia wyznaczenie catego spektrum energii - energie ujemne sa skwantowane - otrzymujemy spektrum
dyskretne, dla energii dodatnich - spektrum ciagte.

24.2 Rozpraszanie

Mamy biegnaca fale ptaskd*, opisana wektorem falowyk. Badamy zachowanie tej fali po “pragjiu” przez

centrum rozproszeniowe.
el k7
')

Szukamy rozwiazania postaci:
ikr
wl—: —r—oo elkr + f(Q)er 5
7 (8,¢) = [f(8,9)*
N——
Q

Rozwiazujac réwnanie Schrodingera, z hamiltoniarfére= Hy + V, otrzymujemy:

(E — Ho)p'™P) = (Vg

ik|r—7|
ikr m e
¢1J<r(r) =e - % r |’F— 7;7‘ V(T’/) lj:(r/)
Obszar catkowania’ w okolicach potecjatu:
Lo dml L
2. 1 ~[fm] ’

W przyblizeniu Borna:

l/}Jr ( ) ikr m d3 /eik‘rifd‘ V( I) ik
’ r=e — r T)e .
BORN 2 R

Szukamy amplitudy rozproszenia: rozwijamy w szergg>> |r'|:
e

1/2 Sy 4
. . 1/2 . r'2 E 7 7
7= = [(F—7")?] z[r2+r'2—2f”]:r{1+72—2ﬂ] =44r{1—r}:r—.

4stosujemy wzor(l + €)™ = 1 + ne.
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Na podstawie powyzszego rozwiniecia:

ik|r—7 ik
€ ! ! ~ € elk(——
|7 — 7| r =~
v e*ikout’:
HO” rzad

gdziek,,; = sz - wektor, opisujacy fale wychodzaca (rozproszona). Amplituda rozpraszania w przyblizeniu
Borna jest proporcjonalna do przestrzennej transformaty Fouriera potencjatu rozpraszania.

__m 3 o Kout Nk’ _ 3 1 iAT ’
f(O,9) = ) d°r V(r'e 572 dr'e' 2TV (),
gdzieA = k — k,,,; - wektor, okré&la punkt przekazania pedu.
24.3 Rozpraszanie na sferycznym potencjale
Mamy funkcje kulista
) (r,0,¢) = = Yi(F)Yim (O, ¢);

1/}(7"; @) _ Z Yi(r),P[(COS@L Y—lm ~ ei'mga.

T
=0
Wstawiamy do réwnania Schrodingera i wykonujemy separacje:

d? Ui+
{er + (K~ r2 )] ¥i(r) =0,
. 2mE 2m
gdzie k? = g U= ﬁV.

Dlar — 0: Yj(r) — it
Dla réwnania postaci:

d?

ViRV =

otrzymujemy rozwiazanie oscylujacg: = A, sin(kr + 9;).
Gdy rownanie wyglada nastepujaco:

- D) vy =0

sin(kr— =

to rozpatrujemy asymptotyczna posfankcji Bessela— j;(kr) —,_ —

Dla wysokich | - funkcja Bessela zabija potencjat i “dtuzej” jest zerowa.

Zawsze mozliwe jest numeryczne znaleziehje) —, o A;sin(kr — %“ + ;). ZnalezienieA; pozwoli na
odtworzenie fali wpadajacej i rozproszonej. Rozktadamy fale ptaska, na fale czastkowe:

e’k = ihreos® =N 221 4+ 1)i jiy(kr) Py (cos ©),
=0

zkr

ZPZ (cos ©) [ 2l+1)j1(kr)+f,6ikr] -

in(k _ ikr
p kr r

(€]
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(1) - asymptotyczna postdunkciji falowej, dla kalej fali parcjalne;j.

Arsin(kr — 2 4+ 6))

r

= Z Pi(cos©)
1=0

(2)

Porownujemy (1) i (2), dla >> 1:

e ikr 2l 1 ikr 2l 1 & A ikr . —ikr .
ZPI(COS@) {e (fi + i) + 6(_1)z+1+} = sz(cos @)7[ (eel(_lf“sl) - 6_716’(12_61)> ;
=0

— r 2ik r 2ik 2ir 2i
z przyréwnania cztonéw prz%, otrzymujemy:A;:
20+ 1 .
Al = (Z)lil;'_ 67’61,

amplituda rozpraszania roztozona na fale parcjalne:

C2+1

— 2i0; 1
fi=——(e ).

24.4  Calkowity przekrdj czynny

1 2 1 1 o0 o
Otot = / dcos© do|f(©,9)* = 277/ dcosO|f ()] = 27r/ dcos@Zfl*Pl(cos@) ZfiP[(cos 0) =
1 0 -1 -1 1=0 1=0

1
2
= /_1 d cos ©P;(cos ©) P;(cosO) = 51[%-

Calkowity przekréj czynny:

Otot = % > sin? (2l +1) =3, 0",

przy czym danej fali parcjalnej:
o 4
Zastosowanie powyzszego formalizmu:
Py(cos®) =1
Py (cos©) = cos©
fo#0, f(©)=const.

Dla niskich energii rozpraszanie jest izotropowe - pod kazdym katem, liczba rozpraszanych czastek jest taka sama.
Amplituda rozproszenia, w ukladzie sferycznym:

f(©,¢) = f(©),

} = 2 pierwsze wielomiany Legendre‘a

£(©) =" fiPi(cos®).
l
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25 Kwantyzacja uktadu ztozonego zV oscylatorow

25.1 Wstep

Wyobrazmy sobie uktadv" masm potaczonych sprezynkami w kéteczko. Prowadzimy arytmetyke mad{lo
czylin € 0,1,...,N — 1, z&n = N to to samo, co» = 0.*®> Hamiltonian dla takiego uktadu wyraza sig
nastepujaco:

2

N—1p i
H = L4+ —(xz, —n2.
HZZO(QerQ(x +1—Tn)%)

Hamiltonian dla uktadéw rzeczywistych jest bardziej skomplikowany:

2
pnmnynz
Hieq = E ( T +V(Tn, = o) + V(@npngn, —--) +V(...)).

NgpNyN.

Minimum potencjatu zachodzi dla krysztatu spoczywajacego (tzn. dla jegd dégenych zeru).

25.2 Skaczona transformata Fouriera

Bedziemy poszukiw@rozwiaza rownania opsiujacego krysztat w postaci s&ponej transformaty Fouriera.
Wezmy dowolna funkcjg,,:

N o
fk - nz::O exp(Wnk)fn

Znamy rozwiazaniéV' rownah rézniczkowych:

1 2 ~
fn = N eXp<_ K/’Z k)fk
k=0
Dla skahczonej transformaty Fouriera:
N—-1 N
n 201
z = 1
n=0 z -
N 2ms 2mi~ |«
Do =20 exp(==Fnk) fi)( exp( kn)fi) =
T N N 2N N
PpPn X .
~ exp( 2mink) fr
1 .- i R T
= mekf;}ZeXp(W”(k =k)) = N > Ikl
k',fc n n=0
(exp (2 (k—k))™
=N: k#k
=0: k=k

Teraz:
Tn+1 — Tn = Yn-

Zyi - /isz_l |k
n k=0

1 3 1 271
2 Dk~ k-~
yn—xn_s_l—a:n—NE em<"+)xk—N§ eN "R =
k k

“S\Wiasciwie fatwiej byloby to zrozumiez rysunku, lecz niestety, brak mi na to czasisdaiybaczcie...qrzyp. R.K)
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]. 27 27
=V Zewnk(ewk — D&y
k

2mik
N
W ten sposob odtworzydmy wtasn&ci transformaty Fouriera.

-k
uwagae®™' v =1+

+ ...

eFF 1 =% (e%S - e*%k) = e%k?isin(%).

|e%k —1? = 451112(%]{).

Ostatecznie hamiltonian dla uktadu wyraza sie nastepujaco:

N—-1 | .

1 |pi|? o, Tk 1 1

H = > + 2mw? sln2(ﬁ)|xk|2) :N;Qk(ALAk+§). (181)

2m
k=0

Dzwiek w krysztale chodzi w paczkach - jest skwantowany. Skwantémglzatem pole dzwigkowe. Jego kwanty
to fonony

26 Podsumowanie wyktadu “Mechanika kwantowa”

Jedynym kryterium poprawisei teorii jest zgodn& z déwiadczeniem. Nasze zmysly sa przystosowane do
mezo-, nie z& mikréwiata. Dziury w calym sa zrodtem postepu. Wciaz sie ich szuka, lecz mechanika kwan-
towa - opisujaca mikrewiat sprzecznie z naszymi intuicjami - wciaz sie dobrze (nadzwyczaj dobrze) trzyma.
Przepis kuchenny na otrzymanie mechaniki kwantowej: bierzemy véelkoyczna, zapisana w jezyku potdie
pedow:O(r, p) i przypisujemy jej operator kwantov@(r, —ihV), dzialajacy na funkcje falowg, ktéra niesie
cata informacje o uktadziep(r, ¢). v» koduje gestét prawdopodobigstwa znalezienia czastki w danym punkcie
(r,t): [1|? = o(r,t). Funkcja falowa przedstawia nasz stan wiedzy o uktapgaiélealnym pomiarze Wartdst
Srednia otrzymana w pomiarze ¢6> = fd%v,b*é)v,b. Rzadko daje sie wzbudzuktad do pewnego okstonego
stanu - raczej do kilku stanéw z pewnym prawdopodosie@em. Opisuje to macierz gesto. Operatory opisu-
jace wielkdci fizyczne musza tiyhermitowskie. Spetniaja one réwnanie (twierdzenie spektrae): = Ao,
gdzie) € R to wartdt wielkaoSci, jaka mozemy zmierzy z& ¢, to funkcja stanu uktadu w momencie pomiaru.
) to jedyne mozliwe wartsci, ktére mozna otrzyntaw wyniku pomiaru®. ¢ to tylko nasza wiedza o uktadzie,
nie z& obiekt istniejacy rzeczycie?® Twierdzenie spektralne mowi, iz wadci wiasne sa dwdch rodzajow —
dyskretne, badz ciagte. Dla spektrum dyskretnego (dla hamiltonigpu: 0) funkcje wtasne naleza do zbioru
funkciji catkowalnych z kwadratemp,, € £2(R?). Dla ciagtych spektrum funkcje wiasne sa anorm#lneie
naleza do£?(R?). Sa one normalizowalne dopiero na gruncie dystrybucji - do delty Diraca. Wowezas
B, = ﬁ; T’ff Ewolucja czasowa funkcji falowej dana jest rownaniem Schrbdingé%@ = Hv). Jest to réw-
nanie rézniczkowe czastkowe. Jedyna znscigta metoda rozwiazywania rownadzniczkowych czastkowych
jest separacja zmiennych. Gdy nie da sie réwnaten sposéb rozwiazato dokonujemy rachunku zabufge
czyli rozdzielenia hamiltonianu na c&@eduza (o rozwiazaniu znanym) i Gbemata - zaburzenie. W mechanice
kwantowej, tak jak i w klasycznej, obowiazuje Twierdzenie Noether.{Ql& ¢), przy potencjalé/ : %—‘; =0
mozna dokonaseparacji:

b(r,t) = f(t)pm(r) = e P o (r).
P(r,t)=>", cne”Ent/hp (1) jest najogolniejszym rozwiazaniem réwnania Schrédingera dla potencjatu nieza-
leznego od czasu. Dia= 0:

P(r,t =0) = po(r) = ZCMPE(I'),

o) = / Bro(r)e, (1),

46David Bohm istotnie z tym polemizuje - patrz “Quantum Mechanics”, “Ukryty porzadek”, oraz prace nt. teorii parametréw ukrytych.

(przyp. R.K)
47czyli po prostu nienormalnepzyp. R.K)

Cp = <(pEn
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Kolejna czét twierdzenia spektralnego: wektory wlasne stanowia baze w przestrzeni Hilberta, czyli kazdy stan
daje sie przedstawijako kombinacja liniowa stanéw (wektorow) wtasnych. Operatory momentu pedu nie komu-
tuja ze soba. Problem atomu wodoru jest jednym z nielicznych problemow, ktére w mechanice kwantowej daja
siescisle rozwiaza. Dla elektronu w atomie wodoru otrzyméiiny nastepujace funkcje wtasne operatora energii:

/L[}E(n 97 (19) = 77[}”1 (r)YVlm (0, (p)
Otrzymane przy okazji harmoniki kulisé,,, sa funkcjami wkasnymi operatora momentu pedu:

LY, =hl(l+1)Yy, 1=0,1,...
LY} = hmYim m=—1,...,1

Sa to jawne rowiazania dla atomu wodoru, czyli dla potencjafu) = a. Aby znaleZ funkcje falowa dla
ktorej dwie obserwable maja doktadne wé&dtbw tym samym pomiarze, musi byspetniony warunek komu-
tacji (réwnego zeru komutatora operatoréw reprezentujacych te obserwghl®} = 0. Z faktu &, p,] = ik
wynika zasada nieoznaczdw HeisenbergalzAp, > % opisujaca relacje pomiedzy pedem a potozeniem.
Jedynym obliczeniowym wgladem w skomplikowana rzeczyvéisiest rachunek zaburaeCzastki elementarne
mikroSwiata maja mase oraz spin, czyli wewnetrzny moment obrotowy. Czastki moga fiosiaaagtrzny mo-
ment pedu, zatem jakisnoperatorem trzeba go reprezentow@zastki ze spinem moga ndi&wantowa liczbe
spinowas = 0, %, 1, %, 2,... Czastki o spinie catkowitym zwiemlyozonamiFunkcja falowa dla bozonéw musi
byt symetrycznats,,. Spin utamkowy maja Zfermiony Ich funkcja falowa jest)qniysym. Zachodzi zakaz
Pauliego: zadne dwa fermiony nie moga iniej samej funkcji falowej.

26.1 Jako rzecze Feynman

Wedtug Feynmana (w oparciu o ksiazki Diraca) mechanika kwantowa dopropagatora U (zg,tp,24,tA).
Prawdopodobigstwo okréla sie oczywscie przeU |2. Jaka jest amplituda prawdopodahséwa tego, ze czastka
znajdzie sie ze staniw 4,t4) W stanie(x z, t5)? Feynman rzecze:

(zB,tB)

b
# [ AtL(E(t),2(t))
U(rp,tp,xa,ta) = Dix(t)]e" = e

(za,ta)

Czastka moze sie poruszpowszystkicldrogach - zatem trzeba po nich przecatkoéw@atki po drogach wynsione
byty do opisu ruchéw Browna. Teoria tych catek jest bardzo trudna, wiec to, co sie udato potiylko catka z
gaussa razy wielomian. Feynman udowodnit, ze jego opis jest rownowazny z “klasyczna” mechanika kwantowa.

26.2 Od kronikarzy

To juz ostatnia strona notatek z wyktadu. W tym miejscu chciéliby postawé \end{document} , co tez za
chwile uczynimy. Jednak przedtem chcemy przefirasi wszelakie btedy, ewentualnie znajdujace sie w tych
notatkach (a zwlaszcza za daleka nieidestnysunkoéw, jednakowoz wykonanie ich w sposob zadowalajacy
pochfania ogromne ikci czasu rzeczywistego, Zay funkcjonujemy wytacznie w urojonym). Wynikaja one z
powodu EX'owania o 2 w nocy, kiedy to pojecie btedu, a w ogdhedegzystencji jako takiej, staje sie wysoce ni-
etrywialne, nawet w drugim rzedzie rachunku zabar@mocjonalnych). Przepraszamy. | jedndgre zyczymy
wszystkim

Szczesliwego kwantowania!

\ end{document}

48A ja mam jeszcze nadzieje na butelke wina czerwonego pétwytrawnponyp( R.K)
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26.3 Appendix

Oto bonusowy rysunek p. Anny Kauch w$jsiajacy niejedne zawigei problemu normalizacji wektora stanu w
rachunku zaburzZe

Zalozmy,ze ten wektor to stan mezaburzony.

Ten wektor, to jest stan po dodantu poprawki w I reedzie
rachunbou zaburzen; troche w it ketunlon niz ten
mezaburzony.

okamy wlasmie tego "weldora popravwionego” Mozemy
go otrzymac dodajac do stanu niezaburzonezo
poprawke, czyl maly wektor, na rozne sposoby:

(pierwszy z prawej) : . .
Ten mebieski rysunek odpowiada wlasnie poprawee ottogonalne] do stanu

Crym rozma sie tysuntd? Dlugoscia welcttora stanu niezaburzonege. Jezel zakladamy,
ze stan nieraburzony byl unormowany, to ten poprawiony UNOHMOWany juz e
bedme, ale poprawka do notmy jest juz wyzszego rzedu dla poprawlki do stanu
ortogonalne] do stam niezaburzonege. (mozna to latwo udowodnic).

Ilozemy tez choiec, zeby stan poprawiony byl tez unornmowany. Wiedy zamiast
ortogonalnosc poprawks, dostajemy warunek, ze nonma stanu poprawionego ma byc
1, co edpowiada rysunkowt

fi = -




