Model
Ponzano-Reggego

Ryszard Pawet
Kostecki

Model Ponzano-Reggego

Kwantowa grawitacja na symplicjalnej dekompozyciji
rozmaitosci rozniczkowej

Ryszard Pawet Kostecki

Symbole 3

14 stycznia 2007




Model

WStQp Ponzano-Reggego

Ryszard Pawet
Kostecki

» Podstawowa idea: zastgpienie rozmaitosci
rozniczkowej przez rozmaito$¢ symplicjalng
(kawatkami liniowg)

Wstep

not a simplicial complex

» Klasyczna grawitacja (Regge, 1961)
» Kwantowa grawitacja (Ponzano i Regge, 1968)



ldea modelu Reggego

» Od rozmaitosci do sympleksow.

» Zastgpienie obiektéw geometrii rozniczkowe;j:

rozmaito$¢ rozniczkowa M = — kompleks
uktad wspotrzednych x* — sie¢ symplicjalna {/;}
tensor metryczny g —  dlugos$¢ krawedzi /;
krzywizna R — deficyt kata

» Wyrazenie dziatania i rbwnan Einsteina przy pomocy
obiektéw geometrii symplicjalnej.
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ldea modelu Ponzano—Reggego

» ‘Skwantowanie’ diugosci krawedzi czworo$cianu poprzez
przypisanie im spindw grupy SU(2).

» W ten sposéb kazdemu 2-wymiarowemu sympleksowi jest
przypisany symbol 3/, za$ czworo$cianowi symbol 6.

» Zinterpretowanie symplicjalnej dekompozycji rozmaitosci
jako duzego grafu “wymiany” wielu spinéw.

» |dentyfikacja feynmanowskiej kwantyzaciji (catki po
trajektoriach) symplicjalnego dziatania Einsteina.
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Klasyczna grawitacja w modelu Reggego
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Krzywizna

Po dokonaniu symplicjalnej triangularyzacji n-wymiarowej
rozmaito$ci ré6zniczkowej mozemy uzyskac jej krzywizne z

- &

Dla dim(M) = n mozna z kazdym (n — 2)-wymiarowym
sympleksem (koscig) h zwigzac¢ deficyt kata e

en=2r—Y 0Op
i

gdzie i =1,..., p sg n-wymiarowymi sympleksami stykajgcymi
sie przy kosci h, zas 0}, to katy dwuscienne miedzy (n — 1)-
wymiarowymi Sciankami (i, i 4+ 1), ktére majg wspding koS¢ h.

Model
Ponzano-Reggego

Ryszard Pawet
Kostecki



Model

Metl’yka Ponzano-Reggego

Ryszard Pawet
Kostecki

Metryka w M, jest zdefiniowana nastepujaco:

1. Metryka we wnetrzu kazdego n-wym. sympleksu T, jest
euklidesowa.

Metryka

2. W metryce zwigzanej z T, brzeg T, jest ztozony z (n+ 1)
ptaskich sympleksow T,_1.

3. Jesli sympleks T,_4 jest wsp6lnym brzegiem T,i T}, to
odlegto$¢ miedzy dwoma punktami na T,_1 jest taka
sama zaréwno wg T, jaki T}.

4. Dla P € T,, P’' € T} definiujemy |PP| := inf{|PQ + QP'|},
gdzie Q € Tp_1.

Metryka jest wiec euklidesowa na T, i T,_4. Na kosciach T,_»
metryka ma posta¢ R"~2? x 2—wymiarowy stozek, wzigty z
wyciecia kata ¢.



Model

Transport rownolegty Levi—Civity Ponzanc Roggegs

(Ortogonalne odwzorowanie miedzy przestrzeniami wektorowymi) Ryszard Pawet
b hy Kostecki
: : h.

O
P
€(aob)=¢€(a)+&(b)

a
Transport réwnolegly

» Deficyty kata zwigzane z homotopijnie rownowaznymi
(Sciggalnymi bez przecie¢) petlami sg sobie rowne.
> Jedlic=aobto S(c)V = S(b) - S(a)V.

» V ma dwie ortogonalne czesci: R2 x R"~2. S nie zmienia
\7|Rn_2, natomiast cze$¢ € R? zostaje obrécona o kat «.
Zatem S jest ortogonalng macierzg n x n z niezmienniczg
podprzestrzenig R"~2, bedgcy osig obrotu S.

WelL'my teraz wierzchotek z ktérego wychodzi p krawedzi.
Obracajgc sie wokét niego p petlami otrzymujemy

S1-8-S3----Sp=1.



Tensor krzywizny (I)

Transport rownolegly mozna wykorzysta¢ do wprowadzenia
tensora krzywizny.

Zatézmy ze mamy zbior (wigzke) rownolegtych krawedzi
nalezacych do symplicjalnej dekompozycji M3 i ze krzywizna
indukowana przez krawedzie jest na tyle mata, ze Ms jest w
przyblizeniu euklidesowa. Niech: U — wektor réwnolegty do
krawedzi, A — dowolny wektor, za$ rii — wektor normalny do
powierzchni X zakreslonej przez petle obrotu.
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Model

TenSOr erYWIZny (”) Ponzano-Reggego
Po obrocie A — A’, gdzie A’ jest obrécony wzgledem A o kat Ryszard Pavel
o = Ne, gdzie N = pX cos £(U, ri). Mamy:

d/(\;((f) _ czb (eqsu’e,v,k) A = Ulege (H(Qﬁ, U)A)k = (U x A);

Catkujac otrzymujemy:

Tensor krzywizny

A(c) = U x (A(0)o + o(c?))
A(o) = oU x A(0) = NeU x A= ps(U x A)(Uo£)

czyli w ogdlnosci:

A = pe(UAA)(U,5).



Model

Te n SOI’ erYWIZ ny ( | I | ) Ponzano-Reggego

W przypadku klasycznej geometrii rézniczkowej wyrazenie na Ryszard Pawel
obrécony wektor A, ma postac: Kostecki
A; = R;aﬁea‘“):WAg. (1)

Przeksztatcajac wyrazenie A' = p€(U A Zi)(U, &) otrzymujemy:
A, = peeuon UMAT UsY? = pEd] €pon UVNPA Y, =
= peeo‘meamew)\ ur U‘SAUZV.
Podstawiajac U,,, := €0 U* i definiujgc tensor krzywizny:
Rioap = pelUusUqg, (2)
otrzymujemy klasyczny wzér (1):
A, = peUuoUape® A7S, = RS, 3" T A,

Skosnosymetryczny tensor U,,, zadaje orientacje krawedzi.
Wiasnosci: U, Ur® = 2; U,,, U*P + U, UP? + U,5U°® = 0. Ze
wzoru (2) i pierwszej wiasnosci wynika wzér na skalar
krzywizny:

Tensor krzywizny

R =2pe.



Rownanie Bianchiego
Obrét wokét kosci U, jest zadany macierza:

(Sp)jk = e+ Ui,

Sumujac obroty wokét wszystkich kosci wychodzacych z
danego wierzchotka mamy:

S$1S2--Sp=1,
czyli
m
H exp (5PU;,6,-,-;() =1 ,

p=1

m
exp (ZEPU;)E,‘/;() = 1,

p=1

m
Z spU;,e,-jk =0.
p=1

Réwnanie to petni w geometrii symplicjalnej role spetniang w
geometrii rézniczkowej przez tozsamos¢ Bianchiego.
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Model

Dziatanie Einsteina—Reggego Ponzano Reggego
Klasyczne dziatanie Einsteina—Hilberta: Ryszard Pawel

Kostecki
Sen = 11@ / Rd*x/—detg.
W przypadku symplicjalnym R jest dystrybucja, ktérej
nosnikiem sg kosci szkieletu symplicjalnego.
» Dziatanie Einsteina—Reggego jest addytywng funkcja

kosci:
Ser =Y _ F(h,e),
i

Dziatanie Einsteina

» Kosci sg jednorodne, zatem F jest proporcjonalne do
diugosci krawedzi:

F(l,) = /,' . f(E,'),

» [ moze by¢ rozpatrywane jako superpozycja dwoch
krawedzi o tych samych diugosciach takich ze
ej =€) + ¢/, zatem f(g;) = f(e}) + f(¢}), co implikuje:

f(e) = const - e.



Dziatanie i rownania Einsteina—Reggego
Ostatecznie mamy:

Ser = const - Ze,-l,-.
i
Z drugiej strony S = - [(2ep)d*x. W rezultacie:

1
SER = 877'1' Zj:&‘,‘/,'.

Dla dim M = n zamiast dtugos$ci krawedzi /; mamy w dziataniu
rozmiar (n — 2)-kosci L;. Réwnania Einsteina otrzymuje sie z
wariacji S = 0.

1
0SER = 8 <Z lide; + Z&i(;/,') .

Pierwszy czton znika w kazdym wymiarze. W dim(M) = 3
powyzsze réwnanie daje =; = 0 (3-wymiarowe szkielety
Einsteina sg ptaskie). W dim(M) = 4 mamy:

oL
Z(E‘,ai/j =0.
I
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Czesc

Kwantowa grawitacja Ponzano—Reggego
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Symbole 3j Wignera

Funkcja falowa trzech czgstek o spinach ji, jo, j3 i ich rzutéw
my, me, ms (—ji < m; < j;) ma postaé

_ h kB M) 1@ 13
Vo = Z ( m me my )\U/1m1 w/zmzwfsms’

my,mz, M3

gdzie j; +j + 2 + j + 3 musi by¢ catkowite, zas skalar

BB et
my mz ms

nazywa si¢ symbolami 3j Wignera. Poniewaz przy sktadaniu
spindw mamy do czynienia z warunkiem

2 .+j3 —h I3 + = '+/'2 — 3
Jt—m Jo — M2 Js — Mg
ji +m o+ mp j3+ms

Ui —Jol < j3 < ji + e,

mozemy utozsamié ji, j», j3  bokami tréjkata, natomiast symbol
3/ ze Sciankg tego tréjkata.
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Model

SymbOle 6/ RaCaha (I) Ponzano-Reggego

Dla uktadu 2 czgstek posiadajacych zadany moment pedu j, m Ryszard Pawel
mamy Kostecki
L . o k] DR
Yim = (=1)" lg+m\/(2j+1) Z ( m  m —m ) W/('”% w](lzfzb'
my,my
Wspétczynniki

C/]{?mjzmg = (_1)/1_12+mm( f¢'1 Iﬁz Jm > nazywane

sg wspétczynnikami Clebsha—Gordana i okreslajg zaleznosé
elementow macierzowych wektorowej wielkosci fizycznej od

warto$ci rzutu momentu pedu. Mozna okresli¢ analogiczne

wzory dla nieprzywiedinego tensora dowolnego rzedu (Racah B
1942). W tym celu nalezy sie postuzyé wspétczynnikami 6/

Racaha, zdefiniowanymi przy pomocy symboli 3j jako

ok 3| _ oS Gemy [ Jo J3 >
, : ) = 1 i .
{ Ja 5 Js } Z (=1) ( —m —mp -y

m,..., meg

( h B o ks a5 B
m —MmMs Mg mgy Mo —Mg —MmMy MmMs M3



Symbole 6/ Racaha (Il)

Symbol 6j mozna traktowac jako rodzaj uogélnienia
wspotczynnikéw Clebscha—Gordana. Schematycznie mozna
go opisac jako:

71. (J2, 73 )23, J > =

>V (@iz +1)(2jas + D) (-1yrHRFRY { o2 } |1, G2)inzs G, >.

Ji2 Jjo3
J12
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Model

Symb0|e 6/ RaCaha (I”) Ponzano-Reggego

Ryszard Pawet
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Bezposredni kombinatoryczny wzér stuzacy do obliczania
wartosci symbolu 6/ jest nastepujacy:

{ abe }_A(a, b,c)A(a, e, ))A(c, d, &)A(b, d, f)-

ST ()

[(a+b+d+e—x)!(a+c+d+f—x)l(b+c+e+f—x)!(x—a—b—c)!-
(x—a-e-Nix—c-—d-e)l(x—b—d-H]", Symbole
gdzie

~_ [(a+b—-c¢)l(b+c—a)(c+a—b)!
A(a’b’c)_\/ (a+b+c+1)!



Symbole 6/ i geometria czworoscianu

Spiny w kazdym z symboli 3/ z ktérych sklada sie symbol 6j
musi

as<b+c

b<c+a

c<a+b

Zat6zmy ze mamy czworoscian ktérego krawedzie oznaczamy
numerami reprezentaciji w taki sposob, ze dla kazdej scianki
spetnione sg powyzsze warunki. Wéwczas z kazdg $ciankg
mozemy zwigzac przestrzen euklidesowa, interpretujac liczby
przypisane krawedziom jako ich diugosci. W ten sposéb
symbol 3j utozsamiamy z dwuwymiarowym sympleksem
natomiast symbol 6j z sympleksem tréjwymiarowym.
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FO r m Ujfa Cay I eya ( | ) Ponzathiglﬂggego

Dla zadanych dtugosci ji, j» i js bokéw tréjkata mozna obliczyé Ryszard Pawet
jego powierzchnie przy pomocy kombinatorycznej formuty Kosteck
Herona:
1
A2 = 5l + R+ o) Un +o = )t = o + o) (=1 + o + o)
0 /1 jz 1
1 ;o0 g
16|/ 5 0 1
1 1 1 0

Analogiczna formuta Cayleya zadaje zaleznos$¢ pomiedzy
objetoscig czworo$cianu a dtugosciami jego krawedzi:
0 B B i
e 0 4 fi
23(3!)2 V2 = j224 j124 0 fi22
j223 1123 1122 0
1 1 1 1

O = =

gdzie jom jest dtugoscig krawedzi tgczacej wierzchotki-n z m.
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FO I' m Ujfa Cayleya ( | I) Ponzano-Reggego
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Przypadki:

» V2 > 0 - czworoécian jest euklidesowy
(istnieje niezdegenerowane izometryczne zanurzenie w
euklidesowg przestrzen metryczng E3)

» V2 =0 — czworoscian jest ptaski
(istnieje izometryczne zanurzenie w E?)

» V2 < 0 - czworo$cian jest hiperptaski
(istnieje niezdegenerowane izometryczne zanurzenie w
przestrzeh metryczng Minkowskiego)

Formuta Cayleya

W przypadku V2 > 0 oznaczymy przez 0, ..., 0 katy
pomiedzy prostymi prostopadtymi do $cianek przylegajacych
do krawedzi a, . . ., f.



Model

AsymptOtYKa SymbO|U 6] Ponzano-Reggego

Ryszard Pawet

Ponzano i Regge (1968) wprowadzili (udowodniong przez Kostecki
Robertsa w 1999) asymptotyczng formute dla sytuacji kiedy

parametry symbolu 6/ stajg sie semiklasyczne (momenty pedu

osiagajg duze wartosci rownomiernie we wszystkich

kierunkach):

h R B 1 - @
A ~ cos E 0+ — 1. 3
{/4 Js Js } Vi2nV ( A 4) ©

W przypadku V2 < 0 zespolona warto$¢ V implikuje zespolong
warto$¢ 0;. Podstawiajgc ¢; := nm + ilmé; i korzystajac z

rozwiniecia WKB Ponzano i Regge policzyli:
j1 j2 13 1 . symptotyka symbolu 6]
R ~ —————=cosdexp | — Imé;| |, (4
{14 s Jo } 2/127|V| p( Z’ > “@

gdzie & =3 ",(ji — 15) - Re#;. Obydwa te rozwiniecia zachowujg
oryginalne symetrie i tozsamos$ci symbolu 6;.
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Symbole 3nj i rozmaito$¢ symplicjalna (1) Ponzano Reggego
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W bardziej ogélnym przypadku, dla n > 2 mamy do czynienia z
symbolami 3nj. Diagram D reprezentujacy symbol 3nj
okreslony jest za pomoca symboli 3j w nastepujacy sposob:

1. D jest 2-wymiarowg rozmaito$cig kombinatoryczna.

2. Zachodzi 1-1 odpowiednio$¢ miedzy krawedziami D i
spinami w [D].

3. Zachodzi 1-1 odpowiednio$¢ miedzy Sciankami D i
3j-symbolami w [D].

4. cianki D sktadajg sie z krawedzi D wystepujacych jako
spiny w odpowiednim 3j-symbolu w [D]. N

5. Zapominamy o orientacji sympleksow.



Symbole 3nj i rozmaito$¢ symplicjalna (II)

Dekompozycja na czworos$ciany (symbole 6;)

» Dla okreslonego symbolu [D] istnieje kilka roznych
konfiguracji tych samych krawedzi w wielo$cianie D.

» Jesli przyjmie sie wypuktos¢ wieloscianu D to wtedy
(okreslonemu symbolowi 3nj mozna jednoznacznie
przypisaé pewien wieloScian D jeSli zada sie wszystkie
katy pomiedzy jego krawedziami).

» Podanie symplicjalnej dekompozycji D(D) wieloscianu D,
takiej ze 9D(D) = D rozwigzuje ten problem.

Niech:
Xi, i € 1,...,q—wewnetrzne krawedzie D(D), zas
I, j€1,...,r—zewnetrzne krawedzie D(D).

Kazdej czworosciennej komoérce Ty dekompozycji D(D)
mozemy przypisa¢ symbol 6 [T].
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Model

Symbole 3nj i rozmaitos¢ symplicjalna (lll) ERI .
Suma po stanach (dtugosciach wewnetrznych krawedzi) Ryusar;i Pswe%

Z tak skonstruowang dekompozycjg D(D) mozemy teraz
zwigzac sume

Sp = Z > H[Tk] H(zx, +1) (5)

i=1

q
X =>_(n—2)%+xo,

gdzie n; to liczba czworo$cianéw do ktérych nalezy krawedLl j,

zas$ o to ustalona faza taka aby wyktadnik przy (—1) byt

catkowity. Symboe i rozmaiost
Mamy réwnosé Sp = [D], ale tylko w sytuaciji jesli symplicjalna

dekompozycja D(D) nie posiada zadnych wewnetrznych

wierzchotkéw.



Normal IZaCJa (l) Ponzathiglﬂggego

Zbadamy teraz jak zachowuje sie Sp w sytuacji kiedy D jest Ryszard Pawet
czworoscianem, za$ D(D) zawiera tylko jeden wewnetrzny Kosteck
wierzchotek. W tej sytuacji prawa strona réwnania (5) jest

réwna:

Sp =Y _(2x+1)(2y+1)(2z+1)(2t4+1)(—1)¥ ¥ Fettratbiorarets,

a b c f e a d b f c e a)| _
N\ x y z y z t z t x t x y [~
a b c a b c)’
_{ ab f}2(2x+1)(2y+1)(22+1){x ) z} -
Xxyz
a b c)w »
=14 e f (2 x+12
x=0
Sp jest nieskonczone. Ale mozna to sumowanie obcig¢ do Normalzcia
x < R, gdzie R jest duze:

R
147 R?
R(R) =) (x+ 17~ -3

x=0




Normalizacja (ll)

Oznacza to, ze mozemy napisac:

a b c
DI={ & & § }= im (RN Sorcmycnscnicn

Dla ustalonego x elementy sumy znikajg jesli z > x + b,
y>x+c t>x+d,wiecdlax <min(R—b,R—c,R—d)
ograniczenia y, z, t < R nie majg znaczenia.

Mozemy uogdIni¢ powyzszy wynik na dekompozycje D(D)
wieloscianu D:

[0} = Jm =Ry R(R Z > H[Tk] H2x,+1).
=1

Xq<R k=1
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Kwantyzacja dziatania Einstein (1) Ponzano Reggego
Podstawiajgc do sumy Rys}ffsr?ecpﬁw

q
S= Z ZH[Tk] 2]y + 1)
Xg k=1 j=1

asymptotyczne rozwiniecie symbolu 6/

ik I3 1 ok T
AR = ———CO0S 0F + —
{ Ja 5 Js } Vi2nV (Z:j’ ! 4)

otrzymujemy

1 (§E] %)
B | e G

q
- ier )He’“”' Yi(2x; + 1)
j=1



Model

Kwantyzacja dziatania Einsteina (ll) B

Ryszard Pawet

Wybieramy z tej sumy tylko czton zawierajacy iloczyny samych Kostecki
dodatnich eksponensoéw:

b

HeXp Z (6h0) mpp2m) = [ [erolig(2n—3 " (n-60))) =

Jj=1 k=1

q
= exp(i Y _ X)) = exp(i87 Sgn).
j=1
Wynika z tego ze w sumie Sp wystepuje czton
gi/4

p q
(1) ——o [ ](2x + 1)e® e
22 e sl

1 Kwantyzacja dziafania
czyli

i



POd S U m Owa n I e PonzanMcﬁggggego

Ryszard Pawet

» Klasyczna grawitacja w modelu Reggego wyraza sie Kostecki
przez dziatanie Sgg = >, lic;.

» Kwantowa grawitacja w modelu Ponzano—Reggego
pojawia sie pod postacig catki
[ du(xi)exp (i>>, e - 87).

» Uwagi

» Sa to wyniki dla symplicjalnej dekompozyciji
3-wymiarowej rozmaitosci. W wyzszych wymiarach
nie ma problemow z klasycznym modelem Reggego,
ale nie jest jasny sens kwantyzaciji
Ponzano-Reggego.

» Otwarty problem: nieokreslone znaczenie fizyczne
pozostatych elementéw sumy Sp w kwantyzaciji
Ponzano—Reggego.

» Otwarty problem: dyffeomorficzna niezmienniczo$¢. Podsumowanie

» Aktualne badania: Lorentzowska wersja kwantyzaciji
Ponzano-Reggego (L. Freidel i inni)
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