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i ZbiÓr ,o nazywamy przestrzenią linjouą, jeż eli dla ł , a ę E
i każ dej |iczby tl okreŚlone są "r * g, o .x E' w ten sposÓb,
Że (x,a,z(E; a,B, liczby): Xly:l]+X, x*(ał z):
:(ł *g)*z, X+g:xf z pociąga lJ:z, "(x*g):
- CLxł  t a, (o*d) X:axł  0x, c(ax):=(oP)x, Ix:x|
wtedy istnieje dokł adnie jeden element 0 e -a taki, Że x ! 0: xi
kł adziemy -x:(-1)ł  X_u --xf (-a). o zbiorze W(E
powiada się, ż e jest ugpukł g, jeŻel'i dla ł  g ęW i 0.ś aś 1
jest clł  + (1 - a) g W; funkcjonał , t' j. funkcję rzeczywistą,
9 (x) okreś loną w zbiorue wypukł ym W ( E nazywamy ag-
pukł ą, jeż eli dla x, gęW i 0<ł r(1jest cp(ax{(1-o)y)ś
t-{op(x)*(1 

-a)tp(s).Teorja zbiorÓw i funkcjonał Ów wypukł ych w przypadku
przestrzeni euklidesowych został a zapoczątkowana ptzez H,
Minkowskiego; pomimo prostoty swych pojęć i metod, te-
orja ta nietylko wykazał a wielką uż ytecznoŚĆ, przy traktowa-
niu zagadnie innych już  rozwiniętych teoryj Ana|izy, Iecz
dał a r wnież  impuls do stworzenia nowych. W niniejszej
pracy okazuję, ż e podstawowe twierdzenia teorji zbiorÓw i funk-
cjonał  w wypukł ych waż ne w przypadku przestrzeni euklide-
sowych, zachowują waż noŚć w przypadku bardzo ogÓlnych
klas przestrzeni liniowych; wynikają s'tąd rÓż ne zastosowania,
np. do teorji operacyj linjowych, funkcyj zmiennej rzeczywi-
stej, metod limesowalnoś ci i do rachunku warjacyjnego.

1. Niech E będzie przestrzenią linjową. Nazywamy ją
n-wgmiarową (n liczba naturalna)' jeż eli istnieją elementy xr,
X2, ..., x, C E takie, Że kaŻdy element X ę E moż emy w jeden
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i tyiko jeden spos b przedstawić w postaci x: ą x, { a, x, {
+... + a,,xn, gdzie cr, (72, ...2 G,, s4 liczbami; w przypadku
przeciwnym mÓwimy, ż e jest ona oo-aamiarową. o zbiorze
R(E powiada się, ż e jest tinjowg, jeż eli dla x, g ęR i każ dej
liczby o jest ax{-g R; zbiory, ktÓre są obrazami zbiorÓw
linjowych przy odwzorowaniach U(x): x ł  a przestrzeni
linjowej "& na siebie, gdzie a ( E, noSZą naZWę rozmaitoś ci
Iinjoagch.

Niech E, F będą przestrzeniami linjowemi, zaŚ U (x) ope-
raeją, I. j. funkcją, okreś loną w 'E o wartoŚciach z F. I{azy-
wamy ią addgtgwną, jeż eli dla x, g ,E jest U (x ł  g) : U (x) ł
*U(g); m wimy, ż e jest ona,iednorodnawzg\ędnie dodatnio-
jednorodna, jeż eli dla x ( E i kaŻdej liczb5z a względnie kaŻ-
dej liczby o}0 jest t/(or)--otl(x). Jeż eli E, F są ponadto
przestrzeniami topologicznemi, to operację U(x) addytywną
i ciągł ą nazywamy linjotaą; wtedy jest ona jednorodną.

.ZbiÓr '&' nazywamy przestrzenią t11pu (Bx)' jeż eli jest prze-
strzenią linjową i okreŚlony jest w nim funkcjonał  |]x I taki'
Że(x,g E; oliczba): lirll*0 dla x*0' ]l*f yll<1l"lf llyll'
|| 
o x|] : l " l ll " il ; jeż eli Iiczbę ll * 

-.ry ll nazwiemy odległ oŚcią x od g,
to zbiÓr -& stanowi wtedy przestrzefr metryczną.

Niech E będzie przestrzenią typu (B''). Jeż eli X(ł ) jest
funkcjonał em linjowym t0 w 'E i a liczbą, to zbiÓr tych
punktÓw x ( E, dla ktÓrych X (x) - a:0 względnie x (x) -
- a -7'- 0, nazywamy pł aszczgzną względnie p ł przestrzentą.
Jeż eli X(ł ), I(ł ) są funkcjonał ami linjowerni 1-0 w ,E i a, $
liczbami, to na to, by relacje x(ł )- ą:Q, y(x)- a:0
względnie X(x) - a...0, y(x)- 

{] .>0 okreŚlał y tę samą pł a-
szczyznę względnie p ł przestrzeri, potrzeba i wystarcza, by
istniał a |iczba y*0 względnie Liczba l)0 taka, Że Y(x):
:yX(x) dla x ęE, p:la. MÓwimy, Że zbior A(E leż g po
jednej stronie pŁaszczyzny okreŚlonej rÓwnaniem '((ł ) - o:0,
gdzie '{(ł ) jest funkcjonał em linjowym =E0 w E i a liczbą,
jeż eli funkcjonał  x(*) _ rr nie zrnienia w zlsiorze A znaku,
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ZbiÓr K(E nazywamy ciał enl wgpukł em,jeż eli jest wypukł y,
zamknięty i zawiera punkty wewnętrzne; brzeg ciał a wvpu_
kł ego nazywamy poaierzchnią ugpukł ą.

Moż na okazaĆ, Że zbi r H C E jest pł aszczyzną wtedy i tylko
wtedy, jeż eli jest rozmaitoŚcią linjową zamkniętą Ę E taką,
ż e nie istnieje rozmaitoś ć linjowa (zamknięta) I ( E, I Ę E za-
wierająca 11 jako częŚć wł aŚciwą; zbi r A ( E leŻy po jednej
stronie pł aszczyzny H ( E wtedy i tylko wtedy, jeż eli dta
x,U A-H i0--{o.={1 jesta"r+(1 -o")A(E-H; po-
dobnie moŻna okreŚlić ,,geometrycznie" wiele innych pojęć
występujących w tej pracy.

Niech I{ będzie ciał em wypukł em, zaś  a jego punktem
wewnętrznym. Przy x C E oznaczamy przez K (x, a) kres dolny

zbioru wszystkich |iczkl (r) 0 takich , ż e a-]_ + " 
( K; okre-

Ślony tak w / funkcjonał  K (x, a) nazywamy funkcjonał em
Minkouskiego ciał a wypukł ego K wzgtędem punktu a. Dla pro-
stoty oznaczeii przypuś cimy, Że a:0, kł adąc K (x) : K (x, 0);
przejŚcie do przypadku og lnego jest natychmiastowe').

1. Jest J((x) ( 1, jeż eli x jest punktem wewnętrznym,
K(x):7, ież eli x jest punktem brzegowym i I{(x) } 1, je-
Żeli x jest punktem zewnętrznym ciał a wypukł ego J(.

2. Dla X, !CE i kaŻdej liczby o)0 jest: I{(x)ż --\,
K(x * il < K(ł ) * K(g), I{ (ax) : u I{(x), Żi(r) :{ ull*ll
(M sIał a).

W związktt z 2.' zauważ my, ż e warunkiem koniecznym
i dostatecznym na to, by okreŚlony w ff funkcjonał  wypukł y
i dodatnio-jednorodny q (X) - a więc taki, ż e dla x, g ( E
i każ dej liczby o}0 jest q, (xł g) --{q(ł ) *E@), cp(ax):
:aE(x) speł niał  warunek )q(r)]<zll"|l dla xCE
(M stał a), jest zar wno to, by był  ciągł y, jak i to, by speł -
niał  w -& warunek I'ipschitz'a.

3. Jeż eli K (ł ) jest funkcjonał em w E o wł asnoŚciach
z uwagi 2., to jest funkcjonał em Minkowskiego względem
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punktu 0 ciał a wypukł ego utworzone go przez zbi r tych X ę E
dla ktÓrych ,K(x) 

={ 1.
4. Na to, by ciał o wypukł e K był o ograniczone' potrzeba

i wystarcza, by był o -K(x)>-mllxjl dla xCE (m stał aO)).
5" Na to, by ciał o wypukł e K leż aŁo po jednej stronie pł a-

szczyzny okreŚlonej r wnaniem x('-1:0, gdzie X(x)
jest funkcjonał em linjowym w Ą potrzeba i wystarcza, by,
był o X(x) .< tr(ł ) dla x ę E.

''Iwierdzenie 7. Jeż eli rozrnaitoś Ó tinjoaa R(E nie za-
uiera punkt a aewnętrzngch ciał a wgpukł ego K ( E, to istnieje
pł aszczgzna I] ( E taka, ż e R ( H i przgtem ciał o wgpukł e R
ł eż g po jednej jej stroniez).

M wimy, Że pł aszczyzna H ( E jest pł aszczgzną portpiera-
jącą do zbioru A C E (jak i rlo jego brzegu), jeż eli zbiÓt A
leż y ptl jednej jej stronie i przytem odległ oŚć H od A rÓwna
się 0' Z twierdzenia 1. wynika W szczegÓlnoŚci, ż e przez
każ dy punkt brzegowy a ciał a wypukł ego K przechodzi
co najmniej jedna pŁaszczyzna podpierająca do K; dla do_
wodu wystarczy wziąć za R rozmaitoś Ć linjową utworzoną
z punktu a3). UwaŻajmy np.kulę f* o Środku 0 i promieniu o
(tr liczba ) 0); funkcjonał em Minkowskiego tej kuli Wzglę-

dem punktu 0 jest}tt*t.Wedł ug 5' rÓwnanie X(x) -?:0,
gdzie X (r) jest funkcjonał em linjowym w ą okreś la wtedy
i tylko wtedy pł aszczyznę podpierającą do kuli K* przecho-
dzącą przez jei punkt brzegowy a, jeŻeli X (ł ) '-{ ||ł  ]| dla x e E,
X(a):llall; twierdzenie f. implikuje zatem istnienie funkcjo-
nał  w linjowych w 'E o powyż szych wł asnoŚciach.

Twierdzenia 1. nie moż na uogÓlnić na przypadek w ktÓ_
rym K jest dowolnym zbiorem wypukł ym i zamkniętym; tak
np. zbiÓr JT wszystkich punkt w Jr: {Ę"} przestrzeni (/2) dla

1kt rych ,r="i.>; lest wypukł y i zamknięty, lecz ż adna pł a-

szczyzna podpierająca do K nie przechodzi przez punkt 0a).

7

Moż na udowodnić następujące og lne twierdzenie: Jeż eli
zbiÓr R CE jest wypukł y i przez kaŻdy punkt ae K prze-
chodzi co najmniej jedna pł aszczyzna podpierająca do Ą to
istnieje pł aszczyzna HcE taka, Że ACHr\.

2. Niech E będzie przestrzenią typu (B*) 9.
6. Jeż eli q (x) jest funkcjonał em wypukł ym W 'E otaz a ( E,

to istnieie skoficzone I (x) :, r:Tr+ IE @ * s r) - E (a)l dla

x E i przytem funkcjonał  @ (x) jest wypukł y, dodatnio jedno_
rodny; jeż eli funkcjonał  E(ł ) jest dodatnio-jednorodny, to
o (x) --( E (x) d|a x e E; jeż eli funkcjonał  9 (x) jest ciągł y,
to @(x) r wnież .

Jeż eli przestrze J jest n-wymiarowa, to funkcjonał  wy-
pukł y w niej speł nia w każ dej kuli warunek Lipschitz,a;
jeż eli przestrze ,E jest oo_wymiarowa, to'istnieją w niej na-
wet funkcjonał y addytywne, jednorodne a przytem nieciągł e.
Leczw przypadku ogÓlnym funkcjonał  wypukł y w E i ogra-
niczony w otoczeniu choćby jednego punktu speł nia w oto-
czeniu każ dego punktu warunek Lipschitz'a; o tem, ż e nie
musi speł niać wtedy warunku Lipschitz'a w każ dej kuli, po_
ucza następujący przykł ad: W przestrzeni (lr) kł adziemy
E (x): ś ł  * s.3 +... + 5; -]- ... dla ł : tś '}.

Niech 9(ł ) Ędzie funkcjonał em w E atazae E.MÓwimy,
ż e funkcjonał  cp (x) posiada w punkcie a sł abą r ż niczkę względ-

'l
nie silną r ż niczkę, jeż eli istnieje l'ł  ; I,I @ - e x) - q (a)|

dla x -E i stanowi funkcjonał  linjowy X(x) względnie istnieje

funkcjonał  tinjowy X(x) w B taki, ż e -llmrl rrn(a*x)-
- E @) - X(x)] : g' funkcjonał  linjowy x(x) nazywamy
wtedy sł abą r Żniezką względnie silną r ż niczką funkcjo_
nał u E (x) w punkcie a. Na to, by funkcjonał  9 (x) posiadał
w punkcie a silną rÓż niczkę : X (x) potrzeba i wystarcza, by
funkcjonał  x(ł ) był  linjowy i przytem by + tE@|-eł )-rp(a)]

I
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zbiegał o przy e _+ 0 do X(ł ) jednostajnie w kuli o Środku 0i promieniu 1. Jeż eli zatem funkcjonał  E (r) posiada w punk-
cie a silną tÓż niczkę, to posiada rÓwnież  sł abą i obie p.okry-
wają się; odwrÓcenie nie jest prawdziwe nawet w przypadku
2-wymiarowej przestrzeni euklidesowei ?).

Twierdzenie 2. Jeż eli E jest przestrzenią oŚrotlkou,ą,
zaś  rp (x) funkcjonał em Lugptthł gm i ciągł gm a niej, to zbi rZ tgch ptlnht tł  x ( E, tł  htorgch funhcjonał  cp (x) posiad'a
sł abą r ż niczkę, stanowt GÓ aszęctziegęstą; zbior E - Z jest
zatem 1-ej kategorji 8).

7. Niech (tl (x) będzie funkcjonał em wypukł ym i dodatnio
jedno:odnym w E, a( E oraz @(x): tiTr* [q@),,ex)-E@)l
dla x ( E. JeŻeli X(x) jest tunt<cjonał em addytywnym i jedno-
rodnym w E takim, ż e X(a): E (a), X(x) '-{ q (ł ) dla x C E,

liczbątaką, Że --o(_Ó)ś "'_{l(Ó), to istnieje w E funk_
cjonał  addyt;ł wny i jednorodny x(x) taki' Że'X(a):q(a),
X(b):a, X(x) {,p(x) dla ł e -E.

Niech K a E będzie ciał em wypukł em zawierającem
punkt 0 we wnętrzu, a jego punktem brzegowym; poł  ż my
L(x): lim ] p{@ lc.r)- K(a)ldla.rcs*,*ag 6 -

B. Jeż eli rÓwnanie X(x) - 1 0' gdzie X (r) jesL funkcjo-
nał em linjow5lm w Ą okreŚla pł aszczyznę podpierającą do K
przechodzącą przez punkt a, to - Z (- x) _ś  x(x) --( Z (x) dla
X ę E ; ież el.i b ę E zaś  a jest liczbą taką, Że - L (- b)--{ o 

={ 
tr (Ó),

to istnieje funkcjonał  linjowy X(ł ) w E taki, Że X(b) _ ą
a przytem rÓwnanie X(x) - 1:0 okreŚla pł aszczyznę pod.
pierającą do K przechodzącą przez prrnkt a.

JeŻeli K c E jest ciał em wypukł em, a jego punktem brze-
gowym' to pł aszczyznę H ( E, przechodzącą przez punkt a,
nazywamy pł aszczgzną stgczną do I{ (jak i do jego brzegu),

I

jeż eli jest ona jedyną pł aszczyzną podpierającą do K prze-
chodzącą przez punkt zł .

Twierdzenie 3. Jeż eli E jest przestrzenią oś rodkową,
zaś  F C E powterzchnią wgpuhł ą, to zbi r W aszg1stkich tgch
punht u; x ( F, tu kt rgch istnieje pł aszczgzna stgczna do F
stanowi Ga aszędziegęstą tll F; zbi r F-W jest zatem 1'ej
kategorji LU Fo).

Uważ ajmy np. kulę .K" o Środku 0 i promieniu a (a |iczba
) 0). Wedł ug poprzedniego i B., na to, by w punkcie a Ysrzeglu
kuli /(" istniał a pł aszczyzna styczna do niej, potrzeba i wy-
starcza, by funkcjonał  i|x]| posiadał  w punkcie a sł abą r ż -
niczkę; na mocy twierdzenia 3., zbi r tych punktÓw brzegu ,F"
kuli ,K,,, w ktÓrych to zachadzi, stanowi G,, wszędziegęstą
y7 Fo, jeż eli tylko przestrze ,E jest oŚrodkową.

Niech ql (x) będzie funkcjonał em wypukł ym i ciągł ym w -&'.

1

Jeż eli przy danem a C ,o istnieje 
}'11 ; [,p (a ]' e x) - E @)]

dla x e Ą to stanowi funkcjonał  linjowy w e; 9 (x) posiada
zatem wtedy sł abą rÓż niczkę w punkcie a. Jeż eliprzestrzeft E
jest n_wyrniarową, to z istnienia sł abej rÓŻniczki funkcjo-
nał u q (x) w punkcie a wynika istnienie silnej rÓż niczki
w tym punkcie. W szczeg lnoŚci na to, by funkcjonał  ] x 

|]

posiadał  w punkcie a sł abą rÓż niczkę, potrzeba i wystarcza,
by istniał a pł aszczyzna styczna do kuli 6 ull w punkcie a;
jeż eli X(ł ) jest sł abą r ż niczką funkcjonał u ]xll w punk-
cie a, to rÓwnanie X(x)-]la l:0 okreŚla tę pł aszczyznę.
Inne sformuł owanie tej uwagi: Ir{a to, by funkcjonał  ]x ]] po-
siadał  w punkcie a sł abą rÓŻniczkę, potrzeba i wystarcza, bY
istniał  dokł adnie jeden funkcjonał  linjowy X(x) w / taki,
Że X(x) < ll"]], X(a): llu i]; sł aba roż niczka funkcjonał u l xll
w punkcie a speł nia te warunki.

W przestrzeni (M) funkcjonał  x j nie posiada w ż adnym
punkcie sł abej Żniczki; ten przykł ad dowodzi tego, ż e twier_

)
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dzenie zar wno 2. jak i 3. nie daje się uogÓlnić na przypa_
dek dowolnych przestrzeni typu (Bx). W przestrzeniach (2")i (l") przy CL } 1 funkcjonał  |ix lj posiada w każ dym punk_
eie af 0 sł abą a nawet silną rÓż niczkę. Rozpatrzmy kilka
innych przykł adÓw, oznaczając przez Z zbiÓr tych punktÓw a
uważ anej przestrzeni, w kt rych istnieje sł aba r ż niczka, t. j.
istnieje <D(x,a):/11|[l'*rxll-ra ] dta xcE: w tych
przykł adach w punktach zbioru Z istnieje zresztą silna r ż -
niczka: 1. Przestrzeri funkcyj rzeczywistych ciągł ych okreś lo-
nych w przestrzeni metrycznej zwartej Q; dział ania zwykł e,
l]* ll : max Ix (q) l. a ę Z wtedy i tylko wtedy, jeż eli istniejeqĘQ
4o Q takie, ż e !a(q)i}la(q)|dla q 8, q#Qo; Q(x,a):: x (q). sgn a (qo) to). Z. przestrze funkcyj rzeczywistych
ograniczonych okreś lonych w zbiorze abstrakcyjnym Q; dzia-
ł ania zwykł e, l]" ll: kres rny lł  (q) l. a ( Z wtedy i tylko

wtedy, jeż eli istnieje Qo Q takie, ż e la(qr)l}kres g rny

la (q)l; o (x, a): x(qo) sgn a (q). 3. Przestrze (tI'f ł  ,
wtedy" i tylko wtedy, jeż eli a (t) + 0 prawie wszędzie;
Q (x, a): j r (r) sgn a (t) dt. 4. przestrze (/). a ( Z wtedy
i tylko wtedy, jeż eli 0. +0 przy a: {o"} ; (D(x,a):Ę sgn
0' *l- Ę sgn 0Ż + .'. + ś " sgn a^ + ... przy *: {ś "}.

ZaawaŻmy, Że ieŻeli speł nione są zał oŻenia twierdzenia 2.
i zbiÓr utworzony z punkt w X., X21 ... Xn, ... jest wSZę_
dziegęsty w przestrzeni "o, to zbi r E - Z jest sumą zbio_
t w Wr, W, ... Wn, ..., gdzie ffL jest zbiorem Ą o tej wł a_
snoś ci, Że przekrÓj jego zkaŻdą rozmaitoŚcią linjową a{ax,
(a e E; o przebiega liczby) jest co najwyż ej prze|iczaIny; wy-
nika stąd, Że jeŻeli ź ' jest przestrzenią euklidesową, to zbi rE-'Z ma miarę 0. Analogiczna uwaga zachodzi w związku
z twierdzeniem 3.11).
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!}. Niech E będzie przestrzenią typu (B*). Zbi r A ( E na-
zywamy sł abozamkniętgm, jeż eli z tego, Że x^ęE (n_7,
2, ...) i ciąg {x"} jest sł abo zbieŻny do xre-E wynika'
Że xoęA; ciąg {x"} jest sł abo zbież ng do xo, jeż eli przy kaŻ-
dym funkcjonale linjowym x(x) w E, ciąg {x(*")} jest
zbieŻny do X(xo). Zbi r sł abozamknięty jest zamknięty, lecz
nie naodwr t.

Twierdzenie 4. Zbi rWCE wgpuhł g i zamkniętg ĘE
jest przehrojem p ł przestrzeniLŻ).

Ponieważ  p ł przestrze jest oczywiś cie zbiorem sł abozam-
kniętym, więc z twierdzenia 4. wynika, Że kaŻdy zbi r wy-
pukł y i zamknięty jest sł abozamkniętym; to daje

Twierdzenie 5. Jeż eli ciąg punkt us {x,} jest sł abo
zbież nu do punlł tu xr, to istnieją liczbg an^ takie, ż e a,*ż '- 0,
&n*70 dla n{m, Jim 0,,.':0, a,o*e,zł ...ł o^,:I
i przgtem ciąg {0', J, * o,, ł z * . .. ł  a,^ x"\ jest zbież ng
do xrli).

Punkt aęE nazywamy $od.kiem zbioru A(E,jeż eliz tego,
ż e b( '1 wynika Za-bę A; zbi r ograniczony posiada co-
najwyż ej jeden Środek.

9. Jeż eli zbi r W ( ,o jest wypukł y, zamknięty i ograni-
czony, a ę E-W' to istnieje ciał o wypuk]e K C E ograniczone
i mające ś rodek takie, ŻeWCK, aęE-K.

10. Na to, by ciąg punkt w {x"} był  sł abo zbież ny do
punktu ro, potrzeba i wystarcza, by był  ograniczony i by
każ de ciał o wypukł e K C E ogtaniczone i mające ś rodek, kt re
zawiera niesko czenie wiele wyraz w tego ciągu zawierał o xo.

Twierdzenie 6. Na to bg ciąg punkt w lx^| b17ł  sł abo
zbież ng do punktu x, potrzeba i agstarcza, bg bgł  ograniczony
i bg przg każ dem odwzorowaniu izomolficznem t} (x) prze-
strzeni E na siebie bgł oLimlIU(x"-.r) j] ż llu(xo-x)|| dla
xęE'"). n+-

Odwzorowanie U (x) przestrzeni E na siebie nazywamy
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pfzytem izomorficznen, ież e|i jest addytywne i homeomor_ficzne. W przypadku przestrzeni euklidesowycfr ,r*ugi-g., 10"jak i twierdzenie 6. moż na zaostrzyĆ; wtedy wystaiczy za-miast dowolnych ciał  wypukł ych, ograniczonyclr i mającycn
ś rodek rozpatrywać kule a zamiast dowolnych odwzorowa
izomorficznych odwzorowanie identyczne. To samo zachodzi
w przypadku przestrzeni ł  speł niających następujące warunki:
(a) Funkcjonał  ]]x i| posiada w t<azoym punkcie a f 0 silną
rÓŻniczkę; (b) Z każ dego ciągu punktÓw ograniczonego moż na
wyrwać podciąg sł abo zbieŻny do pewnego punktu 15). Ponie_
waż  np. przestrzenie !L9 przy a,) 1 posiadają wł asnos ći ę1,1o1,przeto zachodzi twierdzenie: Jeż eli x, ę (i") (n : 7, 

'z, 
. . .),xoe (L"), to na to, by ciąg {x,,} był  sł abo zaieiny do'*o, po-

trzeba i rł 'ystarcza, by

-- X (t) r' dt dla ł  ( (L"),

(Ó) jest istotne; tak np. kł adąc
x" (l): 0 dla 1< I <a r (n =: r, Z,

tem każ da kula w przestrzeni (tr)
wiele wyrazÓw ciągu {ł ,,} zawiera
rnieniu 1.

1

lim i *,, to - x (t) l,,dl \' i l*. tł  -n -, ll 0
1

l , x, (t) i, dt M (M stał a).
{)

13

ż oną do E. Niech I{ ( E będzie zbiorem ograniczonym'
i oznaczmy przy każ dem X e E przez I{ (X) kres g rny zbioru
wszystkich Iiczb X(x), gdzie x(K; okreŚlony tak w prze-
strzeni ,B funkcjonał  K (X) nazywamy funhcjonał em podpie-
rującgm do zbioru K.

11. Dla X,Yęa i tazoei liczby o}0 jest: ff(x+y)--<
'.,-:- Iś  (X) + K (Y), K (a X) : o' K (X), K (X) < M )| X]) (M stał a).

12. Na to by I{(X) - 0 dla XęE, potrzeba i wystarcza,
by punkt 0 należ ał  do każ dego zbioru wypukł ego i zamknię-
tego 1c .&' zawierającego zbiÓr K.

Funkcjonał  I{ (X) jest linjowy wtedy i tylko wtedy, jeż eli
zbiÓr K skł ada się z iednego punktu. Warunkiem koniecznym
więc na to, by każ dy funkcjonał  K (X) okreŚlony w prze-
strzeni -& o wł asnoŚciach z uwagi 11. był  funkcjonał em pod_
pierającym do pewnego zbioru R C E, jest to, by każ dy funk-
cjonał  linjowy w ł  nył  postaci X(a), gdzie ae E; zachodzi
rÓwnież

Twierdzenie B. Jeż eti każ dg funlł cjonał  tinjowg a E
jest postaci X (a), gdzie a ( E, to każ ctg funkcjonał  K (Ę u: E
o rutasnoś ciach z utaagi 11..iest funkcjonał em podpierającgm clo
zbiont tgclt punhtout x ( E, dta htorgch X(x) ,i K(X) przg X e E.

Funkcjonał  Q (X) okreŚł ony w przestrzeni 8 nazywamy
sł abociągł gm, jeŻeli z tego, Że X, { E (n:!,2,...), Xr E,

llT-',,(x):Ą(x) dla "r E wyniuu"'T. o(X,,):a(Xo\.Funk_
cjonał  sł abociągł y jest ciągł y, |ecz nie naorlwr t.

Twierdzenie 9. Na to, bg fttnkcjonał  K(X) bgł .sł abo-
ciągł g, potrzeba i rugstarcza, bg zbiÓr K b11ł  zwart1tr.

Jeż eli I( a E jest zbiorem ograniczonyln' zaŚ K (X) funkcjo-
nał em podpierając;lm tego zbioru, to zbiÓr wszystkich punk-
tÓw X ( E dla ktÓrych I{ (X)--( 1 stanowi ciał o wypukł e za-
wierające punkt 0 we wnętrzu; nazywamy je zbiorem sprzę-
ż ongm do K.

Twierdzenie 10. Na to, by zbiÓr sprzęż ong rlo zbiorrt

ograniczenie się do przestrzeni posiadających wł asnoŚci (a),

x,, (t): n dla U /--< ! .
n

.. .) mamy x, ( (L) i przy-

zawierająca nieskoiiczenie
kulęoŚrodku0ipro-

Twie rdzenie 7. Jeż eli q(x) jest funkc1.onał em wgpukł gmi ciągł gm okreś Iongm w zbiorze wgpukł gm W C E, to przgkyż dgm ciągu punktou) X,, W (n:7,2, ..) sł abo zbież ngm
do punktu xo CW ,iest !Łcp 

(x,) .:.- cp (xł .
Niech E będzie.przestrzenią typu (B*),r).ZbiÓr wszyst-kich funkcjonał Ów linjowych X(x)- w 

^E 

stanowi prry ,*yuiy"nrlefinicjach dział a przesttze typu (Bx), jezeti'prź ezlli*li --zumiemy kres gÓrny zbioru wszystkich licź v x 1i7, gazie * e d,lx l -< 7; oznaczamy ją przez E, nazywają" prrr"i,ł "rtą 
"prĘ-
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ugpukł ego,zamkniętego i ograniczonego K( E bgł  ograniczong,
potrzeba i agstarcza, bg punht 0 należ ał  do anętrza zbloru K.").

13. Na to, by zbi r sprzęŻony do zbioru K był  ograni-
czony, potrzeba i wystarcza, bv I{(X)>--n||X|| d|a XęE
(m stał a )0).

Twietdzenie 11. Na to, bg K(X)ż '-mlXI dta XęE
(m stał a}0), potrzeba i wgstarcza, bg każ dg element 'x ( E dał
się przedstaaić tł  postact "t - or x, ł  c, xa * ... * o" .t' * ...,
gdzie x, e K zaś  a, są ltczbami tahiemi, ź e szereg ] o' l* ln' l*
-| ... * l n" ] l ... jest zbież ng.

5. Poprzednia teorja daje się uog lnić na przypadek do-
wolnych przestrzeni linjowo-topologicznych i lokalnie wy-
pukł ych. ZbiÓr E nazywamy przestrzenią linjowo'topologiczną,
jeż eli jest przestrzenią linjową i topologiczną, przyczem dzia'
ł ania x*!ł , ox są ciągł e; o przestrzeni takiej m wimy, ż e
jest lokatnie wgpuhł ą, jeż eli każ dy zbi r otwarty A: E za-
wiera zbi r otwarty wypukł y 18).

Niech E hędzie przestrzenią linjową zaŚ Z klasą mocy x,l

funkcjonał  w E @) okreŚlonych w -o o tej wł asnoŚci, Że

(X, g, X,, x, E; a^, a, |iczby): E (ł ) :0 dla każ dego funkcjo-
nał u E ęZ wtedy i tylko wtedy, jeż eti x:0, 9@*ilś q(ł )*
*p(g), E(-x):E@) Jim r(x^-xo):o'"'Ęrl.:0o Po-

ciąga 
"lim 

9 ((Ln xn - eo Jo) : 0. Nazywając otoczeniem punktu

a ( E zbiÓr wszystkich punktÓw .r e 'o takich, ż e E, (x - a),

Er(x-a),... E^(x-a)(e, $dzie rpr,9z,...E,ęZ zaŚ o jest
Iiczbą > 0, uzyskujemy pewną przestrzefi linjowo-topolo-
giczną, ktÓrą nazywamy przestrzenią tgpu (Fxo).

Twie r dzenie 12. I(aż da przestrzefl tinjowo'topologiczna

.iest izomorficzna z pelDną przestrzenią tgpu (F*o).

o dwÓch przestrzeniach linjowo-topologicznych mÓwimy
przytem, ż e są izomorficzne, jeŻeli istnieje odwzorowanie izo-
morficzne jednej na drugą.

Zbi r E nazywamy przestrzenią tgptt (1*)' jeż eli jest

15

przestrzenią linjową i okreŚlony jest w niej funkcjonał  |]x {|

taki, Że (X, g, Xn, xo t B; a,, a, liczby): ł lx ll * 0 dla ł  + 0,

ll* * yll --< ll"ll * llv ll, ll-* ll : llxli' J* ll*" -ro ll :0
i fim a,, : a pociąga 

'::: 
ll an X,, - c'o Xo l| : 0; 

' 
stanowi on

wtedy przestrzeri metryczną, jeż eli 1], - g ]| nazwiemy od-
legł oŚcią x od g.

Twierdzenie 13. Na to, bg przestrzen liniowo-topolo'
giczna bgł a izomolficzna z pewną przestrzenią tp1pu (Fx), po-
trzeba i wgs.tarcza, bU speł niong bgł  u niej 1'szg aksjomat
przeliczalnoś ci.

Jeż eli w definicji klasy Z zastąpimy dwa ostatnie warunki
przez waranek (x CE; a liczba): qt(ax):)alE@), to uzy-
skana przestrze linjowo-topologiczna jest lokalnie wypukł a;
przestrzenie tego rodzaju nazywamy przestrzeniami tgptt (B*")"

Twie r dzeni e 14. Każ da przestrzeri linjowo-topologiczna
lohalnie tagpukł a jest izomolficzna z pewną przestrzenią tgpu
(B*o)'s).

ZbiÓr A zawarty w przestrzeni linjowo-topologicznej E na-
zywamy og ra niczong m, ieŻeli przy kaŻdem otoczeniu 7 punktu 0
istnieje liczba e } 0 taka, ż e zbiÓt wszystkich punktÓw ex,
gdzie ł  '4, jest zawarty w 7.

Twierdzenie 15. Na to, bg przestrzeri liniowo-topolo'
giczna bgta izomorficzna z peaną przestrzenią tapu (B*),
potrzeba i ugstarcza, bg istniał  w niej zbi l" tł gpukł g, otuartg
i ograntczong").

Niech teraz E będzie przestrzenią typu ('ts*). Jeż eli weź -
miemy za 

-Z 
k|asę wszystkich funkcjonał  w postaci I x (x) l'

gdzie X ( E, to uzyskamy pewną przestrzerl typu (B*ł ), przy-
czem lim X,: Xo w tei przestrzeni wtedy i tylko wtedy, jeż eli

n+@

ciąg {ł "} jest sł abo zbieŻny do xo w przestrzeni E. Podobnie
biorąc za Z klasę wszystkich funkcjonał  w w ,E' postaci lx(x) l'
gdzie x E, dostajemy pewną przestrze typu (B*o), przy-
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czem ł lim Xn:Ą w tei przestrzeni wtedy i tylko wtedy,

leż eti fim X"(x): x. (x) dIa x ę E.

6. Podamy tu kilka zastosowa poprzedniej teorji do teorji
operacyj linjowych, do zagadnienie teorji metod limesowal-
noŚci oraz rachunku warjacyjnego.

Niech E będzie przestrzenią typu (B*). JeŻeli t/(x) jest
operacjąlinjową w przestrzeni E o w--artoŚciach zpewnej
przestrzeni f' typu (B x), to operację t/(Ł)' kt ra każ demu
funkcjonał owi linjowemu I(y) w przestrzeni 1 przyporząd-
kowuje funkcjonał  linjowy-Y(U(x)) w przestrzeni E, nazy-
wamy sprzęż oną do t/(x); U(Y) jest zatem operacją linjową
w .F o wartoś ciach z E. ltlajważ niejsze twierdzenie og lnej
teorji r wnari linjowych brzmi: Na to by r wnanie g:U(x)
był o rozwiązalne przy kaŻdem a ę Ą potrzeba i wystarcza, by
|la(D]) > - ]|r|] ota Y ę F (m stał a } 0). Znany dowÓd tego
twierdzenia jest uciąż liwy; przy pomocy poprzedniej teorji
wynika ono natychmiast -- z twierdzenia trO. i uwagi 11tt).
Jeż eli przy danym punkcie ao ( F jest ] U(Y) lż  m]Y(go\l

nania go: U(x): Wystarczy wziąĆ za E iak i .F przestrzefl (cr)

i poł oŻyĆ U(x'l : {'; ) o'' x -- {5" r, o., : { l, }. Z twierdze-

nia 2. moż na jednak natychmiast wyprowadzić wniosek, ż e
warunek llu(y)l)>.-mlY(llł | dla Ie F (rł  stał a >0) jest
konieczny i dostateczny na to, by istniał y punkty xn E
(n:7,2,...) takie, Że |] .r" l] .-( -*, 

}y- LI(x,) : g,. Wynika

stąd dalej, Że jeŻeli w przestrzeni Z z każ dego ciągu ogra-
niczonego punktÓw moż na wyrwać podciąg sł abo zbieŻny do
pewnego punktu, to powyż szy warunek jest konieczny i do-
stateczny na to, by rÓwnanie go: I/(x) posiadał o rozwtąza'
nia. W przypadku dowolnej przestrzeni Ą jeż eli operacja
{/(x) jest postaci u(ł ): x{V(x\, gdzie V(x) jest operacją

17

peł nociągł ą, t. j. przeprowadzającą zbiory ograniczone w zwarte,
warunek ten jest znowu konieczny i dostateczny na tozwiązal-
noŚć r wnania go_U(x).W przypadku rÓwnania X,,:U(Y)
sytuacja jest prostsza: Na to, by r wnanie to posiadał o roz-
wiązanie, konieczne jest i dostateczne, by l U (x) |) .:, m l X, (x)
dla x e E (m stał a ) 0). Podobnie jak twierdzenie 10. ł ącznie
z uwagą 11., względnie twierdzenie 11.' pozwalają na upro_
szczenie teorji rÓwnania linjowego, tak te same twierdzenia
zastosowane w odpowiednich przestrzeniach typu (B*ł ) daja
odrazu następujące twierdzenie: Niech 'R będzie zbiorem linjo-
wym funkcjonał Ów linjowych w E; na to, by każ dy funk-
cjonał  linjowy w E był  granicą ciągu funkcjonał  w, należ ą-
cych do .l?, potrzeba i wystarcza, by istniał a liczba mż  0
taka, ż e przy każ dym punkcie X ( E istnieje funkcjonał
X (r) w fr dla kt rego Ii Xll ,-< 1, I X(x) l)r.- m ll x li. Przytem
ttzeba zakł adać. ż e przestrze E jest oŚrodkową. Poprzed-
nia teorja pozwala znowu udowodnić prosto to twierdzenie,
jak i analogiczne twierdzenie w przypadku przestrzeni, ktÓre
nie są oŚrodkowe 22).

W teorji metod limesowalnoŚci moż na z korzyŚcią stoso-
wać wiele z poŚr d podanych poprzednio twierdze . Tak np.
przez zastosowanie twierdzenia 5. dostaje się twierdzenie: Je-
ż eli metody Toeplitza A i B limesują do 0 wszystkie ciągi
zbieŻne do 0 i każ dy ciąg ograniczony limesowalny metodą .4
do 0 jest limesowalny metodą B, to jest limesowalny me_
todą B rÓwnież  do 0. Wynika stąd dalej, ż e jeŻeli A, B są me-
todami permanentnemi i każ dy ciąg ograniczomy limesowalny
metodą ,4 jest limesowalny metodą.B' to jest limesowalny me-
todą B do tej samej liczby, do ktÓrej jest limesowalny me-
todą ,4 23).

Twierdzenie 7. moŻe być uż yte przy traktowaniu pewnych
zagadnie rachunku warjacyjnego. Upraszcza ono bardzo te-
orję, ktÓrą rozwinął  niedawno L. Tonelli 2a) a moż e być uż yte
r wnież  do dowodu następującego twierdzenia, kt re uogÓlnia
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twierdzenie o istnieniu powierzchni rninimalnej w ogÓlnym
przypadku. Niech J będzie krzywą zamkniętą Jordana W prze-
strzeni, dopuszczającą przedstawienie postaci Xi: Xi (Tl)' gdzie
funkcje ł r (l) o okresie 2 rr posiadają pochodne ciągł e. Niech rt
oznacza klasę wszystkich powierzchni, dających się przedsta-
wić w postaci Xi: Xi(u'u), gdzie funkcje x; (zl, u) okreŚlone
dLa u2 *u'--( 1 speł niają warunki: (a) istnieje funkcja ciągł a
monotoniczna 'ł }(r) w przedziale 0--{ r ś 2rr taka, ż e ć}(0) :0,
ł } (2 n) == 2 fi, xl (Ó (z)) : xi (cos r, sin t); (b) dla prawie każ -
dego ł  tunkcja x1(u, u) jest absolutnie ciągł a względem D

i dla prawie każ dego o jest ona absolutnie ciągł a względem a;
(c) funkcja x1(u, u) jest ciągł a ; (d) pierwsze pochodne cząst-
kowe funkcji xi (u, u\ są cał kowalne z kwadratem. Niech da-
lel l'(Ą' Xr, Xr) oznacza funkcję okreŚloną w cał ej prze-
strzeni taką, ż e: (o) jest ona dodatnio jednorodna; (,B) posiada
pierwsze i drugie pochodne cząstkowe ciągł e, poza punktem

(0, 0, 0); (r) forma kwadratotu j .#k t,,;,^ iest do-
i, h:1

datnio okreŚlona. Przy powyż szych zał oż eniach' istnieje
w klasie R powierzchnia Xi: ;, (u, ,), dla ktÓrej cał ka
J : J 

j F (X, (u, a), Xz (u, u), X, (u, u)) du du wypada nie-
ąz4u2'. L

większa niż  w przypadku każ dej innej powierzchni tej klasy;
przytem X' (u, u), X, (u, u), Xr (u, u) oznaczają Jakobiany funk-
cyj xi (u, u)").

Przypiski.
1) W związkrr z teorją zbior w i fu.nli<ljonał  lv wypukł ych r'v przestrze-

niach euklidesoll'ysh, zob.: I{. M i n l< o lv s k i, Theorie der konvexen
Kiirper, insbesondere Begriindung ihres Oberfliichcngnffs, Ges. Abh.
2 (1911) p. 131-229; T. Bonncse n und \\r. Fenchel, The-
orie der konvcxen Kiirper, Berlin, 1934.

2) Zob.: S. ,N[ azLtr, Uber konvexe Mengen in linearcn normierten
Ri,iumen, Stud. Nlath. 4 (1933) p. 70-84.

3) W przypatlku przestrzeni oś rodkowyclr twicrć lzcnie to znalazł  G.
Ascoli: G. Asr:oli, Sugli spazi lincari metrici e le loro varieti
Iineari, Ann. ćii Mat. 10 (1932) p. 33-81, 203-232' W przvpatlku
og lnyrn tr'vierdzenie to był o pot1ane pł zeze rn:nic n.a posiedzenirr od-
rlział rr lr'r'rlt'skiego Polskiego Towar'zystwa Matelrrat-Ycznego 1{t. 5. 1932
przccl prrblikacją c-lclrvodu przez Ascoiiego: S. Mazur: Uber
konvexe }Iengeł r in lirrearen normierten Riiumerr, Roeznili Polskiego
Torvarz.l'strł 'a Matelmatycznego 12 (1934) p. 115'

4) W związku z defini<l.ją pr'zcstrzeni (l'Ż), jak i. innych wvstępującyclr
dalej, zob.: S. Jl a n a c h, Th orie cles op rations lin aires, 1iVar.
szawr,1932.

|1) W przypadku 1lrzcstrze ' (P) urlo'wotlnił  to o. 1{. Keller: o. H.
K e l1e r, Die IIomoiomorphie ćIer kompakten konvexen Mengen ił n
Ililbertschen Raum, l\{ath. Ann. 105 (1931) p. 748--758.

6) Zob. l. n.').
7) Zoł :.: S. Mazrrr, Uber schwache I(onr'ergenz in dcł r Riiunren (Zl),

Stud. Math. 4 (1933) p. 128-133.
8) Zob. I. c. ') 1 tak samo ł v związku z uwagalni 7., 8.
9) Zob. l. c. ').

10) To uclowodnił  S. B a n a c h, l. ". 
n), p. 168.

11) Wynika to oczy'lviś cie ł ' wnież  z og lnego twicrdzenia IT. R a d c_
machela: lI. Rademacher, iiber part-ielle und totale Dif-
ferenzierbalkeit von Funktionen mchrcrer Variabeln und iibel die
Transformtrtion der Doppelintegralc, Math. t\nn. 79 (1919) p. 340 359
i. 81 (1e20) p. 52-63.

12) Twierdzenie to jest rł ' za-qadzie zawalte \ł - placy l. c. ').13) W przypailku plzcstrzeni (tp) i (1p) przy p ) 1, trvicrdzenie to udo-
rvodnili S. Ba,nach I S. Saks: S. Banach et S. Saks,
Sur la convergcnce forte clans lcs schamps 7,o, Stuil. Math.2 (1930)
yl. 5L-57; rł ' przypirr'lku przestrztui (C) rrdolvorlnili je niezależ nicl
D. C. Gillespie i \\r. A. Ilurwitz ora,z Z. Zalcwasser':
D. C. Gillespic uncl W. A. Ilurr,vitz, On sequcnccs of con-
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tinr,rous frrnctiorrs ltal'ing continurlrrs linrits' Tł 'arrs. Amer. Math. Soc.
32 (1930) p.527-5411, Z.7'alcrvasscr", Sur une proprit tlu
champ des fonctions continues, Stud. r\{ath.2 (1930) p.63-67;
z ostatniego twier:clzenia nxlź na r'vyprorr'adzi trvierclzenie 5., jak za-
urvaż ył cm wsp lnie z S. Ba.naclrem, korzystając z tego, ż e ptze-
strzenie oś rotlkorve typu (Bł ') są lć lr'vnolł 'aż ne z częś eiarlri przestrzeni
(o). W związku z uwagami 9., 10. zob. l. ". ').15) Zob. 1. c. ').

1(i) Rezuliaty podane W tym ustępie nic był 1' publikoł vane.
17) Twier'dzenia 10., 11' oraz rrwaga 11. są zawarte \Y placy: S. Mazur

und \T. O r I i c z, Zrr Tlreorie der lincalcn metrischen Rti,umc, Stud.
Maih.6(1936),wdruku.

18) Zob.: A.Tychonof f, Ein Fixpunktsatz, I{ath. Ann. 111
(1!)35) p. 767-776; A. liolmogorof f, Zur Normierbalkeit cinr's
allgeł rreirren topologischen linear'en lł arrrnes, Stud. Mat]r. 5 (1934)
p. 29-33; J. von Ne umann, On complete topological spaces,
'l'rans. Arner. l{ath. Soc.:17 (1935) p. 1- 20. Rczultaty poclane w typ
ustępie nie był ;' prrblikorr.ane 1 przedstarviał enr jc na posiedzeniu Od-
tlział u irr'owskiego Polskicgcl Towarz1'stlr'a MatcmatYczllego 9. 2. 1935.

1!) Trvierclzcnie to zawiera praca J. r'on Neumann, 1. c. 18), kt ra
rł kazał a się: jcc1na'k dopiero w czerr'r,cu 19l]5.

20) Twierrlzenie to zau'iela praca A. Kolmogorof f a, i. c. 1s).

2l) Zo1'l. pracę i. c. 1?) oraz: S. lia czInarz unc1 1{. Steinhaus,
Thcoric rle:r orthogonalrcihen, \\rarsztł wa-1'l. wl 1935.

22) Zob. pracę l. c' 17).

23) Zol'l.: S..Mazur et W. orlicz, Srrr ]es n'rćtlrodcs lin rrires de som'
rnation, C. R,. Aca<l. Sci. I'alis, "196 (193;l) p. 32-34.

2.1) Wyniki tc uzyskane przezc mnic $rsp lnie z J. Schauiierem,
rrie ś ą clpublikowane. I1ył 5' przcdstar,r-iane lra posicclzeniu oddział u
lrvorvskiego Pcllslriego llorvarz1.5f1yn i\ł ateł natycznego 26. 5. 1934;
S. Mazur und J. Schaudcr, Uł :rcr Extreme von mehrfachen
Tntcgralcn, Ror:znik I'olskicgo To\'rralzlrstrva Matematyeznego, 13 (1.935)
p. 1413. Zab.: L. Tl o n e 1l i, L'estrerno assoluto degli integrali doppi'
Ann. Pisa, 2 (1933) p. 89-130.

25) Wyniki to uzyskane przeze mł ric wsp lnie Z J' Sc1rauclerem,
nic są opublilrowane' Był y przeclstarł 'ianc na posiedzeniu oddział u
lr'voł r.skiego Pols1riego To'vr'arzystwa Matcmatyeznego 26' 1. 1935.
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