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o r l i e z 空 间 的 K 凸 性
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S u l l i v a n 〔1〕 推广一致凸概念为 K一致凸
。

记 s ( X )
、

U (X ) 分 别 表 示

B a n a c h 空间的单位球面
、

和单位球
,
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显然 K一致凸就是通常的一致凸
。

凸乃指 x , , … x ` 十 : 〔 s ( x )
,

卜子
` -

王廷辅等 〔2〕引进相应的K严格凸概念
,

x 称为 K 严格

+ 一 + X K + l

K + 1
}二 1 蕴涵 x , , … 二 K + 1

线性相关
。

易见 K一

致凸井 K严格凸
。

-

K 凸性与自反性
、

超自反性
、

逼近理论
、

最优控制理论均有联系
,

近年来又用于正

规结构及不动点理论
。

赋 lu xe m b u f g 范数的 O : l i c z
空间 K凸性判据已 由王廷辅

、
·

陈述涛〔幻得到
,

本文

将讨论赋 o -ll i c :
范数的 o r ij c : 空间的 K凸性

。

犷

定理 1 〔L 带M ( G )
, }

回喻〕K严格凸的充要条件是 M (动 严格 凸
,

即对任何二 ,

州
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`
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一

M (川
2

(亦即河 u( ) 的图象不含任何直线段 )

证明 充分性 由〔3〕p . 。 I T儿7
.

1 ,

M ( u) 严格 凸蕴涵 〔L虑 ( G )
,

卜 {阮〕严格凸
,

而

空间严格凸蕴涵 K严格凸
。

1

一

必要性 设〔L轰( G )
,

卜日M 〕K严格凸
,

但 M ( u) 非严格凸
。

即存在
“ , b , o成 q < b ,

M ( u ) = H u + B P (u ) 二 搜 ( u 任〔a , b〕)

取子集 G `
< G

,
m e s G ` < m e s G 且 N ( A ) 。 e S G
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< 1
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将 。 ,

分成 (、 + , )个测度相等的子集 G
:
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.
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线性无关
。

因若不然
,

不妨设 x K + ;
(t ) 二 习 口声

, ( )t
,
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, e ,

故
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。 = 。
.

从而出现矛盾
。
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卜 }{M 〕K 严格凸矛盾
。

定理 2 〔 L井( G )
,

}卜l}二 〕K 一致凸的充要条件是 ( 1 > M ( u ) 严 格凸 ( 2 > M ( u ) 满

足 刁
2

条件 <3 > M ( u ) 对较大 u 是一致凸的
,

即对任何 d > 0 和 。
> o ,

存在 6> 0 ,

当 u 》 d时
, p ( ( 1 + : ) u ) 》 ( 1 + 占) p ( u

戈
证明 充分性 条件满足时

,

由 〔4 〕知空间一致凸
,

而一致凸性蕴涵 多一致凸性
。

必要性 由〔1 〕知
,

空间 K一致凸性蕴涵 自反
,

故 M (u) 满足 」 2

条件
。

再 由空间

K 一致 凸性蕴涵 K严格凸性
,

据已证定理 1知 M ( u) 严格凸
。

以下证明 M ( u) 对较大 “

一致 凸
。

若 M ( u) 非一致 凸
,

则存在 几> 0 和 漏少 co 满足
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关的
,
犷 ( x , y )门犷 (

e : , … , e ,

) = a
,

则对 t 〔 ( o
,

l )有

}{x
, e Z , … , e ,

!}
户 = } [ x , 戈 }

C : , … , c 。

〕 } = !〔x + t夕 , x !
c Z , … , ` 〕!

《 [ x + t夕 , 火 + t y !
e : , … , e 。

〕’ / p〔叉
, 义 I

e : , … , e 。〕“
“

= 1}x + t夕 , e Z , … , e 。

11 1{x
, e : , … , ` ll

p l “

《 ( t }{x + 夕 , C : , … ,

` }1+ ( 1 一 t ) ]lx
, e : , … , e 。

.{) J}x
, e : , … , ` ,{

p l“

( }{x
, e : , … , ` 】} }{义

, e : , … , ` {}
p l
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,

从而 }{
“ + t , , c : , … , e 。

}} = }}
“ , e : , … , e ,

}{
,

若 }!“
, e : , … , e ,

}卜 0 ,

由 F ( x , 夕 ) 自犷 ( e : , … , e 。 )

= 0及
c : , … , ` 线性无关得 x = 0

,

从而 , = 0
。

若 }{X
, C : , … ,

叫 }子 o ,

因 L为严格凸
,

故 y = 0
.

2 )片 3) 是显然的 , 最后 3) 井 1 )
.

设 L为非严格凸的
,

则存在三个不同点 u , ” 及 w 任 L ,

使 {u , “ : , … ,

叫 }
= 1

,

}},
, “ 2 , … ,

e 。

!{《 1 及 11w
, e : , … , ` 11《 1 且 u在线段 [ , ,

w 〕上
,

不难看出

{{v
, C Z … , ` {}

= 】{w
, e : , … , ` 1】= 1

设
二 = ( 、 + w ) / 2刁

= , 一 二 二 ( , 一 w ) / 2
,

因为 }}
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。
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, e Z , … , c

。

}}
= 1 且 u在

线段 〔, ,

幻上或线段〔x ,
w 〕上

,

故 }{x
, “ : , … ,

叫 {
= 1

.

因此
,

!〔y , 二 !
e Z , … , e 。

〕+ 1 1= l [、 一 x , x 1
e Z , … , C。

〕 + [“
, x 1

e Z , … , ` 〕 I 二 I〔, , 尤 1e Z , … , ` ] l《 1

及 }〔y , 义 I
C 2 , … , e ,

〕一 1 } = }〔y 一 大 , x I
C : , … , ` 引 = I〔一 w

, x }
e Z , … , e 。

〕《 1
.

从而 〔y, 川勺
, · ,, ` 〕 = 。

.

但 夕笋 0 及 }{x + 夕, e Z , … , ` 1}= 日, , e Z , … , ` !】二 1 =
}lx

, C : , … , e
。

1}
,

故 3 ) 不成立
。
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