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O r h c z

序列空间
, ,

中单位球的端点

王 作 强

关于 aB 彻 hc 空间中的端点
,

由于其明显的几何意义及其在空间凸性 研 究中所 起的

作用
,

早已引起数学界的关注
。

1 9 6 6 年
,

!L’ dn
。 , : , ar

。 , : 就着眼于具体 B an ac 方空间 l
:

中

端点问魔
,

得到了任何可分对偶空回中的有界闭凸集上至少 存 在一个端点 川
。

本文讨

论了 O lr i cz 序列空间 坛 中关于 O ; 行 cz 范数与 L ux
。二乡。馆 范数的单位球的端 点问题

,

进而得出了 O : l ic z
序列空间 枯严格凸的充要条件

。

本文中所给函数 M ( x) 均为M一 函数
。

( 一 )

定义 l 【2 ’
我们称 M ( x) 为 M一函数

,

假如有表达式
:

M (X ) =

l:
` ’

, (` ) d`

其中 (P )t 为定义在 〔 0 , aO )上的非减右连续函数
,

(P )t ) o ,

且有

i ) P ( 0 ) = 0 ,

11)当 t > 0时
,

P ( t ) > 0
。

定义 2 【̀ ’
一个M一函数称为对较小

x 满足刁:
一 条件

,

假如对任意Q > 0 ,

存在 K > 0 ,

x
。

> 0使当 0《 x ` x 。

时

M ( Q x ) ( K M ( x )

定义 3 13 , 设 X是一线性空间
,

E是 X 一子集
,

点
x 〔 E称为 E的端点

,

是指不存在点

“ , ` 〔 ` 使专
, +

专一
x 。

( 二 )

引理 1 ` 4 ’ 设 ( X
,

l卜11 )是一线性赋范空间
,

球面上的点均为单位球的端点
。

引理 2 ` , ’ 在 。 , l i c z 序列空间 ( l , ,

【1
·

!
,二 )中

,

X 严格凸的充 要条件是 X 关于 }{
·

}}的单位

对所有点
x 二

{
x `

}策
: 任场

,

有

艺
x ` ; `

引 :x]
,

如果艺 N ( , `
)簇 1 ; ( .
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艺
x

.

,
.

《 `
}到

, · ,

如果艺 N ( ; ` ) > l ( 二 )

这里 N ( y) 为M ( x )的余函数
。

引理 3 在 O , l i c z
序列空间 l ,

中
,

点
x 〔 l , 的模 p ( x ; M )与 0 , l i c z

范数 }!
x

!}
,
有 如 下

的关系
:

x l!
, ` 1 时

, p ( x ;
M ) ( J1 x l!

, 。

证

右导数
,

= { x ;
}票

: 〔 l ,

川
x

{!
, 《 1。

若 P (夕;

先证必有 夕 =
{ P( x ` ) }咒

:

〔 l、
,

P ( t ) 为 M ( x
) 的

”日日X
设当

N (夕)为 M ( x
)的余函数

。

N ) > 1 ,

则由 Y o : ” g 不等式 [ , ’
有

N 〔乡( x `
)〕 < M ( x `

) + N 〔P ( x ; ) 〕 = x
,

P ( x ` )

艺 N 〔 , ( x ` )〕 <芝
x `。 ( x ; )

由引理 2 的 .(
. )式有

芝 N〔乡( x 、
)〕 < 11

x
l!

M ·

艺 N 〔 p ( x
.

)〕

I}
x

!!
、 > 1

矛盾
。

所 以
, p

`

;x N ) 续 1 ,

即 y 〔 I
N 。

再由 Y 。 勺 不等式

M ( x ,

) 成 M ( x i ) + N 〔p ( x ` ) 〕 = x ` p ( x ` )

芝 M ( x ` 、《 艺
x `乡( x 、 )蕊 1!

二
!!

,

即 p ` x ; M ) 《 ! l x !!
, 。

定理 1 在 O , I i e z
序列空间 ( l

, .

!!
·

}!
, ) 中

,

对任意一点
x = { x `

飞界
: ,

{(
x

{!
, = x 。

若 i )艺 M ( x ` ) == l ; 11)集合 { i : ’ x ` !〔 c 〕至多为单元素集 ( 其中 G =
日 ( a ,

夕)
, a > o

,

f . 1

M ( x) 在〔a ,

口〕上的图形为直线段 )
,

则 x 必为单位球的端点
。

证 设
x 〔 I , ,

!}
x l}

, 二 1
,

在单位球中任取两点 夕 =
.

佃
,
}
`份: , z = {

z `

)
`
签

,

即 j}, .}
, 《 1 ,

!
1 2

!1
。 《 1

。

由引理 3有

艺 M ( , `
)《 1 ,

叉 M (
z `

) 《 l
。

设合
, +

专一
x ,

贝”由

1 =
芝 M ( x ` ) 补俨笋 )

、

愚
M (夕、 ) + M ( 2 `

)

2

·
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.



,

, +

专烈
“ `一 ’呼

’1一2
一一

知

=

艺 M (z ` 、 二 1 (

…
若 y粉 : ,

1 。
如果

则至少育一 i
。
多 1 使 y ` 。

. l

今 子 ` o

lx ` 。 【〔 G
,

则

,

M ( x ` 。
) = M 《

专 ` o + 之 ` 压

之

1

<一 M (如
) +

牛M (

乙

于是

一...̀1一2
,

进一1 二

艺 M ( x ` ) 二
O 0

又 M (
一

竺必了仁、
蔺

、 乙 /
艺 M ( 头 ) +

愚
M ` / !

,

l
二

矛盾
。

2
’

如果 xj ` 。
J任`

,

则 二 ; 。
年 。,

再由 卫
o + 2

= x , 。
知夕 , 。

斗 一 之 , 。 由M ( x )严格单调几

对称知 M ( ; ; 。 ) 今 M ( z ` 。 )
。

根 据 (

…
)式知 艺 M ( ,

;

)今 艺 M ( : 、 )
,

这说吩i至少有

i今 10 1今 i
。

一 j
。
专 i 。使M 佃 s 。 )祷 M ( z r 。 )

。

由条件 11 )显然有 I x , 。
{任 G

,

于是

、 ,

r 互 , 。
十 粉

。

1 , 1
、
公

, 二 、 .

1
1 , , _ 、

M ( 义 ` 。
) 二 M I

只
’ 。 2 一

’ “
一

J <言M ( ” ` 。 ’ +

泛M ( 2 , 。 ’

从而

. .上

一一

ó ..J
、

,
护

C丈 0 0

` 二

互
M (一 ’ =

冬
M
(
夕

:
十 夕 、 <土r

/ Z L
艺 M ( y ;

)
一

士
艺 M ( :

矛盾
。

综上所述
,

必有夕
= z 。

( 三 )

引理 4 ` 。 , ( l , ,

!}
·

}}
二̀ , )中关于 1}

·

月笑

弓!理
,

5 役 x 云 x{
`

、

}
`曾

, 〔 l 。
,

则艺
` . 1

!}
.

《 , ) 的单位球与关于模的单位球相等
。

【M卜
-

二 )一 -

]
二 1的充要条件是对较小

x ,

M (幼

满足 刁:

证

一条件
。

取一列数 `了
·

}局
,

满足
恩喊

X
;

、 一

— 】乓 1 ,

T 一 /

且 使 得 11 拼
’

, : =
}}

x “ (。 ) 。

于 是
,

对任意 N 有
封 , ,

夕 M t三止 I( 1
.

二
L 了 。 J

( ” = 了
, 2 , … )

·
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令 ” 一 ao 得

再令 N ~ ao 得

,

如【、简丽卜
1

尾
M

[
.}
厂i

《二 》 、 l

下面证必要性
:

,
1 -

.

假定M ( x) 不对较小
x
满足乙

:
一条件

,

则可造正数列
·

仁
。

}
,

曾

x 。

一 。 ( n 一 ` ) 使

x :
>

了 : > … > p

M

{(
1 +

钓
二
卜

么
·

M `X
·

’

由上式及 : 。

一 。 ( ,

一
)可知

,

存在
: : 使当: 、 。 : 时有【一井

丁一1> 。 ,

其 ,
朴

。 > 1为固
` 若一

’

双【L X 月
夕 a J

定数
,

〔 x 〕为
x 的整数部分

。

作 自然数集 N 的互不相女子集 A
。 ,

使 A
。

中自然数个数为

定义

[不端厉卜

x , ,

i 〔 A
,

y ` = 厂

0
一

l
为

〔 日 A
,

( i 钾工
,

幻 … )

. 1

\ 盗:

M!

8艺洲

1
一a2"

,8艺洲卜

艺 M ( ; ` ) =

艺 艺 M ,( , * ) =

〔 A
: .

卢
:

`【2
”

M ( x 。

) a }
、

=
工 < 1 < OO

少
《 艺 M ( x .

)

呀 .

所 以点万
=

{夕
` }

,

曾; 〔 l , 。

若
1 ) 1 ,

则

1

2
”

M ( x .

) a

】.

仑

.

一叹
(草、
、 r /

( y : )尺 1

{
、

M

oo乏间
成M

8艺i-l
户

.r̀七

若 书杯 1 ,

则存在 自然数

蚤耐二、
;二

、 了 ,

” 飞
,

使 当
” 》 ” :

时
, 生> 卜止了 介 2

。

于是取
n 。 二

.

州 a x
{
。 一 ,。 : 飞

,
·

则

M

仍艺.-1
艺

i任 A
,

、 ,

Z 夕` 、
二V丈龟

—
刀=

、 T ,

(立、r一
、 下 / L 2

.

1
`

丽介
,

) a 〕
)僻艺浏

M

的艺
ó

叭
O O

) 艺 M
砚 .

(生、
人 : T ,

1

2
“ 十 `

M认
:

) a ) 【(
1 +

青)
x

·

]丽
了

益而
)

一 1 1 5 , .



_ 畏
、 , , 、 _ _

1 黑
,

.

户
.

” “ ` · ’ ` ’ `

…
= `

户
.

而
= ’

`

由 L o x 。 。 b。 ; g 范数定义可知 11 , !}
《 , ) = 1 ,

但

愚
M
(命 )

二

置
M (夕` ) < 1

矛盾
。

充分性 设M ( x) 对较小
:
满足刁

: 一条件
,

即对任意
, > 。,

存在 K > 。 , x 。
> ,

,

当。< : ,

< 万 。

( i = 1
,

2
,

… ) x = {
x `

}
,

曾: 〔 I ,
时

M (玉、、 ; M (二 `
) ( * = 1 , : , … )

、 T /

由此推知
优加

矛

了 M 【三二 ) < oo

i

百i 、 T /

取一列递减趋于 O的正数列
: .

( ” = 1 , 2 , ~
·

) !lx }!
( , ) > ￡ : ,

则

尽
M

【
M【一

石三

— 1> :

L ll x {l (材 ) 一 ￡ : J

8艺i-l
妻

.

一 ,
;

生一一 1
}1 x 11 (衬 ) 一 ￡ i J

于是存在充分大的 N
,

使

湘

艺
M

【!}
x !!

。 , ) 一 : . 〕
) ,

令
” 、 oo 有

冬
M

【
x

;

1
_

气 r , 二一不二一一 -

卜多 J

}} x ! 1 (留 ) J

令 N 、 oo 得

r x ;

1 _
`

l 月了 es , se 片产一
月

一 l多 l
L }1 x l! 减衬 ) J

M

ao芝i-l

由前面所证

r x ;

1 _ _

. 芍「

—
”

一一 .乓 1
L }} x 】{佃 ) J

得

补[苗翩 = 1
。

M

ao艺i-l

定理 2 在 O 犷 l i cz 序列空间 (场
,

}!
·

端点的充要条件是 l’) 艺 M x( , ) = 1 , 11

11
《 , ) )中

,

点
x = {

x `
}夕

: ,

!!x r!
` , ) = z 为单位球的

)集 { i : lx ` ! 〔 G } 至多为 单 元 素集
。

其中 G =
日

( a ,

口)
,

证

a > o
,

M ( x ) 在 〔a ,
B〕上的图形为直线段

。

对点x ,

1!
x 11

( , , = 一
,

任取单位球中两
碑

勃
= {夕

`
}

;曾: , : =
{

z `
}

`
签 使

夕+ 2

2
= X 。

一
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,

,

由引尸提4得 艺 M ( , ` 、

( 1; 艺
厅 . 1

二 1

M ( : ` ) ( 1
。

再根据定理 l 的证明
,

充分性即得 证
。

OO

必要性 i ) 没` 二
x{

,

}
,

曾, 任 I , ,

11
二 }} ( , , = 1为单位球的端点

,

假 定
.

艺 M ( “ ) < 1

` . 1

若
x :

) O
,

则由

份
O 0

M ( x : ) < z 一 艺 M ( x ` )

勺 以及 M ( 约的连续性
,

可选取
E > O ,

使

. 之

OO

M ( x : + e ) ( z 一 乏 M ( x ` )

. 之

定义

X l + 石 二 1

, ` “
飞
二 ( i = 1

, 2 , … )

i祷 1

x i 一 ￡ , 才 == 1

( i 二 1
, 2 ,

… )

X i子 1
。

才..才、 .甲
,

一一..之

若
x : < O ,

同样可选取
。 > O使

O O

M ( x : 一 e ) ( l 一 艺 M ( x 、 )

二
之

此 时定义

X l 一 e

X

戈 1 + E

户

才 = 1 :

( f 二 1 ,
2

,

… )

i特 1
。

之 = 1 ;

(矛二 1 , 2
,

… :

忿笋 l
。

.r,才

之
一一

.
口.公甘

尹,̀才`̀..、

二
.
出.Z

上面两种情形均有
, 月幻 O O

艺 M (“ ` ) 《 1 ,
艺 M ( “ ) 《 1

0

. l

即 , =
{ , ; }

`
曾: 及 : =

{
: `

}
`曾

:

为 ( l ,
川

·

11
( M , )中单位球的点

,

且
二 =

牛
兰

,

但 , , : 。

这
`

与 x 为单位球的端点矛盾
。

i i

在〔a ,

)假定存在 i笋 j使
x ` 任 ( a ,

夕)
,

夕〕
,

〔a ,

的上的直线段斜率为

M ( x ) =

M (夕 ) =

x , 任 ( a ,
b )

,

这里的 ( a ,

夕)
,

(
a ,

b )二 G
。

设 M ( x )

k
:

和 k
: 。

于是对任意
x 任〔a ,

B〕 , 夕任〔 a ,
b〕有

k 一 ( x 一 x `
) + M ( x ` )

k : (夕一 x s ) + M ( x s )

·
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·



选取正数
￡ : , e :

使 k : : : = k : 。 : ,

且
x :

上 ￡ : 任〔 a ,

口〕
。 : ,

、 `
’

是荐在的
一

。

是义
1

一 、 :
、

上 ` : 任加
,

鱿
。

易见
, :兰季自均

X ` + E l

l

} x , 一 ￡ ’

`

X : ,

儿 = 之 ;

九 = )

n 奔 z

( n 二 2 , … )匀月y
.

( x ` 一 ￡ i

z ” = , x l + ￡ 2

n 二

,
冲 二 ) ( n 二 l

,

] ,

2
,

n ’

件 i

则
口

口O

艺 M ( ,
,

)

. 一 1

艺
i今 i

,
/

艺
n 今 之 , 少

M (夕
,

) + 入1 (夕` 〕 + M ( 分
,

)

M ( y
:

) + M ( x 、 + ￡ : ) + M ( x , 一 f Z

=

乏 (M 石 )
一

卜万:

松
; + 。 : 二 :

:

) +

Nl(
`

,

) 二 呀
二

n 今 i
,

j

2 一 x ,

) 十 人1
; :

O O

二

艺 M ( x 。

) + 左: 价 一 k : ￡:

.8

=

艺 M ( x ·

)

. 1

二 1

同样有
O O

·

艺 M 抵 ) “

由引理 4 知 l} 万 }1
《 , ) 提 z ,

.

11
: !1 ( , 》簇 z

。 又李
, +

李
:

艺 乙

二 x ,

但夕活 : 。 ;宝与 x
为单位 球 的

端点矛盾
。

「
`

定理 3 在。 了 il “ 序列空间 (l 、 ,

日厂
_

.l1
、 ,
川

` ,

单位球不娜
点 均 为单位球的端点

的充要 条件是 约M ( x) 对较小
x
满足 刁r 一条件 ,

夕

、* ; M (二 )在「
。 ,

M
一 `

(粤)1止帅图形无直线段
。

V
’

1
一

`
, 、 自 , J

.

~

证

趋于 D ,

必要性 i )设 M ( ` )不对较小
x
满足刁

:
一条件

,

则可找到茸列 {`
·

}刀
, , ` ·

单 调

使
- -

.
。 _

M【(
1

号卜卜
2

·

M `· ` ’ 几

作自然数集 N 的互不相交子集 ,
,

( : = : , : ,

... )使 ,
。

中自然数个数为【丽洪不
万

1
(。 >

L ` 去丫几 \ 人 . /“ J

·

1 1 8
。



1) 〔x 〕表示
x
的 整数部分

。

定义

x , , 之〔 月

( : = 1
,

2 , … )

击
的日叫一任O

了2.、.
、

一一!j

O口

f 由引理 5 的必要性证明可知 lJ , 队
、 ) = ] ,

但 叉 M (叭 ) < 1。

根据定理 2 的 i )
, , 不 是

. 1

卜
单位球的端点

,

矛盾
。

j j )设M(
二 )在 〔。 ,

刃上有直线段
,

M 一
(
一

{
一

)郭 > 。 > 。
。

作自然数集 N 的互不 相交子
、 ` ,

集 G
: , ` : , ` 3

使 ` :

中自然数个数

定义

= G
:

中自然数书数 二 1
,

G
3

中自然数个数 二 爪

之〔 C l

之〔 ` 2

i 任` 3

( i 二 1
,

2
,

…

aoU
`

石
,(

/
J
|!|

.

一、

l!?

、刃口
..舀

了̀、压

X

护任` l

之任 G Z

z 任 6 ,

( i = 1 , 2 , … )

洲
。

{乙
ù任

O口
.

口.口O/l|

;;
!

一\

贝}1

梦
O二

乏 M ( x

厂
` ’ ) = 乞

了任` :

M ( a ) +
艺 M ( 月) +

乏 M ( b )

i谷G :
`

气
’

i 〔 c 3

〔M ( a ) +
,

M (口) 〕+ M ( b ) , n

, 一

M ( x

:
, , ) =

乏 M (口) +
艺 M ( a ) +

乏 M ( b )

沐 户 甲
」

` 已自

二
.

1日召 :

= 〔M (口) + M ( a )〕 + M ( bt ) , :

示任石奋

ao乏叫

由 M ( x )在 〔a ,

刃上为直线段可推出

补[二里
`

去业之」
。

。 、 ,

了a + 口\
. 、 二 ,

让
, _

百 I V上 t ee
气万一一 , 宁 J丫上 \ U 少 1 1̀

\ 乙 /

= 〔M ( a ) + M (口)〕 + M ( b ) m = 1

· 1 1 9
·



如取定 二 ,

则只 要取 ” 二 M 一

【~ 暇
~

1啊
。

由 “ ux 一 `一 。 范数定义
,

对

劣 ( I ) = {
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