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关于 ������ 空间的 � 性质的注记
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摘要 该文给出了 ������ 函数空间具有 � 性质的充分必要条件
�

关键词 ������ 空间
，
����� 空间

，
� 性质

�

��������主题分类 ���
，
���

本文 以 � 表示一个 ������空间
，
����表示 � 的单位球面

，

�
‘

表示 � 的对偶空间
�

以

�“
表示定义在无原子的有限测度空间��

，
艺

，
产 �上的可测 函数全体

�

定义 � 称 ������空间 � 为 �仅�� 空间是指 �仁 ��� 且具有如下性质
�

若 �二��川镇 ��

������任�
�

�

�
�

�且 �任�
，

则 �任� 且 ��� ��镇 ��� ��困
�

定义 � ， 〔 � 称为具有绝对连续范数是指�哭 ” ‘ 沁
。

“ 一 。 ，

其中 ��一 �‘ 任�
�

�‘ �����

记 �
。
一 �� 〔 � �� 具有绝对连续范数 �

�

定义 � ������ 空间 � 称为具有 � 性质�又称 �����
一

���� 性质 �是指对于任意的 二 ， ‘

乙

任�
，

��� ��二
”

��一 门二 ��一 �和 二
，

止匀
、

二
蕴涵 “不

，

一二 ”一 。

� 性质是 ������空间几何学中至关重要的概念
，

它在逼近论
、

控制论
、

概率论和优化理

论中有众多应用 仁，一 �〕
�

定义 � 称 ����� 空 间 � 具有 ����� 性质是指 �
。 ，�。

任� 和 �二
，�

����个 ��
。
������任�

�
�

�
�

�蕴涵 ��� ��
二

，，

��� ���
。
��

�

定义 � 映射 中
�尺一 仁�

，

�� �称为 �一 函数是指

���中 �����
，
中 ���� �当且仅当

�� �
�

���中 �一 ���中 ���
，
必 �几�� ��一 几 ���镇又必 ���� ��一几�中 �。 �当 穴 任��

，
��时

�

中 �“ �
� �� 二 中 �� �

������

�
� �和 ��� 二‘二� ���

�

“� � � “ � 的 �

以 ����表示 必 的右导数
，
以 少 ���表示 中 ���表示 中 ���的余 � 函数

，

即

全 ���� ����� �� �一 中 ���
��
� ��

�

������ 函数空间是指集合
·

扬��卜 �
二 。 ���

�
�

·

��
，

似��卜加
以��� �、 � �

或其子集合
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凡��，一
�
二 。 ���

�
� ·

��
，

、 ��，一
介

������ �、 � �

赋予 �
���������范数

� ‘，一
‘·‘
�
‘ � ��

�。 �
青

，成 ‘

或 ������ 范数

��� “ ‘ 一 �蚝�如
十似��，

�
所成的 ������空 间

�

为简单起见
，

记 �抓��� ��
。
���

，

����
。 �

，

������一 �肠���
，

����劫
�

定义 � 称 � 函数 必 满足 乙 广条件�简记为 必 任乙 夕
�

如果存在常数 ���和 ����满足

中 �����泌 ��� 当 �� �》 �。
时

�

定义 � 称 ������ 函数 中 是严格凸的
，

如果对于任意的
“ ，�任� 且 �井� 有

二 �� 十 ��
�产 �

—
�

� 艺 �

， �
，
二

， 、 �

二
， 、 、

�
、 一几

�

�岁 气狂少
�

十 岁 气刀��
。

乙

有关 ������ 空间的其它知识
，

请参考 〔��，

���和��〕
�

����年
，

陈述涛
、

王玉文���首先给出了 ������ 空间具有 � 性质的充分必要条件
，

但是该

文 限定 ������ 函数空 间 �袱��和 踢���中的 � 为 �
维空间的有界闭集

�

在证 明中用到 了
�

维空 间的有界闭集的紧性和 � 上连续函数族在可积函数族中的稠性等结果
�

故其证明不便

推广到一般测度空 间
�

这篇短文将用新 的证明方法讨论一般 ������ 函数空 间 �抓��和 �易

���中的 � 性质
，

证明了与��」中相应定理一致的结果 �同时证明过程也 比较简单
�

引理 � 假设 ����� 空间 � 具有 ����� 性质
，

则 � 具有 � 性质蕴涵每一个 �任� 都具

有绝对连续范数
�

证 如不然
，

存在 �任����和 。 。
��满足

���瓶 ” � ‘ ” 一 �
，
�，

’
� ，

其中 �
。

一 ��任�
�

���������
�

因为 � 具有 ����� 性质
，

存在 自然数列
��

�
��
�…满足 �

气一�异��

一一

���

其中 �
�

一 ��任�
��一 �

� �������
� 、
�

， ��

一 �
，
�

，… ，

记 �、
一�儿��

��� ��

����
。

了����，一 ，

��一 �
，
�

，… �
�

则

，�镇 ���
‘

��镇 ��� ��
，

故 ��� ���川 � �

一
�

�

事实上
，

对于任意的 �〔 �
’ ，

�可唯一地分解为

��

其中 ����一 �对于任意的 � 任 �
。 ，

��
，

必
二

〔�」�
�

� 十 �

丁
二�，�，�亡��� � 一 对任意的 了 。 二 成立 �见

因为 � 一 � 一 �石
‘

任 �
。 ，

所以 ��� 一 �
‘

�一 �
�

注意到��
，
��一 艺 ����

，， � 二
，

我

们得到

��
‘

一 � ，
��一 ��石�

，��� 。 ��’ 一 ����
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一� �警

·

这表明 � 不具有 ���性质
�

引理 � 如果毛几�� 肠 满足 �几 ��� 对某个 ���成立
，

则弋�
，

�是弱序列紧集
�

利用 ���。 的结果���
，

此引理容易证明
�

定理 �����
� 空间具有���性质的充分必要条件是

���中 〔 乙��

���中 是严格凸的
�

证 定理条件的充分性的证明与���的相应部分相同
，
只需证明条件的必要性

�

因为 ������ 空间具有 ����� 性质
，

又 ����
�� 空间的每一个元素具有绝对连续范数的充分

必要条件是 中任乙�，

故条件 ���成立
�

下面证明条件���的必要性
�

��� 关于 扬���
�

若 ���不成立
，

则存在一个区间队
，

习使得 必 在其上是一个线性 函数
�

取 � 的一个正测

度子集 � 满足

。
�
卫共兰�

。 ���镇 �
�

� ‘ �

再取
�
��满足

二了� 十 酬 。 �

�
， 、 ，

�
、

�
岁 】 一代丁一 �产 乙 十 岁 议少产 �行�乙 �一 �
� ‘ �

取 � 的两个子集 川 和 尽 满足

产 ��� 产 �孟
，
��� �鑫

再取 侧 的两个子集 斌 和 尽 满足

产 �圣一 产 �圣
，
��门 �呈

再取 �轰的两个子集 �聋和 �圣满足

产�盆一 产 �矛
，
�盖� �策

� 沪
，
��� �孟� �

一 必
，
��� �兰一 ��

一 沪
，
�盖� �羞一 ��

�

一般地
，

取 尽
一 ’
的两个子集 玛卜

�

和 尽
�

满足

产尽卜
，
一 产 尽

， ，

尽卜
�

门 尽
�
一 笋

，
�乳

一 ，
� �鉴

�
一 尽

一 ‘

��� �
，
�

，… � �� �
，
�

，… ，
�

” 一 ‘
�

�

置
�

·

�‘，一 ��
牺

，’。 一 ，
十 ��
瞥

‘。 十 �

耘
·

� 一 �
，
�

， ·

…

几��
，，

�一 �。 ���� 中�。��
擎
乙
十 中���产�����一 �

�

� � �
，
�

， ·

…

于是
，

我们有 ���
，�

��
。 一�

， �一 �
，
�

， ·

…

由引理 �
，

��
，�

�是弱紧序列
�

不妨设 �必要时取子列��
。

令 ����������
�
���。 �沁

，� �

则

���夕任�， ，

一
二

�

下面证明 ��二 ��
，
一 �

�

���� ��� ��备� ��� ��备�，�
，�

一�
。 、 �二

。 ，，�一 。 ，�。 �
毕

十，，�。 �
毕

�
。 ，�。 �。

‘ “ 白

�����

一 �。 �·�� 。 �。 ��
梦

� 。 �·�，�。 、 ��少�，�·，�，

一 ���，���� ��� ��歇

��少������产�����
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可见 ��
， ，��一 ��� ��扒

。 一 �
，
�

，… �
�

由 �
，

二斗工 立刻得到 ��
，
��一 ��� ��备

�

故 ��� ��
。
一 �

因为 ���
。

一�
，。

��
。
�

�一 �

二�
， ，

�
从沪 吸

�

���丈 �
一

产 乙
�

对任意
�
并� 成立

，

所 以 �
，

不依范数收敛于 �
�

此与 � 性

质相悖
�

���关于 �缸��的情形
�

若 ���不成立
，

则存在一个 区间 〔� ，

习使得 必 在其上是一个线性 函数
�

取 � 的一个正测

度子集 � 满足

少������产 ���� �
�

再取
�
��和 �仁 ��� 满足

少������产 � � 少���
���产 � � �

将 � 累次分割同上
，

并置

�
。
�，�� ��

，

万吃
一 �

十 “
灼�

�
，

��耘 � � �
，
�

，…

显然有 ���
。

��吕一���一 �
，
�

，… �
�

置 �
。

����
�

。

���，

则 ���
，

��冬� ��
�� �

，
�

，… �

由引理 �
，

我们可 以认为 �
。
一竺���

令 ����一����儿������
�

�

则 �任�袱��且 ��� ��
，一 �

�

从而

�� �二
，， ，
���

�
，

下
、 �

”
，
��

�
， ， ，

� 不万 又�巾��之，。 � 叶
一 �少 又���

纪 一

�
， 、 � ， ， ， 、 、 、

一 万 又� 十 �� �左�
，，

�� 乡
�

，

��易一 �

于是得 �任���扒���
�

二 本 �� 。 。
�

‘ ， 、
产���

�。 � ， ，
�

、

�
，， 一

二 、 � 一
，， ， 、

� ��
、 �， ， � ， ‘

四 刀 “ 潇 。

一禹
。
�� 。
一 、 �一 � 产一万一 丫 戈下尸万月功�士 息 浏 �

干� 肤兄
，

所 以 马 小依沱致收域
白 严

� 山

于 �
�

此与 � 性质相悖
�
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