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赋 p-Amemiya 范数 Orlicz 空间的对偶空间结构 
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摘要：Orlicz空间的对偶空间结构对于进一步研究 Orlicz空间的几何性质起着重要的作用．根据赋

Orlicz范数的 Orlicz空间的对偶空间结构，研究了赋 p -Amemiya范数 Orlicz空间的对偶空间结构，
得到了 2个空间的对偶空间结构具有相似性的结论，并且发现它们具有相等的奇异泛函范数． 
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On the dual space structure of Orlicz space equipped with p -Amemiya norm 
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Absract：The dual space structure of Orlicz space plays an important part in further studying its geometric 

properties．Studies the dual space structure of Orlicz space with p -Amemiya norm according to Orlicz norm and 
draws a conclusion that there is a similarity between the two spaces and finds that they have equal singular functional 

norm． 
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1 引言及预备知识 

自 1932 年著名波兰数学家W.Orlicz 引入 Orlicz 空间以来，Orlicz 空间理论因其重要的理论性质和应用

价值得到了长足的发展．关于 Orlicz 范数和 Luxemburg 范数的 Orlicz 空间的几何性质研究得已近乎完善，

而赋 p -Amemiya 范数 Orlicz 空间几何性质的研究刚刚开始．本文给出赋 p -Amemiya 范数 Orlicz 空间的对
偶空间结构和奇异泛函范数． 

以 X 表示一个 Banach 空间，  B X ，  S X 分别表示 X 的单位球和单位球面． 
定义 1[1] 设映射  :  0,     R ，如果 是偶的，非负连续凸函数，当且仅当 0u  时， ( ) 0u  ，

则称 为 Orlicz 函数．满足
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 的 Orlicz 函数称为 N -函数． 

定义 Orlicz 函数  u 的余函数为     sup : 0v v u u u    ． 

定义 2[2] 设 ( ,   ,   )G  是非原子完备的测度空间， 0L 是所有定义在G上的依测度等价的实值可测函

数的全体，对于任意 0x L ，称     d
G

I x x t    为 x关于 的模． 

Orlicz 空间  0 :  L x L   存在   0,   c I cx   及其闭子空间  0 : E x L   对于任意   0,   c I cx 
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．事实上，
0

,1x x  ， ,x x 
 ．已

经证明，对于任意的1 p  ，泛函 , px  为 L上的范数，且所有的范数是互相等价的，因此称泛函 , px 

为 L 上的 p -Amemiya 范数，赋予该范数的 Orlicz 空间记为 , pL ，并可以证明该空间为 Banach 空间． 

记 , ,,   p pL L  
   ， , ,,   p pE E  

   ． 

定义 3[3]45 如果存在常数 2k  和 0 0u  ，使得当 0u u 时，有    2u k u  ，则称函数 满足 2 条

件． 

引理 1[4] 2  等价于 2  ． 

引理 2[3]190 对于任意  , pf L
 ， f 存在唯一分解 f v s  ，其中： ,qv L ； s S ， S为奇异泛函，

即对于任意 , px E ，   0s x  ． 

引理 3[5] 下述命题等价： 

（1） , px E ； 

（2） , 0n px x


   n  ； 

（3） x具有绝对连续范数． 

其中：
nn Gx x   ；    :   nG t G x t n   ． 

2 主要结果及证明 

定理 1 , pL 自反的充要条件是 2 2   ． 

证明 必要性．由 , pL 是自反的可知， , pE 也是自反的，即  , ,p pE E 
 ．由引理 1可知， , pE

   

,qL ，于是    , ,p qE L 
     ,

, , ,
,
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，故 S  ， , ,p pL E  ．由 S  可

知， 2  ，由 , ,p pL E  可知， 2  ．因此 2 2   ． 

充分性．由 2  可知， , ,p pL E  ，   , , ,p p qL E L  
   ；由 2  可知， , ,q qL E  ， ,qL

   

 , ,q pE L 
  ．于是  , ,p pL L 

  ．故 , pL 是自反的．                    证毕． 

推论 1 对于任意 , px L ，有        ,, sup d ;   qp
G

x x t y t y t S E 
    
  
 ． 

定理 2 令  , pf L
 ，则 , ,q qf v s   ． 

证明 由引理 2 可知， f v s  ，故 , ,q qf v s   ．只须证明反向不等式：对于任意 0  ，取

 ,,   px y S L ，满足    , dq
G

v x t v t     ， , ,   qs s y   ． 

（下转第 21 页） 
 



第 4期                      滕兴虎，等：具不同阶导数的中值问题的辅助函数构造方法分类                     21 

   1 2 0g g    ．进而由罗尔中值定理可知，存在  1 2,      ，使得 ( ) 0g   ，这与已知 ( ) 0g x  矛

盾．因此，由 ( ) 0F   可得所需证明的中值表达式． 

例８ 设函数 ( )f x 在[0,   2]上二阶可导，且 ( ) 1f x  ， (1) (1) 3f f   ，证明：至少存在一点 (0,   2)  ，

满足 ( ) ( ) 0f f   ． 

分析 式 ( ) ( ) 0f f   可变形为 ( )( ( ) ( )) 0f f f     ．可构造辅助函数 2 2( ) ( ) ( )F x f x f x  ，只

需证明存在一点 (0,   2)  ，使得 ( ) 0F   且 ( ) 0f   即可． 

证明 对 ( )f x 分别在区间 [0,   1]与 [1,   2]上应用拉格朗日中值定理，有 1(1) (0) ( )f f f   ， (2)f   

 2(1)f f  （ 1 10 1,   1 2     ）．由于 ( ) 1f x  ，则有  1 2f   ，  2 2f   ．  

若令 2 2( ) ( ) ( )F x f x f x  ，则  1 5F   ，  2 5F   ， 2 2(1) (1) (1) 2 (1) (1) 6F f f f f     ．因此有

1 2(1) ( ), (1) ( )F F F F   ．由此可知，存在  1 2,      为函数 ( )F x 在区间  1 2,     上的最值点，且

( ) 2 ( )( ( ) ( )) 0F f f f        ．因此 ( )F  为最值且 2 2( ) ( ) ( ) (1) 6F f f F      ．而 ( ) 1f   ，故必

有 2 ( ) 0f   ，进而 ( ) ( ) 0f f   ． 
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不妨设  , px S E ，取 0  ，使  E  且    d
E

x t v t   ．取 0k  ，    ,   H t G y t k   ，满

足  H  ，    d
H

y t v t   ， ,H py   ．定义      G H
H

u t x t y t    ，由引理 3可知，   , p
u t
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    , , , ,,   d ,   2 ? 4H q q q q
G

s y v t x t s y v s v s                      ，由任意性，有 f   

, ,q qv s  ．故 , ,q qf v s   ．                                                    证毕． 
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