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摘要　本文对于赋 Luxemburg范数的 Orlicz-Lo rentz空间 (∧ h,w ,‖· ‖ ) ,引进了一种与

Luxemburg范数等价的新的范数 (记为‖ · ‖ 0 ) ,称之为 Orlicz 范数 ,并且给出了 Orlicz-

Lorentz

空间∧ h,w关于 Orlicz范数严格凸的充要条件 ,这为研究 Orlicz-Lorentz空间的几何性质提供了

一个新的框架 .
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1　引言
本文用 R、R+ 分别表示实数集、非负实数集 . 一个函数 h: R+ →R+称为 Orlicz函数 ,若

它满足: ( 1)h为凸的、连续的 , ( 2)h( 0)= 0,h(u )> 0, (u> 0) , ( 3)
h(u)
u
→∞ (u→∞ ) ,

h(u )
u
→ 0

(u→ 0) , w: ( 0, r )→ R+ (这里 (r <∞ )表示一个非增可积函数且∫
s

0
w ( t ) dt≠ 0(s≤ r ) ,我们

称之为权函数 . 令 M表示所有 f : ( 0, r )→R组成的集合 ,且 f对于 Lebesgue测度 u是可测
的 . 对于 f∈ M ,我们定义它的分布函数

d f (θ) = _ {s∈ ( 0, r ) ,|f (s )|> θ} ,θ≥ 0,

及|f|的非增等可测重排
f
* ( t ) = inf {θ> 0: d f (θ)≤ t } , t∈ ( 0, r ) .

对于 f∈ M ,令

dh( f ) =∫
r

0
h( f * ( t ) )w ( t )dt =∫

r

0
h(|f ( t )|)* w ( t )dt

则 Orlicz-Lorentz空间定义如下:

∧ h, w = { f ∈ M: λ> 0,使dh(λf ) < ∞ } ,

且‖ f‖ = inf {λ> 0:dh(
f
λ

)≤ 1} .

这里“‖ · ‖ ”我们称之为 Luxemburg范数 . 如果令 w为一常数 ,则∧ h, w成为 Orlicz空间

Lh. 若h(u )= u
p
,则∧ h,w成为 Lorentz空间∧ p , w .

Orlicz-Lorentz空间作为 Orlicz空间与 Lo rentz空间的一种推广 ,在插值空间理论研究
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中具有重要应用 . 关于赋 Luxemburg范数的∧ h, w的几何性质 ,人们已经有不少研究 (如见
[1- 5] ) . 其中 , Kaminska在 [1 ]中证得了 (∧ h, w ,‖· ‖ )是严格凸的当且仅当 a )h∈ △ 2 ,b)

h是严格凸的 ,c )w ( t )> 0, t∈ ( 0, r ) (r <∞ ) . 在本文中 ,我们对∧ h, w引进一个与 Luxemburg

范数等价的新的范数‖ · ‖ 0 ,称之为 Orlicz范数 . 利用此范数我们得到了 (∧ h, w‖ · ‖ 0 )

是严格凸的充要条件 . 注意到 Orlicz空间几何理论由于有了 Luxemburg与 Orlicz两种范

数而显得丰富多彩 (见 [6] ) ,因此 ,对∧ h,w引进 Orlicz范数就必将丰富对∧ h, w几何性质的研
究 .

2　 Orlicz-Lorentz空间的 Orlicz范数
我们令J(u )表示 Orlicz函数h(u )的余函数 ,即J(u )= sup

v> 0
{uv-h(v ) ) ,u∈ R+ .对于 f

∈ ∧ h, w ,令‖ · ‖ 0与之对应 ,即

‖ f‖
0
= sup
d
J

( g)≤ 1∫
r

0
f
*
( t ) g

*
( t )w ( t )dt

　　下面我们将证明‖ · ‖
0
为∧ h,w的一个范数 ,且 (∧ h, w ,‖ · ‖

0
)为一 Banach空间 . 在

证明此结果之前 ,需引入以下几个事实及引理 .

事实 (a ) . 对于 Orlicz函数 h(u )及它的余函数 J(u )有如下的不等式 ( Young不等式 )

成立 (见 [6] , P23 ):

uv≤h(u )+ J (v ) ,特别地 up (u )= h(u )+ J (p (u ) ) ,这里 p (u ): [0,∞ )→ [0,∞ )是非

降、右连续的 ,且满足h(u ) =∫
u

0
p ( t )dt .

事实 (b) .根据 f
*
( t )的性质及J(u )、 p (u)的非降性 ,则有

∫
r

0
J (p (|f ( t )|) )

*
w ( t )dt =∫

r

0
J( p ( f

*
( t ) ) w ( t ) dt =∫

r

0
J( p (|f ( t )|)

*
)w ( t )dt .

　　引理 2. 1　 ( i )若‖ f‖
0
≤ 1,则dJ ( p (|f|) )≤ 1.　　 ( ii )若‖ f‖

0
≤ 1,则dh( f )≤‖ f

‖ 0 .

证　 ( i )若‖ f‖
0≤ 1,有dJ ( p (|f|) )> 1,取 f ( t )的截断函数为

f n ( t ) =
f ( t )　|f ( t )|≤ n

0　|f ( t )|> n.

则有|f n ( t )|≤n ,从而 dJ (p (|f n|) ) <∞ ,同时 ,由于 0≤|f n ( t )|↑|f ( t )|,便有 f
*
n ( t )↑ f

*

( t ) (见 [1 ] , P32 ) . 这样 ,由 Levy定理有

∫
r

0
J( p ( f

*
n ( t ) ) )w ( t )dt→∫

r

0
J( p ( f

*
( t ) ) ) w ( t ) dt

取充分大的 N ,使　　∫
r

0J (p ( f
*
N ( t ) ) ) . w ( t )dt> 1.

根据J(au )≤aJ (u ) , 0≤a≤ 1(见 [6] , P22 ) ,则有

∫
r

0
J(

p ( f *N ( t ) )

∫
r

0
J( p ( f *N ( t ) ) ) . w ( t ) dt

)  w ( t )dt≤
∫

r

0
J( p( f *N ( t ) ) ) w ( t )dt

∫
r

0
J( p( f *N ( t ) ) ) w ( t )dt

= 1.

于是根据‖· ‖ 0的定义及事实 (a )、 (b)有

‖ f‖ 0≥ ‖ f N‖ 0 = sup
d
J

(g )≤ 1∫
r

0
f
*
N ( t ) g

* ( t )w ( t )dt≥∫
r

0
f
*
N ( t )

p ( f
*
N ( t ) )

∫
r

0
J( p ( f *N ( t ) ) ) w ( t ) dt

 

w ( t ) dt =
∫

r

0
[h( f*N ( t ) ) + J( p( f *N ( t ) ) ) ]  w ( t )dt

dJ (p (|fN|) ) =
dh( f N ) + dJ ( p (|f N|) )

dJ ( p (|f N|) > 1.

这与‖ f‖ 0≤ 1相矛盾 ,所以原命题成立 .
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( ii )由 ( i)知 ,dJ (p (|f|) )≤ 1,于是

dh( f ) =∫
r

0
h( f * ( t ) ) w ( t )dt≤∫

r

0
f
* ( t ) p ( f * ( t ) ) w ( t ) dt

≤ sup
dJ ( g)≤ 1∫

r

0
f
*
( t ) g

*
( t ) w ( t ) dt = ‖ f‖

0

　　引理 2. 2　令 Jh= { f∈ M:‖ f‖
0
= sup
d
J

( g)≤ 1
∫

r

0 f
*
( t ) g

*
( t ) w ( t ) dt <∞ } ,则∧ h,w= Jh.

证　对于 f∈ ∧ h,w , λ> 0,使dh(λf ) <∞ . 于是 ,对于 g∈ ∧ h, w ,dJ (g )≤ 1,有

∫
r

0
f
* ( t ) g* ( t ) w ( t )dt =

1
λ∫

r

0
λf * ( t )g* ( t )w ( t )dt≤

1
λ∫

r

0
( (h(λf * ( t ) + J(g* ( t ) ) )w ( t )dt

≤
1
λ(dh(λf ) + dJ (g ) ) < ∞

这样 ,‖ f‖
0
= sup

d
J

(g )≤ 1∫
r

0
f
*
( t ) g

*
( t )w ( t )dt < ∞ ,从而 ∧ h, w Jh.

反之 ,若 f∈ Jh,则‖
f

‖ f‖ 0‖ = 1,由引理 2. 1中的 ( ii )dh(
f

‖ f‖ 0 )≤ 1,从而
f

‖ f‖ 0∈

∧ h, w ,而∧ h, w为线性集 ,便有 f∈ ∧ h, w ,这样 Jh ∧ h, w . 证毕 .

定理 2. 3　‖· ‖ 0为∧ h, w的一个范数 ,且 (∧ h, w ,‖· ‖ 0 )为 Banach空间 .

证　首先证明‖· ‖
0
满足范数的三条公理 .

( i )‖ f‖ 0= 0 f = 0.

由 f = 0 ‖ f‖
0= 0,显然 . 反之 ,若‖ f‖

0= 0,即对 g且dJ (g )≤ 1,有

∫
r

0
f
*
( t )g

*
( t )w ( t )dt = 0. 则 f

*
( t ) g

*
( t ) w ( t )= 0,a.e. t∈ ( 0, r ) .由于 g是满足dJ (g )≤ 1

的任意可测函数 ,W为非增权函数 ,且 W≠ 0及 f
*
( t )在 ( 0, r )上非增 ,有 f

*
( t )= 0,a. e. t∈

( 0, r ) ,从而 f ( t )= 0,a. e. t∈ ( 0, r ) ,即 f = 0.

( ii )‖ af‖ 0= |a|‖ f‖ 0 ,a为实数 ,这是显然的 .

( iii)‖ f+ g‖
0≤‖ f‖

0+ ‖ g‖
0 , f ,g∈ ∧ h, w .

‖ f + g‖ 0 = sup
d
J

(h )≤ 1∫
r

0
( f ( t ) + g ( t ) )* h

* ( t )w ( t )dt

≤ sup
dJ (h )≤ 1∫

r

0
f
*
( t )h

*
( t )w ( t )dt+ sup

dJ (h )≤ 1∫
r

0
g
*
( t )h

*
( t ) w ( t )dt≤‖ f‖

0
+ ‖ g‖

0
.

这样 , ( i )、 ( ii)、 ( iii)均成立 ,‖· ‖
0
为∧ h, w上的一个范数 ,我们称其为 Orlicz范数 .

其次 ,由于∧ h,w是线性的 ,可知 (∧ h, w ,‖ · ‖ 0 )为一赋范线性空间 . 下面证明 (∧ h,w ,‖
· ‖ 0 )为一 Banach空间 . 首先 ,需要证明这样一个关系式 ,即

‖ f‖ ≤‖ f‖
0
≤ 2‖ f‖ 　　 f ∈ ∧ h, w .

事实上 ,取 g ( t )= p (
f
*
( t )

‖ f‖
0 ) ,则 g

* ( t )= g ( t ) ,且由引理 2. 1中的 ( i)有 ,dJ (g )≤ 1,从而

dh( f
‖ f‖

0 ) =∫
r

0
h( f

*
( t )

‖ f‖
0 ) w ( t )dt≤∫

r

0
h( f

*
( t )

‖ f‖
0 ) w ( t )dt +∫

r

0
J( p( f

*
( t )

‖ f‖
0 ) ) w ( t )dt

=∫
r

0

f
* ( t ) p ( f

*
( t )

‖ f‖
0 )

‖ f‖
0 w ( t )dt≤ 1

‖ f‖
0∫

r

0
f
* ( t ) g

* ( t ) w ( t ) dt

≤
1

‖ f‖ 0  ‖ f‖ 0 = 1

于是‖ f‖≤‖ f‖
0 ,又

‖
f

‖ f‖ ‖
0
= sup

d
J

( g )≤ 1∫
r

0

f
*
( t )

‖ f‖ g
*
( t ) w ( t )dt≤ sup

d
J
( g )≤ 1∫

r

0
(h(

f
*
( t )

‖ f‖ ) + J( g
*
( t ) ) ) w ( t )dt
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≤ 1+∫
r

0
h(

f
* ( t )
‖ f‖

) w ( t ) dt≤ 1+ 1= 2.

于是 ,‖ f‖
0
≤ 2‖ f‖ .这样 ,我们证得‖ · ‖

0
与‖ · ‖等价 . 已知 (∧ h,w ,‖ · ‖ )为 Ba-

nach空间 ,从而便有 (∧ h, w ,‖· ‖
0
)也为 Banach空间 ,可简记为∧

0
h, w .

与 [6 ]中的 P43 , Th1. 25、 Th1. 26及 P46 , Th1. 27的证明相类似 ,我们有下面相应的结果
.

定理 2. 4　若存在 k> 0,使dJ ( p (k|f|) )= 1,则

‖ f‖
0
=∫

r

0
f
*
( t ) p (k f

*
( t ) )w ( t ) dt =

1
k
( 1+ dh(k f ) ) .

　　定理 2. 5　对 f∈ ∧ 0
h,w ,‖ f‖ 0= inf

k> 0

1
k
( 1+ dh(kf ) ) .

定理 2. 6　 f∈ ∧ 0
h, w ,当且仅当 k∈ K ( f )= [k* ,k* * ]时 ,

‖ f‖ 0 =
1
k
( 1+ dh(k f ) ) = inf

h> 0

1
h
( 1+ dh(h f ) ) ,

这里 k
* = inf {k> 0:dJ ( p (|f|) )≥ 1} ,k

* * = sup{k> 0: dJ (p (|f|) )≤ 1}.

3　∧ 0
h, w的严格凸性

一个 Banach空间 X称为严格凸的 ,若对任意 x , y∈ X ,‖ x‖ = ‖ y‖ = 1, x≠ y ,有‖
x+ y
2
‖ < 1. 我们用 S( X )表示 X的单位球面 .

引理 3. 1( [1 ] )　对于定义在 ( 0, r )上的任意可测函数 f、 g ,若|f ( t )|≤|g ( t )|,a.e. t∈
( 0, r ) ,且存在 A ( 0, r ) ,_ A> 0,使得|f ( t )|<|g ( t )|, t∈ A ,则存在 B ( 0, r ) ,_ B> 0,使
得 f

* ( t ) < g
* ( t ) , t∈ B .

定理 3. 2　∧
0
h, w是严格凸的 a)h是严格凸的 ,b) w ( t )> 0, t∈ ( 0, r ) .

证　充分性 . 对任意 f、 g∈ S (∧
0
h, w ) , f≠g ,下面将证明‖

f+ g
2
‖

0
< 1.

令 k1∈ K ( f ) ,k2∈ K ( g ) ,则由定理 2. 6有

‖ f‖
0
=

1
k1
( 1+ dh(k1 , f ) ) ,‖ g‖

0
=

1
k2
( 1+ dh(k2g ) ) .

由于 f≠g ,则存在 A ( 0, r ) ,_ A> 0,使得 k1 f ( t )≠ k2g ( t ) , t∈ A.否则 ,若 k1 f ( t )= k2g ( t ) ,

a. e. t∈ ( 0, r ) ,则 k1= ‖ k 1 f‖
0= ‖ k2g‖

0= k2 ,从而 f ( t )= g ( t ) ,a. e. t∈ ( 0, r ) ,即 f = g,与

f≠ g矛盾 . 由于 h是严格凸的 ,则对于 t∈ A ,

h(
2k1k2

k1 + k2
|
f ( t ) + g ( t )

2
|) = h(|

k2 (k1 f ( t ) )
k1 + k2

+
k1 (k2g ( t ) )
k1 + k2

|)

<
k2

k 1+ k2
h(k 1|f ( t )|) +

k1

k1 + k2
h(k2|g ( t )|) .

由引理 3. 1有

h(
2k 1k2

k1 + k2
|
f ( t ) + g ( t )

2
|)

*
< [

k2

k1+ k2
h(k1|f ( t )|) +

k1

k1 + k2
h(k2|g ( t )|) ]

*

对 t∈ B ,B ( 0, r ) ,_ B> 0. 由于 w ( t )> 0, t∈ ( 0, r ) ,于是

∫
r

0
h(

2k1k2
k1 + k2

|
f ( t ) + g ( t )

2
|)* w ( t ) dt <∫

r

0
[

k2
k1 + k2

h(k1|f ( t )|) +
k 1

k1 + k2
h(k 2|g ( t )|) ]*

w ( t )dt≤
k2

k1 + k 2∫
r

0
h(k1|f ( t )|)* w ( t ) dt+

k1
k1 + k2∫

r

0
h(k2|g ( t )|)* w ( t )dt .

从而 ,由定理 2. 5有

‖
f + g

2 ‖
0
≤

k 1+ k2
2k1k 2

( 1+ dh(
2k1k2

k1+ k2
 

f + g
2 ) )
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<
k1 + k2
2k 1k2

+
1
2k1∫

r

0
h(k1|f ( t )|)* w ( t ) dt+

1
2k2∫

r

0
h(k2|g ( t )|)* w ( t )dt

=
1
2
[
1
k1

( 1+ dh(k 1 f ) ) ]+
1
2
[
1
k2

( 1+ dh(k 2g ) ) ]

=
1
2
‖ f‖ 0 +

1
2
‖ g‖ 0 = 1.

故∧ 0
h, w是严格凸的 .

必要性 . 若 ( i )不成立 ,即h不是严格凸的 ,则存在 v0> u0 ,使得 p (u )在 [u0 ,v 0 ]上取常数
值 A> 0. 取 a> v0 , r1> 0,使

J( p (a ) )∫
r1

0
w ( t )dt > 1, J ( A )∫

r1

0
w ( t ) dt < 1.

命 F ( t ) = J( p(a ) )∫
t

0
w ( t )dt+ J( A )∫

r
1

t
w ( t )dt ,令 t→ r1 ,则有 F ( t )→J (p (a ) )∫

r
1

0
w ( t )dt

> 1. 又令 t→ 0,则有 F ( t )→J ( A )∫
r
1

0
w ( t )dt < 1,因此 ,存在 r 0 , 0 < r0 < r 1 ,使

J(p (a ) )∫
r
0

0
w ( t )dt+ J ( A )∫

r
1

r
0

w ( t )dt = 1.

取 r0 < s < r 1 ,便有

J( p (a) )∫
r
0

0
w ( t )dt + J( A ) (∫

s

r
0

w ( t )dt +∫
r
1

s
w ( t )dt ) = 1 ( 1)

再取X、U> 0,使 v 0-X> u0+ U,且

∫
s

r
0

(v 0 - X) w ( t ) dt+∫
r
1

s
(u0 + U) w ( t )dt =∫

s

r
0

v0w ( t )dt+∫
r
1

s
u0w ( t )dt ( 2)

令 k = a p (a )∫
r0

0
w ( t )dt+∫

s

r
0

Av 0w ( t )dt +∫
r1

s
Au0w ( t )dt ( 3)

f =
1
k
(ai[0,r0 ] + v0i[r0,s ]+ u0i[s, r1 ] )

g =
1
k
(ai[0,r

0
] + (v0 - X)i[r

0
,s ] + (u0 + U)i[s ,r

1
] ) .

则 f≠ g ,且 f
*
= f , g

*
= g.另外

f + g
2

=
1
k
ai[0, r

0
]+

1
k
 
v 0+ v0 - X

2
i[r

0
, s ] +

1
k
 
u0 + u0 + U

2
i[s ,r

1
] ,

(
f + g

2
)* =

f + g
2

.

注意由 ( 1)式可有

dJ ( p (k|f|) ) = J( p (a) )∫
r
0

0
w ( t ) dt + J( A )∫

s

r
0

w ( t )dt+ J ( A )∫
r
1

s
w ( t )dt = 1.

再根据定理 2. 4及 ( 3)式就有

‖ f‖ 0 = 1
k
(∫

r
0

0
ap (a) w ( t )dt +∫

s

r0

v0 Aw ( t ) dt+∫
r
1

s
u0Aw ( t )dt ) = 1.

又根据 ( 1)、 ( 2)、 ( 3)式 ,同理可证得‖ g‖
0= 1,‖ f+ g

2
‖ 0= 1,这与∧ 0

h, w的严格凸性相矛盾 ,

故 ( i)成立 .

若 ( ii )不成立 ,则存在 0 < r 0 < r ,使 w ( t )= 0, t∈ (r0 , r ) .取 a> 0,使‖ ai[ 0,r
0
]‖ 0= 1.然后

令

f = ai[0,r
0
] ,　　g = ai[ 0,r

0
] +

a
2
i[r

0
, r ] .

则‖ f‖ 0= 1, f≠ g.令 k∈ K ( f ) ,便有
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1 = ‖ f‖
0
≤‖ g‖

0
≤

1

k
( 1+ dh(kg ) ) =

1

k
( 1+∫

r
0

0
h( ka )w (t ) dt =

1

k
( 1+ dh( k f ) ) = 1.

于是‖ g‖
0
= 1. 而

f+ g
2 = ai[0,r

0
]+

a
4i

[r
0
,r ] ,同理可证得‖

f+ g
2 ‖

0
= 1,这与∧

0
j, w的严格凸

性相矛盾 . 证毕 .

推论 3. 3( [6, P 77定理 2. 4] )　赋 Orlic z范数的 O rlicz空间 L
0
h是严格凸的 h是严格

凸的 .

证　这里 w ( t )= 1> 0, t∈ ( 0, r ) ,所以根据定理 3. 2,此推论显然成立 .
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STRICT CONVEXITY OF ORLICZ-LORENTZ
SPACES WITH ORLICZ NORM
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Abstract

In this paper , w e introduce Or licz norm which is equiv alent to Luxemburg no rm in O rlicz-Lo rentz

spaces. And then, w e g iv e a criterion for st rict convex ity of O rlicz-Lo rentz spaces equipped w ith O rlicz

norm. This provides a new fr ame fo r studying geome tric properties o f O rlicz-Lo rentz spaces.
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