
关于 o rli c z 空间范数的计算公式

与 严 格 赋 范 的 条 件

吴从折 赵善中 陈俊澳
白

内 容 提 要

众所周 知
,

O rI l’ c z 空 间是一类在非线性问题 中起着重要作用的从范空 间
,

而范数公式 和严格斌范条

件则又 是斌范空间在实际计算和最佳逼 近等方面所必需解决的两个重要问题
,

因此
,

对 O : l f c 二 空间来

解决这两 个相应 问题 自然是有其明显意义的
。

本文将在前人工 作的基础上
,

对空间的范数公式进行更细致

的讨论
,

同时首 次给出它的严格从范条件
。

我们知道在 O r l i e z
空间中定义有 L u x e m b u r g 范数

1一 {(一 J
。 M

〔琴!
d · 、 1 ·̀ ,

和 o r l i e z
范数

{
’

u n,
二 , Su P
一 , o N 〔 u ( x )〕d x ` 1

u ( x ) u ( x ) d x

显然
,

直接利用 o r l i e z
范数的定义来计算是不便的

,

针对这个问题
, K p a e H o e e TJ b e K , ,户

和 p y T , 从 K H众〔`〕 得 flI 了如下的结果
:

公式 A 对任何 u( x) 〔 L几恒有

!
.

u },川 = 、

以之(
, +

丁
。 M 〔“ · `· ,〕 d X

)
公式 B 设 u( x) ` L益

,

若存在正数 瓦 使

f
N 〔p (、 Iu ( : ) 一) 〕d X =

J G

其中 (P x) 是 M ( x) 的右导数
,

则

U ,从 二

丁
。 p ( “ ! 。 ( X ) } ) 一 ( X ) ! d X =

孟(
` +

丁
。
M 〔“ · ( X )〕“ X

)
本文的那将对这两种计算 o r l i c z

范数的公式进行更为深人细致 的讨论
,

至于 那 的 日的

则是给出 o r l i cz 空间关于两种范数严格赋范的条件
。

为方便起见
,

对任何给定的 u( x) 任乙几
,

记

, ( k ) =

I
。 N 〔p (“ }u ( x , . ,〕“ x

` (“ ) =

I
。 p (“ , u ( x , } , ! u ` x , ,“

X
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: ( 、 ) =

f
_

、 〔、 “ ( 二) 〕a x

J 0

L `“ , =

之
“ + “ `“ ,卜乏(

` +

IoM
〔“ u (二 )〕 a

x)
其中 瓦为实数

。

容易知道
,

(J 幼的定义域或为形如〔。
、

的
,

〔。
、

的
,

的有限 区间
,

或为

〔o
、

OO )
, I (k ) 和 E ( k )的定义城也如此

,

而 L (k ) 的定义域则为形如 ( o
、

b )
,

( o
,
b〕的有限

区间或 o(
、

OO )
。

因为

M〔k u ( x ) 〕( p (k l
u ( x ) I ) .“ ( x ) I

,
( x 〔 G )

所以只要 I (幻存在
, E (幼就存在

,

又由

k p (瓦}u ( x ) } ) lu (戈 )卜 N 〔p (七}u ( x ) ! ) 〕 + M〔k u ( x ) 〕
,

( x 〔 G )

可知此时 J ( k )亦存在
,

并且有

无I (无) = E (七) + J ( k ) ( 带 )

采用这些记号
,

则公式 A
,

B 可改写成
!! 二 !! _ i n f

, , ` 、

11“ 1}期 = 若之。 L (k )l, ’ l, m 一 耘> 0 “ 、 “ 尹

l u l对 = I ( k ) = L (k ) 当 J (k ) = l时

文中沿用 〔`〕中的一切名词和符号
。

圣 I O lr ic z 范数的计算公式

引理 I E ( k )
、

L (幼在其定义域上处处连续
。

〔证〕 设 耘。
为 E (无)定义域上一点

,

在 E ( k )的定义域内任取 k
n

, 介
。
(作

~
)

,

若有

某个 耘
, 。

> k 。 ,

则从某 k。 :
之后恒有 k

。
< k

。 。 ,

于是由

M〔k
n “ ( x ) 〕《 M 〔耘

o u ( x 〕任 L : (件 > 玲 : )
,

M〔k
, u ( x ) 〕 , M〔充

。 u ( x )〕 (大 〔 G
, ” , OO )

和 eL be s g u e
积分号下取极限定理即得

n

oontL
E (“ ·

卜恶 I
。
M〔“

· u ( x )〕` x =

I
。 M〔“

。 u ( x ,〕d x = E “̀ 。
,

若对一切 n 均有蛛 《 k。
,

同理可知上式成立
,

故 E (幻在 女.
处连续

。

(若定义域 为闭

区间或半闭区间
,

则在端点处连续指的是左连续或右连续 )
。

同理可证
,

L (幼在其定义域上处处连续
。

引理 Z J (幻和 I (幻在其定义域内部处处右连续
。

〔证〕 仿引理 1 并注意到 p u( ) 的右连续性即可证得
。

引理 3 在 I ( k )的定义域内部恒有 E , ,
( k ) = I ( k )

,

其中 石, ,
( k )为 E (丸) 对 丸 的右

导数
。

〔证 〕 设 k 。

为 (I 幼 的定义域内部一点
,

取充分小的 乙 k> 。使 k
。 + △ k 仍在 (I 幻的

定义域内部
,

则因

O

内

l
E ( k
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。
) _
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M以北
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)
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乙北
簇 I (丸

。 + 乙北 )

但由引理 3有

`

乏竺
。 + ` (、 。 + ` 、 ) = ` (、 。

)

因而

E , 十
(无

。
) = I (允

。
)

定理 i 对 L益中的任何非零元素 u ( x )
,

!{u l! ,
= L ( k )当且仅当 北〔 〔火

* ,
化

* 由

〕时成

立
,

其中

“一 ,

思
> , {、 }

〔证 〕 因为由公式 A有
: {{uIT 对

_ i” f
一 k任口

“ ’ ` = J (
忿迄

1 {“ }

L伙 ) (口为 L伙 )的定义域 )
,

故只须证 L ( k )

当且仅当瓦任〔护
,
瓦

* *

〕时达到最小值
。

首先说明 L (幻 存在最小值
。

若 L (幻 的定义域为 o(
,

、 )
,

则由

之(卜丁
。
M 〔k· (· ) 〕 `

今
>
孟(

` ·

夸I
。 p

(誓
,· `· , ,

)
,
· `· , ,̀ ·

)
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可知、

嘿
二 (、 ) = co , 若 : (、 ) 的定义域为 o(

, 。 )
, 。 为有限正数

,

则由 eL vy 定理可知

不i附

k , b
-

: (、 ) = : (。 ) 二 OO , 再注 意到、

鳃
十 : (、卜 co 和引理 1 便知在这两种。 况下 : (、 )

均有最小值
。

至于

小值
。

现证当 瓦< 砂
,

因为若 瓦〔 o(
, 瓦,

)
,

k < 妒 时有

: (、 )的定义域为 (。
, 。〕

、

由 、
鳃

, : (、 ) = co 和引理 , 亦知 : (、 )有址

k > k
食 * (叱任口 )时 L (幻均不能取得最小值

,

显然 o(
,

护 )二 a 。

这是

则 J (k ) < 1 ,

从而由范数定义有 I ( k ) ( !! u !…,
,

于是 k 〔 口 , 又注意当

E (瓦) ( E (瓦) + J (瓦) = 叱 I (瓦 ) ( k 1
u l! , 簇北

*

1{u TI,

因而山 F 。 `。 u
定理可推出 E (、

,
) 、 、
坎

, 一 : (、 ) 、 、 ·

! ,u !!从
,

即 、 ,

。 a
。

至 : :
当 、 。 、

·

、二

k 。 〔 a时
,

则显然也有 ( o
,
k
。
)仁 a

。

设 肠 < 护 ( k。 〔 川
,

则由引理 3 及 ( 米 )式有

一 l
,

.

,
, 、 、

1
`

’

+ 气凡 ) = k : 一 气上 + 乙 “ ) ) + 无
之 吸K )

1
, , _ , , , _ 、

,
, , _ 、 , 、

1
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一

叱: ` J `凡 ) 一 i )



由于 J ( k
J
) < l

,

故得 L
` 十

伙
。
) < o

,

可见 k 。

右边总有 k 使得 L ( k )小于 L ( k
。
)

,

即 L ( k
。
)活

答
: (、 ,

。

又设 k。 > k食 *
(阮

。 〔 o)
,

我 们证明对充分小的 乙k > o ,
L (瓦

。
) 一 L ( k。 一 △幻 > 。 ,

于是

L (幼 在 k。 处就达不到最小值
。

取 乙瓦> o 使 k
。 一 乙 k > k 含 * ,

则
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k
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。
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乙瓦
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但
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o
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乙叱

=
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一

f
J 6 、 乙瓦 J

丸
。
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(无
。 一 乙无 )
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)
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。 一

, ) l。 ( x ) ! ) I。 ( x ) l d二
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,

J O

故
` . 、

~ 乙丸
L ( `

。 , 一 乙 (`
“ 一 。 代 , 尹飞

。
(天

。 二及 ) 气一 ` 十 L̀ 。 一 。 ` ) ` 气̀ 。 一 。 凡 ’

一 E (北
口 一 乙k ) ) = 乙瓦

北。
(k

o 一 乙k )
( J (k

。 一 △ k ) 一 l )

注意到从 丸。 一 乙 k ) k* .

可推出 J (瓦
。 一 k乙 ) ) 1 ,

因而 L (k 。 ) 一 L ( k 。 一 乙k )夕 o 。

剩下只要证明当 k。 〔 〔护
,
k

* 介

〕 时 L ( k
口
) =

矛竹 1玲

k 〔 U

毛 ( k )
。

若 k
* 二 k * * ,

则由 L伙 )最

小值的存在性立即可知在 瓦。 =
妙

二 砂
食

处 L (幻 取得最小值
。

若 妒铸 k
. 食 ,

即 妒 < k
由食 ,

则对 火。
任 ( k

* ,
k

* 奋
) 必有 J (k

口
) = l ,

从而由公式 B得 L (叱
。
) =

羚忿乙件

k 任口
L (k )

,

另外由 加 u y定

理可推知 : (“二 ) = 、
二之

. * “ (“ ) = 打忿工炸

化任 a

毛 (k )
,

再由 乙伙 )在 ( o
,
瓦

* *

〕 上的连续 性 (引

理 1 )又知 L (瓦
* ) =

尹竹正性

k 〔 a
L (k )

定理 2 对任何非零的 u( x) 〔 *L 川 ,

使 L (幻 =
}“ l对 成立的 k均唯一的充要条件是

M u( ) 当 “ )
“ 。

时它的图形不含直线段
,

其中 u 。 =
i件 f

p ( u ) > c

u ,

而 N ( c ) m G 二 1
。

〔证 〕 充分性
,

只须证对任何 u( x) 〔 *L 从均有砂
= 北

* * 。

如若不然
,

则对某个 u( 川 吓

*L 川 有 k *

< 丸
* * ,

即有 k : , k :

使得 护 < k : < 棍 < 北
* * ,

易见



J (瓦一)
=

f
_

N 〔p ( 、 ,

.“ ( x ) }〕d二 = 1 = N (。 )茄
J 0

故必有 G
。
二 G

,

k :
! u ( x ) !》 u 。 ,

川 G 。

又从

o > 0 使当 x 任 G 。
时 N印 ( k l u 伙 ) l ) 〕》 N ( e )

,

从而 p ( k :
l“ ( x ) l ) 》 C -

` (“ 2 , =

JoN
〔 p`“ 2

,“ `“ , ,, ,“
= `

矛U

N〔 p (瓦:
. u ( x ) l )〕》 N〔 p (北,

Iu ( x ) . )〕 ( x 〔 G )

可推出

N 〔p (允:
Iu ( x ) l〕

= N 〔p (允:
l“ (戈 ) l ) 〕 P

.

P
.

于 G

于 是 有 x 。
任G

。

使 得 N 〔p伙:
}“ ( x 。 ) ! ) 〕 = N 〔p (k :

l“ ( x 。 ) { ) 〕
,

即 p 伙 Z
lu ( x

。
) l )

= p ( k :
! u ( x

。
) } )

,

这表明 p (` ) 在 〔k :
! u ( x 。 ) }

,
瓦:

}u ( x
。
) {〕 上等于常数

,

因而与 M ( “ )的

图形 当 u 》 “ 。

时不含直线段发生矛盾
。

必要性
,

若 M ( u )的图形在 〔“ : , u Z

〕 (“ : > “ : 》 u 。
) 上为直线段

,

则相当于 “ 任 〔u : ,

u :

〕时 p ( u )等于常数
,

记为 A
,

易见 A 》 p ( u 。 ) 》 c ,

命

u ( x ) = u 一X ` l ( x )

其中 G : 仁 G
,

m G : =
。 : `

L l 一 1
.11 : “ 刁一——

; 之
,

—
八 `

~ N ( A )
一

N ( c )

= 琳G 便知如此的 u( x) 恒可作出
,

并且显然有 “ (

x)6
:

·

。 因 为对 所有 “ 。
〔l,
之〕

故对如此的 k

唯一
,

矛盾
。

引理 4

` ( k ) =

丁
。 N 〔p (“ ,u ( x ) , ,〕` x = N〔 p (“ “ ! ,〕。 G ! = N ( A ,。 G ! = ` ,

均有 }ulI , = L (幻
,

即对所作的 u( x) 〔 L
仓 , 使得 {! “ ) ,

二 L (幻 成立 的 瓦不

若 州 x) 为 L
’ , 的非零元素

,

{!
u
{}二 =

了尹
( x )。 。 ( x ) d x , p (。

。 , N , “

则 p ( u
。 , N ) 二 1。

〔证 〕 由

u
{l祝

=

J
。 。 ( x ) 。

。
( x ) d x 、

-

J
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· u `X , 〕d x

)
`

告
一
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(
N〔。

。
( x )〕d二 = 。 (。

。 ,
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J G

砂 的意义见定理 1
。

定理 3 设 u( x) 为 L
, 川 的非零元素

,

则有

1
“

I ( k ) = }4u l{湘 的充要条件是 J (k ) = 1 ,

2
“

I ( k ) < {{“ }1, 的充要条件是 J ( k ) < 1 ,

得中即其



3
’

I (北) > }一u J}, 的充要条件是 J伏 ) > 1
。

.

〔证 〕 l
。

条件的充分性即为公式 B ,

现证必要性
。

山

1 公
. 、

_
. 、 、

{}
u
}{,

= I (k ) =

瘾( J (丸) + E ( k ) )

! }u !一 理急
L (“ )、 L (“ ) =

乏
(` + E “̀ , ,

可知

1
, . 、 _

一
, 、 、

_ 1
,

.

”
, 、 、

死 ` J `凡 ) + 匕 `K ) , 头 无气
上 十 乙 `凡 ) )

从而 J (瓦 )簇 1 ,

再由引理
’

4 即知 J ( k ) = 1

2
。

充分性
,

因为由范数定义便知 I (幻 ( ujI }! ,
,

而
.

1
。

又表明此时不能有 I (幼 = “utI 。

故只能是 I伙 ) < 1{u 】」角
。

必要性
。

由

1
, , 、

,
, 、 、 , , 、 / 。 : _ _

一 1
, , .

。
, , _ 、 、

元又
J 又K ) + 乙 气凡 ) ) = 止 `托少-< l̀ “ }{ , 补 元` 上 十 。 、 凡少少

即得 J (k ) < l 。

o3 由 `
’

和 “
oulJ 可直攘堆戈乳

定理 4 下列条件等价
:

1
“

M ( u )满足 八 2 一 条件并且 p (“ )连续 ,

2
“

对任何非零的 u ( x ) 〔 L
* 从 存在 瓦使得 J (k ) = 1 ,

3
“

对任何 u ( x ) 任去
* 月 存在 儿使得 I伙 ) = 】}“ }1肠

〔证〕 1
。

, 2
“

〔 ,〕 18 1 页借助关于算子的理论已经得到这个结论扩我们再给出一种简单的直接证

明
。

设 u( x) 为 L
* 从 的非零元素

,

则因 M 、 u) 满宠 乙
2 一 条件

,

又

N 〔p ( k }“ ( x ) } )〕
= k p (丸! “ (二 ) 】) } u ( x ) ! 一 M 〔k u ( x )〕 ( M 〔Z k u ( x ) 〕一 M 〔瓦u ( x ) 〕

故对任何 k 任〔。
,

co )
,

要证明 J (幻连续即可
,

J ( k ) 均存在
,

另外不难 看出 (J o) = 0
不i琳

k ,
。 。 J (幼 二 co 因此只

而这由 J (幻对任何 瓦 的存在性和 p (。 ) 的连续性以及引 用积分

号下取极限的 eL be s

gu
e
定理即得

。 `

2
“

, 3
“

山定理 3目! ]可推出
,

3
“

~ 1
。

用反证法
。

i ) 若 M ( :名)不满足 乙
2 一 条件

,

则由〔
`
〕各4公式 ( 4

.

2 )和 ( 4
.

8 ) 可知有
“ : < 。 : < … <

“ 。
< … ~ 二使得

/
,

.

1 、 、 、 。 . _ , _
_

、

P t 1 1 +
_

J u 月 l户
`

’
一

P 气艺̀ 月 ) Ln = l , ` -

、 玲
声

,

其中不妨设 p扭
,
) “ : 》 1 ,

取 G 的互不相交子集 G ,

使 m G 。 = a

2 . 十 I P ( “
二
) l名 ,

( a = m i”

{ 1
,
琳G } )

,

又命
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则由

广
, , _ _ _

r

…
_

.
`

. _
.

些
I

_

M ( “ ( x ) J d x 簇 l
_

P ( }肠 (尤 ) l ) l u ( x ) l以X = 乙
J 0 J 6 一 1

P ( u 。
) u 月附 G

几

O 二

二 习
月 = 1

_ a

Z
n + 1

便知 u ( x ) 〔 L
* ,

。

因为当 丸( 1 时

“ “ , ( “ ` , =

I
。 p` ,“ ( x ) . , 、。 ( x ) :` x (

专
又当 k> 1 时

f 二
、 . 、 , 、 . 。 、 竺 f 二 1

、

、
_

~
I (佑 ) = . P (佑 l u (戈 ) I ) l “ ( x ) I 口大 户 石 p 吸( i + 二 ) u 月 , u

月
哪行

月

J 0 . 二 . \ f . /

0

> 名
口 = 月 。

OO 月

艺 . P ( u 。 ) u
:
附风

= E 母
= co

n

二
J `

~
, . 。

`

…
_

1
, .

0
. _ . 、 , , 。 , , _ , . ,

共 甲 摊 ,

满足
上 十

可“
,

为夕
旧

”

“ 乓 且
盯

1 、 。

儿 (托夕
口

夕 - ; 下一 `爵 l

凡

所以不存在 瓦 使得 (I 幼 = 爪 蕊n

北〔 0
L (瓦) 二 }{“ }}川 (注意定理 1 之证 )

,

矛盾
。

1 1 ) 若 p ( u )不连续
,

则有 “ 。
) o 使 p ( u 。 ) = D >

忿i机

肠~ , 卜林
P ( u ) = C

u (X ) = X G I ( x ) + a X ` :
( X )

其中 G
: ,

G
:

为 G 的互不相交子集
, a > o ,

显然适当选择 G
: ,

G
: , a

可使
、 了 ,

, _ 、 、 ~
, 、 , , _ 、 _

~ 1 , 、 , ,

,
、 、 , , _ 、 、

_
_ _

。
、̀ ` p 气“ 。a ) J

~
2 = 几 一 ` 、 气̀ )

~
, 一 丁“ V 火IL ) 一 ` 、 、` ) J琳甘

譬如先取 G !
使 m G I <

一

等
一 同时 ` 一 N ( c ) , G : 1 , 、 , ,

。
、

一
.

共 ~

七丈y 气口 )
乙

一 N ( c ) 〕 m G : == B > 0 -

、
_ 、 ZB

丹取 a 允分人以玫
王、 Lp渗

。
)Q J户 公万

f l 肠、 J

最后取 a
Z

使 N 〔p ( u 。 a ) 〕。 G
Z 二 B ,

此时
” `G

Z =

B

N 〔P ( u
。 a ) 〕

因而是可以选出的
。

对如此作出的 “ (幻 当 瓦) u 。

时我
G

-

.琳
`̀

一一
BǔBZ
.

mG

们有



J ( 、 ) ) J ( “
。
) =

r
_

N 〔p ( 。 。
l , (: ) , )〕 a二 二 N〔 p (。 。

)〕m G: + N〔 p (“ 。。 )〕。 。 :

J 0

1 , 、 , ,

。
、 、 , , _ 、 、 _ _

。
= 工 十 丁 “ 、 、夕 ) 一 ` , 、` ’ J .rr 盯

又当 k > u 。

时有

` ( “ ) =

I
。 N 〔p (“ . u (二 ) , )〕Xd

= N〔 p (“ ,〕`
: + N〔 p (“ 。 ,〕m G Z

、 N ` c , m G I+ N 〔 p ( u
o a ,〕 。 G

Z = ` 一

专
〔N ( D , 一 N `“ ,〕附 G 】

于是当 化》 u 。 时 J (北 ) ) 1
,

从而 I伙 ) > }lu ll对
,

又当 k < u 。

时 J伙 ) < l
,

从而 J ( k ) <

}lu }!对 (定理 3 )
,

故不存在 k 使得 I ( k ) =
}{“ }!对

,

矛盾
。

定理 5 对任何 u ( x ) 〔 L
* 粼 ,

使 I (k ) = 11u l阮 成立的 k 均唯一的充要条件为 M ( u )

二 ,

~ *
, 、 , , _

、
_

_ ,
~

一

、 小
* 、 。 。 二扣 二 二 讯了

. ,

二
、 ; , , 、 ~ 。 _ 1

的图形当 “ 》 “ 。
时不含直线段

,

其中 “ 。 = 。 ,

:,’: 气 , u ,

而 N ( “ ) m G = o1
” ,

~
, , 一

一` 一 。 .r 二 ,

曰 一~
丫

~
’ 产 、 ’ “

p 吸u )户 G

〔证〕 观察定理 2 之证并利用定理 3 即知结论成立
。

荟 2 O lr ic z 空间严格赋范的条件

定理 6 L
* 从 关于 {{

〔证〕 充分性

设 u : ( x ) 任 L
* 从 ,

·

}}勿 严格赋范的充要条件为 M ( u) 的图形不含直线段
。

u :
( x ) 〔 L

* 祝 并且均非零
,

因为

1}u
:
一}, + 一}u

Z

r! ,
= 一

六 (
1+

「
_
M 〔、 : · u : ( x )〕dx )

几 I 、 , u l

I f
, .

f
、 , , , _

…
, ` . 、 、 J 二、

十 无万气
` 宁 J

。 ’ ” ` “ “
一 ’

` “ 、 人 , J 。 人
)

流滩万(
瓦x* + 瓦: .

北
, *

r
且十

斌万不亦 J
o

M〔k 一“ u : ( x ) 〕d x

k Z *

` 、
、 ,

、 ~ l
o M ` K ” “ 2 `劣 ’ J “ x

)护…五丛立一
北1 * + 瓦2 *

叭十
*

.且k
+

/ r , 卜 心 .1 * 、 ,
、

戈
’ +

J
。 M七带拭

不 `u , `x , + “ 2` x , ’ J d x

)异 ” “ , + “ 名””

其中

故若

“ ! ` = 、。 、 〔p (、 }
岔{

二 , } ,。 d̀ 》 : “̀ ,
, “ 2

一 `。 、 〔p (、

}乏
(二 , , ,〕。 ) 1 {“ }

,

】}u
,】}月 + 11u

2

!】对 = 】u , + u Z

}i对
,

则有

r , k
, *

J
。

戈闷丁干瓦蔺凹 ` 托 , “ “ , 叹尤 ’ “
,

十

k 一*

k : * + 介
2 .

、 〔、
2 · “ :

(X ) 〕

)
“ x

=

f
_

M

J 0

产 k
.

* 交
。 * Z

l 一三 2一` 进
~

一
一
I 肠 ,

(义 ) + 林 ,
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Z , \

(X )
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d X ,



注意到左端被积函数在每一个 x 任G 处均不小于右端被积函数
,

即知

北: *

丸x . + k a * M 〔k z * “ z (义 ) 〕 +
k 一*

介1 . + k 2 .
M〔叱: 由 u : (戈 ) 〕

=
M 〔碧亦

(一 `X ,

一
`X , ,〕

p
.

p
.

于 G
,

而 北: ’
> o , 瓦2 *

> o
,

M ( u ) 的图形不含直线段
,

因而必然有

k : * u :
( x ) 二 北

z * u :
( x ) P

.

P
.

于G
,

(注意〔
`
〕第 2 页 )

,

即
u : ( x ) = K u : ( x ) P

。

P
.

于 G
,

(K > 0 )

这表明 L
’ 对 关于 o ir i cz 范数严格赋范

。

必要性

若 M u( )的图形含有直线段
,

则有 叽
合

> u : ’
> o 使 p ( “ )在〔“ : * , u : 奋〕上为常数 A

。

命

u x ( x )
.

= u x * 义0 1 ( x ) + o X ` :
(大 )

,

u :
( x ) = u Z* Xo l (大 ) + a X` 2

( x )
,

其中 G , ,
G

Z

为 G 的互不相交子集
, a ) o ,

易见 u : ( x )
, “ 2

( x )均为 L
* 川 的非 零元素

,

并且

` · :

“ , =

丁
口 N〔p ( ,“

1 (“ ) , )〕dx = N ( A ,、 G ! + N〔 p`。 ,〕爪 G
Z

`
, : 2

(` ) =

丁
。N 〔p ( . u

Z
( x ) , )〕 d x = N ( A )。 G l + N〔 p (。 ,〕。 G

Z

(我们用不同的下标
,

以区别由不 同函数确定的 J (幼 )
。

显然适当选择 ` , ,
G

: , a 可使

J u l ( 1 ) 二 1
, J 。 2

( 1 ) 二 1
,

譬如先取 ` :
使 m G :

, m G

久
-

.

下 ;

-
同时 l 一 N ( A )琳 G

: 二 B > 0 ,

再取
口
充 分 大 以致

N 〔P ( a ) 〕 >
2 B

爪 G
最后取 G

:

使 N 〔p ( a )〕爪 G : = 1 一 N ( A )爪 G : ,

此时 m G
: =

因而是可以选出的
。

对如此作出的 “ : ( x) 和 “ :
( x)

,

由定理 3 即有

!}u
:

}l川
= I

t, :
( l )

}{
u :

{1川
= 11, : ( 1 )

=

J
。 p ( `u l ( x ) } , , u

l` x , ,d x 一 A u ! 一` G ! + p`“ , “ m G
Z

=

I
。 p ( , u Z

(X , } , ,u
Z
( x , ,d x = A u Z· 。 G ! + p`。 , 。 , n G Z

注意到
J。 : , 。 :

(合)
=

丁
。 N 〔

p

({翌气
” ? “̀ , …)〕

` ·

= N

〔
p

(
一

` ! ’

飞
“ 乡色 )〕

一 G l · N 〔, `· ’ 〕m G
Z

= N ( A ) m G I + N〔 p ( a )〕m G : =

再由定理 3就有



}.。
: 十 “ :

.{ ,
= ,

。 : 十 . 2

(合)
=

J
`

。 p

(1
“ :

(苏 ) + 气 (书 )

2
! u : ( x ) + “ : ( , ) }d丫

=

K
卫亡笋

兰

)
`u ! `

、

+ “ 2· ,`
笼+ p `“ , 2。`

:

= A (“ : 食 + “ : *
)琳 G : + Zp (叨 ) a仍 G: = }1。川 , + 1{u

:
! }祝

但 u : ( X ) = K u :
( x ) ( K ) 0 ) 并不 p

.

p
.

成立
,

矛盾

定理 7 L
* , 关于 】1

,

1}(M , 严格狱范的充要条件为 M (助 满足 乙 : 一 条件并 且它的

图形不含直线段

〔证〕 充分性

设 u : ( x ) 和 u :
( x )为 L

* , 的非零元素
,

l}u
: + “ :

!}(从 ) = j}u
:
11(对、 + llu

: 11一, ) ,

则 因从

M `“ ,满足 ` 2 一条件可 推出
I产 〔

“ (X )

1{u }! (朋 〕
Xd

=

“ 见〔` 〕 7 6页 ,
,

故得

=

f
_

M (典
J G \ }}

( x ) + u Z
( x )

“ , + u :
}! (对 ) 卜

二

I产 〔一 。之器竹粼
、 〕

/ }{u
:
!}(用 ) , 「

: ,
广 u : (义 ) 、 , 。

,

司赴 一叮了- - 六- 一一一叮一节 - . 气 . 止” . 一号了- ~下 ;一一

一
. “ , 、

}}“ l }}(对) + }}“ : }} (胶 J o 、 !! “ 川 (用 ) 产

}lu
2
{1、对 )

{{“
:
}{(劝 + }}“

:
{}(用 )

f M 厂
J O 、 、

“ :
( x )

}}移
:
}}e对) 〕dx

= `

从而

一罕囚蟀共一 M 厂澳`

11林盆!} I劝 + }}林2 }1(朋 ) 、 ! }“ 1黔〕
}l《月 ) ~

儡斋孙
,

·

扣

最后再从 M ( u) 的图形不含直线段即可推出

u l ( x ) _ u : ( x )

}{u川 (月 ) }}u
:
}1(月 )

p
o

p
。

于 G

必要性
,

用反证法

i) 若 M ( u) 不满足 乙 2 一条件
,

则有 ` / co

M 〔(
` +

青)
二〕> 2

“
M `“ · ’ ,

此处不妨设 M (u
: ) > 1 ,

取 G 的互不相交子集 G
。

使得

(玲 = 1
一 2-

…

使

矛摊G n =
a

Z n + :

硕而
’ ( a = m i n { l

,
机 G } )

,
( 玲 = 1

, 2 , · , ,

u l ( x ) =
{
“ ”

当 ` 任G
。
( ” = 1 , 2 ,

… )时
,

飞
。 当

二
万言G

。

时
几 = 1

u 一 ( x ) = “ 一( x ) + X` o ( x )

一 10 一



其中 G
。

不与任何 G
·

相交并且川 G
。

<

命
`卜 。 a X { , ,

M (` , } , 由千不难验证
:

当 “ = ` 时
丁

。 M 〔兰笋〕 “ X 、

I
口
M 〔粤黔

-

〕“ x < ·蕊 `

当 《 1时
J
。、 〔竿

l〕 dx 》 I
。 “ 〔五鲁

~

〕 “
= co

当 “ 一 2时
J
。
M 〔

一

竺`丝丈丛凶
一〕 Xd 、

丁
。 M

〔牛
乙〕

` X < · 、 `

2

“ “ < 2时
J
。

〔
一

业 2
~

奋玉终勺

所以 u : ( x) 和 “ 2 (幼 均为 L
. , 的非零元素并且

d X>
I
。 M 〔, !

犷
, 〕` x = 的

2

}lu
:
i ](从 )二 ! }u

Z
I}`动

== l
,

!!u
: + u :

If(川 ) = 2

于是

}}u
, 11(对 ) + }}“

2
!}(湘 )

卜

” 钊“
: + u 。

!!`从 )

但 。 : ( x ) = K o Z ( x ) ( K ) 0 )并不 p
.

p
·

成立
,

矛盾
。

1 1 ) 设 M ( u )的图形在 〔u : ’ , u Z *

〕 上为直线段
,

其中
, u Z *

> “ : ’
> o ,

命

u 一 ( x ) = “ i * X ` l ( x ) + u : * X G a ( x ) + a X e : ( x )

u :
( x ) = u Z * X e x ( x ) + “ l * X G : (戈 ) + a X` s ( x )

其中 G : ,
G

Z ,
G :
为 G 的互不相交子集并且 橄 G : = 机G : = m

。 , a ) o ,

则 u : ( x )和 “ 2
( x ) 均

为 L
* 抽 的非零元素

,

同时

f
_

M〔u : (二 ) 〕a二 = 〔M ( “ ; * ) 十 M ( u
Z*

) 〕m
。 + M (。 ) , G

:

J 0

「M〔 u Z
( x )〕d二 = 〔M (。 : *

) + M ( u
Z*

)〕m
。 + M ( a ) m G 3

J O

显然适 当选择 m
。 , a ,

G
:

可使它们均等于 1

}lu
:

}}(从 ) ==
!!u

Z

日(对 )

又此时

,

于是

= 1

f
_

M 厂卫
) (兰)喜卫

;兰竺〕 d二 = 2、 (兰澳华二、m
。 + M (。 ) m G

:

J 0
. .

、 曲 户尸 、 ` /

= 2

〔
M ( u

l *
) + M (“

2 *
)

2 〕。 。 + M `a , m G
3 = `

故由 〔`〕76 页便知

u : + u Z

}1(祝 ) = 2 = l}u
:
}!
`加 , + }1“

2

}1( , )

但 u : ( x ) = K u : ( x ) ( K > 0 ) 并不 p
.

p
.

成立
,

矛盾
。
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