
 

，自 Y 。z～ 。 。 j苞 f ，目 皇 
写 Orlicz—Lorentz序列空间 

姚正安 程庆平 秉述刖 
(荆州 删E ~41oo) (=) 、 

本文构造 了 Orlicz—Lorentz序列空间 ( ，皿)，用构造性的方法讨论了它的自反性，井 

讨论了在一定条件下的子宅问问题 得到了如下主要结论： 

1． ( ，世)自反的亮要 条件是 世 ∈出 n ． 

2．如果 皿∈可 ，m }是 d( )的自然基如 )的任意块基列， = al ，lim =0， 
⋯  

则存在i )的子列{“ }强于 Orlicz序列空间 0 的自然基． 

3．如果 皿∈ 。n 2，剐 0 皿)的 自然基{ )的任何正规块基列{“ }都弱于 0 的自然 

基 ． 

§1．引 言 

本文推广了[2—6]所给的Or]ioz空间 给出了Or]ioz-Loren~z序列空间的构造．众 

所周知，Or]i~z序列空间．Loron~z序列空间是空间 (1≤ <+∞)的推广、它们有很多 

有别于 的性质．本文正是仿这两类 空阅来构造 OrIicz-Lorentz序列空间的． 

本文所涉及的 OrIi~z函数、Ⅳ 函数、小 “4 条件、V。条件及其退化条件可见 [1， 2 

3]为证明的需要、这里列出 Or]i~z函数的一部分性质 以及两个引理． 

命题 1．1 OrI~cz函数 皿 【∞)在区间[0，+oo)上是单调递增的． 

命题 1．2 ( )满足小 条件当且仅当对任意d∈ =(O，+oo)，M( )满足小 

4 条件． 

命题1‘8 M ( )为Ⅳ 函数当且仅当存在 上的非负、单调右连续函数p( )，使 

皿( )一l 0)如． 
J 0 

命题 1．4 M ∈小Vj当且仅当存在 >l和 8>0，存在 ％>O，当 O《 ≤‰ 时，有 

M ( )≥ 0+6)世 )． 

目1理 1．5 设抽 )，t6 )青F是单调递减趋于零的数列，则 

∑ ％ f )一 ∑ ， 

其中 Ⅱ 是所有自然数的重排的集合． 

；I理 1—6 若 Banach空间具有基伽 )，且丑 含有与h同构的子空间，则存在( 盼 

块基列( f) ，c>O使得对任意正数列{田}盂 ∈z 有 

本文 1989年 7月 22日收到． 
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增刊 姚正安 程 庆平 末述剐 Orlicz—Lo：centz序列空间 

I妻 1 ≥。宝嘶． 
j一1 f一1 

若 )是无条件基 ，则{“，}等 于 b的单位基． 

§2．Orliez-Lorentz序列空闯 

设{∞ }∈co-- 1，且 1一∞l≥∞。≥⋯≥∞ ≥∞ +l≥⋯，则 

∑ 一+∞ ‰ >O， 一1，2，⋯． 

【 )是一个 Orlicz函数， 是仅有有限项不为零的数列的 全 体． 对 任意 ∞= )∈ 

p∈丑 ，定义 

⋯
z e g
{
k ~
妻

= l

世  
＼ p 
1
／
～ ) 

f 一工Ⅱ I ≤1)． 

定理 2．1 1·’l 是 上的一个范数． 

证明略．由此定理， ， l 是一个赋范线性空间． 

注 1 在定理 2．1中，只须 世 ( )满足 1。在 上是单调的，凸的；2。lira 世 ( )一 

+ 。。． 

注 2 对{∞ ) ．仅需有限个 m 牛O，当{ )仅有有限个不为零时， ( ， l· 1 j是 O0 

的 一个 子流形 其 完备化 即为 eo． 

下面讨论 )的完备化．设 

磕一< 一 )；存在 c>O，使 < +。。}， 

一 忸 (Ⅱ )； ll<+。。}． 

h =忙 ∈z ；Jim 一j )。 =G)， 

其 中 I是恒等映射，且对 =(。．)∈ ，有 

P —P 1，a2 ⋯， ，⋯)一 01，啦，⋯，‰，0，⋯)．。 

显 然， ，h 都是线性空闻，但 不一定是线性空间． 

例 2．2 设 Orlioz函数 

r0， 一O， 

世( ；J ， 0< ≤丢， 世( ；{ ，U‘= ≤亍， 
J 1 【
16e ，l∞l>÷， 

取{ )一{ 哪=击 >1)， 一(啦)，(邙 =o)，则有 

8． 

卜  

< 

妻一 

升 

lI 上 

也 

B 札 

+ 

但 
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B2 散 学 年 I3卷 A 辑 

8如 Il ≥ 
；  (6-In；) 者 寺一+。。． 

这说明 ∈z ．而 毛 ，故 不是线性空间．注意，这里 M( 不满足小 也 条件． 

引瑾 2．8 设 ( )是非退化的Orlioz函数．如果 Iiml( 一． ) 8 —o，则 一(口．) 

∈CO． 

引理2．‘ 设 ；(0I)满足对任意p>0，有I <+∞，则 $=(4 ∈co． 

定理 2．5 (i)hx是空间 ， II 的完备化． 

(ii)h 一 一( )；对任意 p>O， <+o。)． 

(豇i){ }是 h 的有界完备对称基，其中 t(0，⋯，0，7i，0，⋯} 
—： 

证 (i)显然． 

(ii)设 = )潴足FireII 一 ) f 一0，则对任意 8>0，存在 Ⅳ>oj当n>N 时， 

有 【l( 一只 ) l <8．故 

Il ≤IfP +II 一只) II <+co． 
从 而 

如 一 )；lim』 一只 一0) 知t )；对任意p>O， f <+o。)． (2．2) 

另一方面，设对任意 p>O， <+。。，但 

』 一只．) 0 书o 一co) (2．3) 

注意到当 >m 时，有4(I～'P ∞II ≤ (I一．P ∞ ． 故{ (I一'P ∞ll ) 是单调递减 

的，由 (2．3)式，存在 80>0，对任意 >Ⅳ，有 

I(I一'P ≥8o， 

即9 一P ) ≥1． 

(1)当 一0时，将 =( 的各项重排为(《”) ，使得l口 l≥l l —1，2，⋯) 

于 一M( ． 
(2)当 1时，将(。I) 重排为 )嚣d，使得j西 J≥j口{精J，( 一1，2，⋯)．于是 

卜P1] ( ． 

由数 学 归纳 ． 有 

j口 “’【≤! f ，m一1，2，⋯) 

从而 客 (旦 ≤毒 ( m一 ，2I 1．．) 
又0 0，．<+o。，故对任意 8>O，存在 Ⅳ。，当 >Ⅳ 时，有 

M  a

． ． ．

m

． 。< e． 

予是，对任意自然数 m，有 

量 (警 <。． 
从丽由l(I—P。)∞1． ≥1及(2．6)有 

(2．4) 

(卫．5) 
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增刊 姚正安 程庆平 束述刚 Orliez—Loren~z序刊空间 

m  世(鲁 ) ≥1一s(n> ． (2．fj) 
由引理 2．4． 一 )∈。o，则对任意e >o，总存在mo使得 (工一只 I <8 取 (2．6) 

j￡中的8一去，则对任意自然数m，有 

L． ≥音 >Ⅳ112)． (2． 

因li 世0)一O，对某个 >Ⅳ ，取 8 >0，使 

Ⅲf
＼

旦
8o
、
1

< f
＼
3壹
~-i 

u 。)一， 
W 

+ 一耆Ⅲ( 兰)m 《Ⅲ(． )客讪<寻． (皇．s) 
这与 (2．7)式矛盾，故有 

如皇(靠)；对任意户>o，I <+。o} 抽 (‰)；lim JJ(工一P ) JI l0}． (2 9) 

综台 (2．2)和(2．9)使得定理之 (ij) 

(ii{)显然(8 )是 的对称基．往证(8 是有界完备的． 

设序列(‰) 使得 p JJ∑ a 【 <一I-co，因{8 )还是 h 的单调基，从而有 A>0， 

使 

J∑。 JJ < =1．2，r··)． 

要证荟。 ∈̂ 只须证对任意s>0，存在自然数N ，当n>Ⅳ。时，有 

J(I一只)∑ 呶 <8． 

用类似于 (jj)中证明 (2．9)方法即可证得． 

注 定理 2．5中，没有要求 M ( )的非退化性，用到了 

∑ ∞ =+∞ 

定义 2．B 设 ( 是 OrlJcz函 数， ∞一{ )∈c0一 ， 则 空 间h 称 为 Orlicz— 

Lorentz序列空间，记为 d ， )． 

显 然有 

d(∞， )= ∈z ， 

而且从后面的定理 2．9可以看出，当世 不满足小 条件时为真包含关系
． 

由定义可证如下命题． 

命题2．7 若 P ≤p2，别 ≥JJ l 

命题 2·8 (i)若 ≤ ，则 』 JJ一≤max(孟 1 ．(iO 若I 0 > ，则 0 0|f》 

min{ ．1}卢． 

类似于 Orllcz序列空间的性质，有 

定理 2．9 以下断言等价 
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数 学 年 刊 卷 ^ 辑 

(1) ∈小 4． 

(2)磕一 —h ． 

(3)向量系如“}是 的有界完备对称基． 

(4)磕 可分． 

(5)磋 不含有与 z 同构的子空间
．  

证 (1) (2)对 一 ∈瑶，存在Po>0，使 

-
s

⋯up ( +一 
(j)当p≥Po时，由命题2．7 

8 l ≤ ．<,4-∞ 

(ii)当 p<：po时，由小 条件 

( 一世(詈告)≤ )， 
从而4g ≤E  ．<+∞， 

(2)=争(3)=争(4) (6)显然． 

(5)=争(1)(反证法)假设 世∈小 则存在 孟r ，0 o。)
，使得 

(2 一)>2” ( ， 皿( )<去． 

设 m一 。t，则 m一 十o。(m— o。)
，于是存在 ，使得 

百 < ( ≤击， 
这时 

且 
≤  ， 

m  M (2 )>2” ( >1
．  

显 然 > 1，记 
1
％ ，则 +o。 一 o。)

． ^ -  ’ 

设 I)∈ 。 0 考察 

一

(鬯! ： ：：：： 
m  

啦如，⋯ ，02 ，⋯ ， 

瓯  ， ⋯ ， 瓯  

～ ⋯  
馕L皿(首It ) 塞+ }． ●EⅡ ̂II 、 I ，h— ．．一 I●I 

因对任意．F∈Ⅱ，有 ” ⋯ ～ 

又 

由(2．zo)．得 

器+。 ， 

( ㈤． 

(2．t0) 

．  
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增刊 姚正安 程庆平 束连刚 OrlJaz—Lm~ntz序到空间 

l 1．≤ ∑ M(f ) 一≤1． 

故由命题 2．8，有 

II ≤ ． (2·12) 

又 0圳扣．．一 {耋 ( 箍) + n ”)t取 。使得 
( )>丢 (。 )， 

由(2．n)式，有 

0扣-
，≥专 (2 ·) >专， 

再由命题 2．8 有 

j >{ I ． (2．13) 

综台0．12)，(2．13)得，瑶含有与z 同构的子空间，与 (5)矛盾．故 ∈小 ． 

推论2．10 设 一( 0，则(i) } ≤0 ，( I％I≤0 II(工一 ．一1) II】f，其 中 

O 是仅与 (∞)有关的常数． 

定理 2．1l 设 1(∞)， 。( )都是 0r]ioz函数， F断言等价： 

(1)瑶。一 ，且恒等映射为同构． 

(2) Ⅱ'和 。的单位向量基等价． 

(3)Ml和 2在 一0处等价，即存在K>0，k>0， o>O 使得当O≤f《知时， 

壶 2( 《 (舌)《 。(胁)． (2．14) 
此时记 M1一 2． 

证 (1) (2)，(3) (1)显然． 

(2) (3)(反证法)假设 M 。，即对任意 K>0，k>0，都存在}>O，使得 (2．14) 

不成立．于是存在 一 0，不妨设{ )单涌递减，使得 

1(f )<去， 世1( >2 M2( 一1，2，⋯)． (2．15) 

又有{m ，m +。。( 。。)使得 

去< 一 ． ) 0 )《1， (2．16) 

其 中 一∑ ∞·， 一O，由 (2．15)有 

一  ) 。( f )≤— ． (2．17) 

取 皇(马 一(f1，⋯，f1，f ⋯、 ⋯， ，⋯，f ，⋯)． 
l 忉 2 m  

由 f 一 0得 ．一 0 — o。) 对任意 自然数 r，有 

一

善 )̂ 《各 一 —z)+ 善 。∽*) 一 ．)． 
由(2．17)，有 
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数 学 年 刊 l3 卷 A 锋 

∑ 世=( ．)( ～ m 。 ≤ ∑
． 击 <+。。． 

放 g 一II <+。。． 
r 

千 是， ∈ 又由(2．is)，有 
自  ∞ 1 

㈦ 一∑M ( ) 。一 )≥∑ 寺—+∞． 
I’=1 ⋯ l  

教 芒 n̂ 从而  ̂。  ̂ z 瑰，与(2)矛盾 

章节理论与 Orlicz序列空问理论平行，证明形式类似，但由于多了{ )-．“其证啊有 

很 大形式的不同，其构造也较原来复杂得多． 

§3．Orlicz-Lorentz序列空间的 自反性 

空间的 自反性在 Orl~z空间解决得相当完美． 这里虽有类似的鳍果，但证明手段却 

与之不同． 

定理 8．1 若 世 ∈也 nV。，则 d ，世)白反． 

证 因 ∈4，由定理 2．9，d ， )不含与0o同构的子空问． 

又 ∈V。，往证 d(∞，皿)不含与 n同构的子空间．由引理 1．6，只须证d(∞． )的 

自然基{8 }的任何块基列都不等价于 Zt的单位基． 

假设存在{ )的块基剜{ )等价于 的 自然基，则存在 d > 对任意 ( ，)∈ilJ有 

嚏 0 ≥al薹 
亦 即 

∑ 8 l≥击Ul>O． (3．1) 

因世∈ 卸存在o>1t‰>o，当o‘≤ ‘≤ 。时r有世(o ≥2口 (Ⅱ)或 世 ) 
< (“)．由迭代法可得，当 O‘≤ ‘≤ 0时有 

( )。世 )<皿(矗。． (8．2) 
设( 是 d0，M)的自然基{ )的任一正规块基列． 

一 ∑ 瓯 一i，2’⋯)． 

不妨设I嘶I<‰，{峨}8 + 单调，则 

1一I 《 —inf{ ll l <U， 

而 l仇 一“蓍 世(-鱼 ) ·‘≤1(P≥1)． “ 、D， 。一 
夸 pr÷ ，由世 的连续性，有 

‰II 一“薯 世 + )曲<1． (8．3) 

取雒 一杀 <1' 一1，2．⋯)，存在m．使 
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增刊 姥正安 程庆平 束违刚 (~liez—Lozen％~序列空 间 

1<‰ 一{ ≤2． 
夸 k一( ，⋯， ，0，0，⋯)，则 

1<l ≤2． 

设 ㈤-( ) z一 ∑ ， 一I1 >l，剜 

=  茎 =莹qg-x+1世 P ) 。． f∈Ⅱ =1‘ 、 - ， 
由(3．2)，(3．3)，有 

．。墓 )⋯≤ ． 

所以8 ’l～《警嘉 ≤— 1． 于是0 h 0( 。。)，这与(3．1)矛盾． 
定理 8．1的逆命题也成立．为此，先证如下定理． 

定理 8．2 若 ∈V 则 Orl3oz序列空间 O 含有与 k同构的子空回． 

证 由命题 1．4， 毛V 则对任意 z>1，都有 

从而，对某个 >1，有 跏>0(‰《1)，C >o，使 MO札)≤a ( o)．设 o一 则有 

≤ )． 
令 o一丰，则0< 0<1，且 

缸 (蛳)≤a 世( o帅)． (3．4) 

这时，当 ≥ o时，亦有 

t (蛳)≤a (盼o)． (3．5) 

设0<{ <1，使 ∑ 一去．取％ 0 。。)且 )单调递减，使 

{ ( )《DI ( ．‰)， 

从而由(3．5)，当t≥ 时，有 

世(％)《a (缸 ． (3．6) 

又设 一(0，⋯， ，．‰，⋯， ，0，⋯)，使 

l ‰ 一gn—i 

1< )(外一 一 )《2 (3．7) 

则 1< “ 6 ≤2．于是( }是 O 的一个块基列，下证 )等价于如 ) ． 

设 ∑ 一1，0< <1 将 协 )分为两类： 

I． ≥ 其和记为 ∑ ． 

II． < ，其和记为 ∑ ． 

劐有∑ > (否则∑ ≥丢，可得∑” >吾，矛盾)，由此，根据(3．6)，(3． ，有 
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鼓 学 年 刊 l3 卷 A 辑 

I壹 』 ≥ ∑ ≥击一 >o． 
从而对一切( }∈ ， 不全为零)，有 

砉 8耋 ≥ >o． 
由命题 2．8，有 

≥ aa 
． ( a>0) 

另外，由 (3． 有 

4善k”n ≤。 f， 
从 而定理得证． 

定理 8．8 若 d汹 t )自反，则 M EA2n 
．  

， 妻 t ?自反t显然MEA。．下证世∈ ．假设世∈ 类似于定理3．2柯 造d(∞
， 世)的正规块基列 一 

“ 

。 蚤 t 2，⋯)， 
使得 ‰ O(n +∞)且有 

、 ⋯ ⋯ ⋯ 、 

世 ≥ —M 0"o)t 8 z一1
， (3．8) 其中(

‰}，矗 }，a 如 (3．6)所述
．  

、 

对任意 s>O，取单调递增的正整数列0 )二 和{ f}二 
， 使得 

，< < +z， 一1一善( +1～ ≤叶一 

嚣 世( ) 一 <—§ ， (3．9) 

那 l喜 刮 < ． 
从而对任给的彻，砉̂ 一1，̂ ≥o，有 

≥8砉 ，蔫 一号蛳x I． 

耐 世 ( 一 

故有 

取 8充分小，有 

吾 ≥导>。． 

煽 毽  导． 

峰 导一 >0， 
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增刊 兢正安 程庆平 宋述 罔I Orllcz Loxeni~序列空间 s童 

由此，对一切口 )∈Z ．有 

则 

南  ％ 
耋 嗡 ． 

这说明 d∞，世)的正规块基列 等价于 il的单 位基
，矛盾． 

⋯ ． !：，世 竺对偶形式不能类似于orncg序列空间给出．这里的讨论不能用余函鼓， 偶理论来
证明 d∞，世)的 自反性．这也是率节解决的实质困难

． 这里 实 也给出
了 Or1i。z序列空间自反性证明的一个构造性方法

． 

§4．d( ， )的子空间 

类似于 ，8]，率节讨论在一定条件下 d∞
， 世)的子空间同题． 

，

定义 ‘一
。 兰。吐渤：函数皿( 满足小 (V )条件，如果存在O>O，坫0>o，使得当 O≤“

， ≤‰ 时，有 。。。 ’ 

世 { 世 世 · (≥) 
、 

对于大 条件，由文[3]，世 ∈大 则 M E~ 
． 对小 ，条件，是 否有类似的结 

f 

例 4．2 设 

～

， o≤ ≤昙， 
一

f~-8( ～ 。， > 
则 M ( )是 Orliez函数，园 

⋯ ． ． 
黯 ～． 行 『了 一u· 所以存在

8>0，当 O≤ ≤6时，有 ～ 

M (叫)≤世 ( M ． 

故ME 但当o< <丢时，有 

从而 世 毛4 
哿 一一击 +o。 0+)． 

魁 啪 

、 条件不含小 条件
． 同样，小 V 条件亦不含小 条件

， 但出人意 科地有如 下命题
．  

。 ⋯ ⋯ ⋯  ，、 唇  

定理 ‘-3 (i)若 M E 则 皿 ∈ 
．  

( 若 — ∈V 则 M ∈ 。
． 

证略 

定理‘‘‘ 耄 则or1icz序列空间。 的任何正规块基列都强于单位-墓． ( i)若世∈ 
则 0 的任何正规块基列都弱于单位基

． 

。 ⋯  ’ 
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证 (i)设 嘶一 。 是oj的正规块基列，对P》m {J J)，有 
I。q— J十 1 

l∑ 一耆 耋+ 世( 詈)． ，—1‘ 口，一J p， 
不妨设 Ⅳ(1)一1，由定理 4．3 不妨设 

世( 、／≥a 世( 世(鲁／、， ＼p 、p 
喇 ≥ 耋世(等)． 
当1J三 ≤1对，有 ∑ f8j ≤寺 由此 

II∑̂ 酬ln l≤专 ． 

从而 l∑ ≤ I∑ ，e ． 

(n) 同理可证 

推论t 5 若 ∈ 八V ，则 O 等价子oo或某个 (1 印 <+o。)，从而 ～ 或 

退化． 

下面 讨论 d∞， )在满足 或 V 时的子空同性质． 

定理 ‘．B 设 世 ∈V ， 一 瓯8·， E1，2，⋯)是 d∞，皿)的自然基的任一块 

基列，且 1im风-o，则存在 )的子列强于 O 的自然基． 

证 对8>0，取自然数剜的子列{ 和{岍 使得 

<q< ‰ +I1 一1一
．暑 (‰+1一 <吩一 ， 

或 

对 任给的{m ，有 

．。煮 世㈤ “ < ●。 J+l 。一 

}I <寺 ． 

f雪--1 fIM》lII J莹-i ：篡 ． 一音 ax I 
而 

瞎 ：篡 ≥薯：譬 世 。一 + I 1 ●= +l ，— 忙 十l 、p， 

≥d耆世(鲁)．譬世 )m 。一 +i 
≥d(1—8)曼世f ． 

—1 、 ， 

由此可得ll∑Xg~o,<L iiY- !．“-Ⅲ]． 

定理‘．7 设 皿∈ n 则对 )的任何正规块基列 {‰)-l c d∞，世)， ．一 

。，茉+ 一B‘ 一 ，。，⋯)，都有如一)弱于0一的自然基． 
证 对任意{ 二 ，都有 
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l= 黜妻。喜+ (等) 
耋 ( 

阜 d，1∑ I ． 

幽此可得l∑九柏0“。∞< ’ ∑ 0 

推论 ‘．8 设 世 ∈ nV ， 

一 ‘， 一1，2，⋯) 

是 ，世)的块基列，且 l 4t一0，则存在 扑)的子列如 等价于0 的自拣基． 

证 由定理 4．6，定理 4．7即得． 
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