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1. Wstep

Obszarem zainteresowania teorii gier sa problemy zwiazane z decyzjami w uktadach z wieloma uczestnikami
(agentami, graczami), z ktorych kazdy ma pewne swoje preferencje, okreslajace jego sposob dzialania (w ramach
ustalonych regut), od ktérych zalezy jego wyplata. Zaktada sig, ze wszyscy uczestnicy zachowuja si¢ racjonalnie, co w
jezyku teorii gier oznacza, ze kazdy z uczestnikow stara si¢ zmaksymalizowaé swoja wlasna wyplate, niezaleznie od
tego, co robia inni uczestnicy. Zatem kazdy gracz podejmuje decyzje o ruchach, ktére sa zgodne z zasadami gry i ktore
maksymalizuja jego wyptate. Niektorzy teoretycy uwazaja, ze teoria gier dostarcza podstaw wyjasniajacych myslenie
strategiczne, podczas gdy inni interpretuja teori¢ gier jedynie jako narzgdzie, ktore moze doradza¢ graczom co robi¢ w
grze, aby zmaksymalizowa¢ wyptat¢ wedle okreslonych preferencji. Roznica ta jest natury filozoficznej i jako taka nie
bedzie nas interesowac. Bardziej istotny jest fakt, ze teoria gier znalazta szerokie zastosowania w ekonomii, biologii
ewolucyjnej, socjologii, naukach politycznych, oraz (ostatnio) w informatyce. We wszystkich tych dziedzinach teoria ta
stuzy w roli narzedzia do rozpatrywania modeli podejmowania optymalnych decyzji (strategii) w sytuacjach z udzialem
co najmniej dwoch graczy. Czgsto w takich sytuacjach poszczegélni gracze nie sa pewni dziatania jakie podejma
pozostali gracze. Teoria gier dziata rowniez w sytuacjach w ktorych wystepuje tylko jeden gracz, ktory dziata w
warunkach niepewnos$ci (lub posiadania niepelnych danych). W zwiazku z tym mozna ja ogolnie scharakteryzowaé
jako teori¢ podejmowania optymalnych decyzji w warunkach nieokreslonosci.

2. Czym jest gra? — Przyklady gier
W skrdcie, gra sklada si¢ ze:

Zbioru graczy D = { Pi }, gdzie kazde Pi (dlai=1, 2, 3...) oznacza pewnego gracza,

Zbioru regut gry R,

Zbioru mozliwych strategii Si dla kazdego gracza Pi,

Zbioru mozliwych wynikow 7,

Wyptat ui(w) dla kazdego gracza Pi i dla kazdego wyniku w ze zbioru W. ui(w) nazywa si¢ czgsto funkcjq
uzytecznosci lub funkcjq wypftaty.
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Przyklad 1

Gra w wybieranie strony monety: Dwoch graczy wybiera niezaleznie orta lub reszkeg i informuje o swoim wyborze
sedziego. Jesli obydwaj wybiora taka sama strong monety, to wygrywa gracz pierwszy, w innym przypadku wygrywa
gracz drugi. Tak okre$lona gra ma nast¢pujace sktadniki:

1. Zbior graczy: W tej grze uczestniczy dwoch graczy, ktorzy razem tworza zbior {P1, P2}.

2. Zbior zasad: Istnieja pewne zasady, ktore gracze musza respektowac w trakcie gry. Kazdy z graczy moze
bezpiecznie zatozy¢, ze inni stosuja si¢ do tych regut. W grze w wybieranie strony monety kazdy gracz moze
wybra¢ orla lub reszke. Musi on zachowywac si¢ niezaleznie od wyboru innego gracza oraz dokona¢ tylko
jednego wyboru. Gracz P1 wygrywa jesli wybory obydwu graczy sa takie same, a jesli nie sa, to wygrywa
gracz P2. Te zasady stanowia zbior R regut gry.

3. Zbidr strategii: Zbior strategii to zbidor mozliwych ruchéow (dziatan) jakie gracz moze zastosowaé w trakcie
gry. W przypadku tej gry zbiory strategii Si obydwu graczy Pi sg okreslone jako S1 = §2 = {Orzet, Reszka}.
Oznacza to, ze kazdy z nich moze wybrac albo orla, albo reszke. Orzet lub reszka staje si¢ wowczas strategia
tego gracza.

4. Zbioér wynikow: W zadanej sytuacji zbior wynikéw dla obydwu graczy jest taki sam i wynosi W = {Wygrana,
Przegrana}. Mozliwe wyniki sa warto§ciami funkcji okreslonych na zbiorze strategii. W naszym przypadku
wszystkie mozliwe strategie obydwu graczy wzigte razem to S1 x S2 = {(Orzel, Orzet), (Orzel, Reszka),
(Reszka, Orzet), (Reszka, Reszka)}, gdzie pierwszy skladnik kazdej pary oznacza strategi¢ wybrana przez
pierwszego gracza, za$ drugi sktadnik pary — strategi¢ obrana przez gracza drugiego. Taki zbidr jest czasem
nazywany profilem (mozliwych uktadow) strategii. Wida¢, ze pierwszy i ostatni przypadek w powyzszym
profilu strategii jest sytuacja Wygranej dla pierwszego gracza (i Przegranej dla drugiego), zas dwa $rodkowa
sa sytuacjami Wygranej dla drugiego (i Przegranej dla pierwszego).

5. Wyplata: Wyplatami nazywamy wielko$¢ korzysci jaka gracz wyniesie, jesli otrzyma okreslony wynik w



grze. W ogdlnosci wyptaty moga by¢ rozne dla roznych graczy. Przyktadowo, okre§lmy nastepujace wyptaty
w naszym przyktadzie gry w wybieranie strony monety:

ul(Wygrana) = 100,
ul(Przegrana) =0,

u2(Wygrana) = 100,
u2(Przegrana) = 0.

Zgodnie z zatozeniem o racjonalno$ci, obywaj gracze beda chcieli zmaksymalizowaé ich wyptaty, zatem
obydwaj beda chcieli wygraé. Rozwazmy teraz nieco inny przypadek. Zredefiniujemy wyptaty nastepujaco:
Niech pierwszy gracz bedzie nastawiony nadal na  absolutne zwycigstwo:

ul(Wygrana) = 100,
ul(Przegrana) =0,

podczas gdy gracz P2 jest przede wszystkim zainteresowany ucieszeniem gracza P1 (ktory jest mlodszym
braciszkiem gracza P2). Zatem dla gracza P2:

u2(Wygrana) = 10,
u2(Przegrana) = 100.

W tej sytuacji tylko gracz P1 bedzie zdecydowanie dazyl do wygranej, gdy tymczasem gracz P2 begdzie
probowat przegra¢. Warto zwroci¢ uwagge, ze kazdy gracz probujezmaksymalizowaé swoja wyplate (wygrana),
wigc dazy do osiagania takich wynikow, ktére dadza mu maksymalng wyptate.

Wazna role w teorii gier pelni pojecie gry o sumie zerowej. Jest to taka gra, w ktorej suma wyptat wszystkich
uczestnikow dla kazdego wyniku w grze wynosi zero. Powyzsza gra bylaby gra o sumie zerowej jesli okresliliby$my:

ul(Wygrana) = 1,
ul(Przegrana) = -1,

u2(Wygrana) = 1,
u2(Przegrana) = -1.

Gry o sumie zerowej sa zawsze grami opisujacymi pewien konflikt (rywalizacje czy tez konkurencje): kazda strategia
zwigkszajaca zysk (wypflate) jednego gracza zmniejsza wyplate pozostatych graczy. Przypomina to podziat tortu (lub
ogo6lnie — zagadnienie podziatu skonczonych i wymiernych dobr): rozmiar tortu nie ulega zmianie, niezaleznie od tego
jak go dzieli¢. Poréwnujac pierwsza wersje wyplat w powyzszym przykladzie z ostatnia, mozna tatwo zobaczy¢
podobienstwo. W ogolnosci mozemy mowic o sytuacjach konfliktowych jako grach o stalej sumie. Jednakze poniewaz
od nas (jako stosujacych aparat teorii gier do rozwazania poszczegélnych probleméw) zalezy, przynajmniej do
pewnego stopnia, jakie wartosci wyplat przypiszemy poszczegdlnym wynikom, to mozemy niejednokrotnie okreslona
gre o statej sumie przepisa¢ do postaci gry o sumie zerowej. Gry bez wspotpracy o sumie zerowej z udzialem dwodch
graczy nazywane sa grami antagonistycznymi.

Przykilad 2

Innym przyktadem gry o sumie zerowej sa szachy. W grze tej uczestniczy dwoch graczy, z ktorych jeden gra Bialymi
figurami, a drugi Czarnymi. Ta gra ma trzy mozliwe wyniki W = {Czarne wygrywaja, Biale wygrywaja, Remis}.
Zdefiniujmy teraz wyplaty nastepujaco:

Czarne Biale Remis
wygrywaja | wygrywaja
UCzarne 1 0 Y
UBiale 0 1 Y

Dla kazdego z wynikoéw, suma wyptat wszystkich graczy jest stata (i wynosi 1), wigc jest to gra o stalej sumie. Jesli
Biate zwigkszylyby swoja wyplate otrzymywana w wyniku zwycigstwa, to Czarne stracilyby czg¢$¢ wyplaty i vice
versa.

Przyklad 3

Przyktadem gry ktora nie jest gra o stalej sumie jest stynny Dylemat Wieznia: Dwoch ludzi popetnito przestgpstwo, lecz
brak na to dowodow, za$ policja ztapata ich i umiescita w dwoch osobnych celach. Poniewaz nie ma dowodow
popetnienia przez nich przestgpstwa, nie mozna im udowodni¢ winy. Dlatego policja stara si¢ naktoni¢ ich do zeznan
przeciwko sobie. Kazdemu z wigznidow dano dwie mozliwosci: przyznacé sig do popelnienia przestgpstwa, albo



zaprzeczy¢. Jesli wigzien 1 si¢ przyzna, lecz wigzien Il zaprzeczy, to wowczas wigzien I bedzie wystgpowat w roli
swiadka przeciwko drugiemu i nie zostanie ukarany wigzieniem, natomiast wowczas drugi wigzien dostanie pelny
wyrok 10 lat wigzienia (i vice versa). Jesli obaj si¢ przyznaja, to obydwaj dostana po 5 lat odsiadki, poniewaz wowczas
policja bedzie miata dowody przeciwko obydwu. Jesli obydwaj zaprzecza oskarzeniu, ze popeknili przestgpstwo, to nie
bedzie na to dowodow, wige dostang tylko po roku wigzienia, za brawurowa ucieczke¢ samochodem przed policja.

Sytuacje t¢ mozna przedstawic¢ przy pomocy nastgpujacej tabelki (macierzy):

NG Przyznac si¢ Zaprzeczy¢
Przyznac si¢ 5,5 0,10
Zaprzeczy¢ 10,0 1,1

Taka tabelka jest typowym sposobem przedstawiania gry, w ktorej uczestniczy dwoch graczy posiadajacych skonczona
liczbe strategii. Pierwsza liczba przed przecinkiem oznacza wyptate (wyrok) dla gracza I, za$ druga liczba oznacza
wyplate dla gracza II. Kazdy wiersz reprezentuje strategic gracza I, za$ kazda kolumna okresla pewna strategi¢ gracza
II. Zatem prawa dolna komorka oznacza, ze jesli gracz I zaprzeczy oraz gracz Il zaprzeczy, to wyrok (wyptata) dla
obydwu graczy wynosi 1 rok.

Przeprowadzmy teraz analizg tej gry z perspektywy gracza I. Chce on zminimalizowa¢ wyrok, ale nie wie, czy gracz II
zamierza przyznac sig, czy tez zaprzeczy¢. W zwiazku z tym gracz I rozwaza dwie sytuacje:

a) Jesli gracz Il sie przyzna: W tej sytuacji przyznanie si¢ przez gracza I daje 5 lat
wigzienia, podczas zaprzeczanie doprowadzi do 10 lat wigzienia. Zatem lepiej si¢
przyznac.

b) Jesli gracz Il zaprzeczy: W tej sytuacji przyznanie si¢ przez gracza I daje 0 lat wigzienia
(wolnos¢ za bycie swiadkiem oskarzenia), podczas gdy zaprzeczanie spowoduje 1 rok
wigzienia. Zatem w tej sytuacji rowniez lepiej si¢ przyznac.

Poniewaz gracz I jest graczem racjonalnym i chce zminimalizowaé swoja wyptlate, przyzna si¢ do winy. Co ciekawe,
poniewaz gracz Il jest rowniez graczem racjonalnym, za$ sytuacja jest symetryczna (co jest wyrazone w symetrii
powyzszej tabelki), to rowniez on si¢ przyzna. Paradoks tej sytuacji polega na tym, ze jes§li obydwaj postapia zgodnie ze
swoja racjonalnoscia, to dostana po pigc lat, za§ gdyby obydwaj zaprzeczyli, to dostaliby tylko po roku. Jednak Zzaden z
nich nie wie, jak postapi drugi, dlatego tez wybdr kazdego z nich byl najbardziej racjonalny. Dylemat wigznia jest
dobrym przyktadem gry bez wspélpracy — tylko w sytuacji wspotpracy pomigdzy obydwoma graczami w tej grze moga
oni osiagna¢ catkowite minimum wyroku. Natomiast bez wspolpracy nie moga oni rozwaza¢ wspolnej strategii, a
jedynie indywidualne, w ramach ktérych wybieraja najlepsza dla siebie opcje, w warunkach braku wiedzy o wyborze
strategii dokonanym przez drugiego gracza.

Korzystajac teraz z teorii prawdopodobienstwa, mozemy policzy¢ ile wynosi oczekiwana liczba lat odsiadki w
wigzieniu, w zalezno$ci od prawdopodobienstwa przypisywanego przez jednego gracza poszczegodlnym decyzjom ktore
moze dokona¢ drugi gracz. Jesli gracz I zaktada, ze sa rowne szanse na przyznanie si¢ lub zaprzeczenie przez gracza 11
oraz przez samego siebie, to obydwu decyzjom kazdego z nich przypisze prawdopodobienstwo 0.5. Wowczas moze
policzy¢ oczekiwana liczbe lat swojej odsiadki jako:

szansa, ze | si¢ przyzna * szansa, ze Il si¢ przyzna * wyplata dla gracza I + szansa, ze I si¢
nie przyzna * szansa, ze Il si¢ przyzna * wyplata dla gracza I + szansa, ze I si¢ przyzna *
szansa, ze Il si¢ nie przyzna * wyplata dla gracza I + szansa, ze I si¢ nie przyzna * szansa,
ze 11 sig nie przyzna * wyptata dla gracza I, czyli:

05*05*5+05*05*10+0.5*05*1+0.5%05*%0=0.5*0.5*(5+10+1+0) =4.

Jesli jednak gracz I zaklada, Ze jest 60% szans na to zaprzeczy 1 40% na to, Ze sig¢ przyzna,
to (przyjmujac 50% szans obydwu mozliwo$ciom decyzji Il gracza) oczekiwana liczba lat
odsiadki I gracza wynosi:

05*%04*5+05*%06*10+05*%04*0+05*0.6*1=423.

Wida¢ wyraznie, ze im bardziej gracz I chce zaprzeczy¢, tym bardziej jego oczekiwany wyrok rosnie, i odwrotnie: jego
wyrok maleje tym bardziej, im jest wigksza szansa, ze si¢ przyzna.

Dylemat wigznia fascynuje ludzi zajmujacych si¢ teorig gier, poniewaz jest prostym przyktadem sytuacji, w ktorych
dostgpne strategie okre§li¢ mozna jako ,,dzialanie na rzecz wspdlnego dobra” oraz ,,dzialanie na wiasna korzysc”.
Obejmuje to wiele sytuacji ktore sa rozpatrywane w ekonomii. Przyktadowo, zbudowanie mostu stuzy kazdemu, lecz
rowniez kazdy by wolal, zeby most zbudowal kto inny. Innym przyktadem jest sytuacja w ktorej mamy dwie



konkurujace firmy, za§ dostepnymi strategiami jest ,,da¢ wysoka ceng” oraz ,,da¢ niska ceng”. Oczywiscie, dla kazdej
firmy jest najlepsze, jesli obydwie dadza wysokie ceny, lecz dla kazdej z osobna jest lepsze da¢ ceng nizsza niz
konkurencja. W sytuacji gier, w ktorych jedna strategia okreslonego gracza jest zdecydowanie lepsza od wszystkich
innych mozliwych jego strategii niezaleznie od tego jakie dziatania (decyzje, strategie) wybiora inni gracze, méwimy,
ze strategia ta Scisle dominuje nad pozostatymi mozliwymi strategiami tego gracza. Okre$lona strategia jest
,,zdecydowanie lepsza”, jesli wyptata dla tej strategii jest wigksza od wyplat dla wszystkich innych mozliwych strategii.
W dylemacie wig¢znia przyznanie si¢ do winy sci$le dominuje nad zaprzeczaniem.

Przykiad 4

Swiatla na przejsciu. Zachowanie si¢ kierowcy na skrzyzowaniu ze §wiattami moze by¢ modelowane przy pomocy
teorii gier w sposOb czegsciowo podobny do dylematu wieznia. Kiedy kierowca w porannym korku dojezdza do
skrzyzowania i napotyka czerwone $wiatto, ma dwie mozliwosci ruchu:

a) poczekac na zielone §wiatlo,
b) przeskoczy¢ na czerwonym $wietle.

W tej grze uczestniczy dwoch graczy — pierwszym graczem jest kierowca, za§ drugim sa wszyscy pozostali kierowcy
czekajacy obok niego na tym samym skrzyzowaniu i rowniez chcacy jak najszybciej dojechaé. Jesli kierowca poczeka i
inni réwniez poczekaja, to bedzie on musial czekaé czas d, ktory jest potrzebny to zmiany §wiatla z czerwonego na
zielone. Jesli nasz kierowca przeskoczy podczas gdy inni poczekaja, to jego opdznienie wyniesie 0. W sytuacji w ktorej
wszyscy ztamia prawo catkowite opdznienie kierowcy wyniesie D (wskutek zatoru i zajezdzana niemitych kierowcow z
boku), natomiast jesli nasz kierowca poczeka, za$ inni przeskocza, to jego opdznienie bedzie wynosito d+D. Mozemy
zapisa¢ wyplaty kierowcy w postaci tabelki (macierzy) i, podobnie do dylematu wigznia, znalez¢ najlepsza strategi¢ dla
kierowcy.

kierowca: \ pozostali: czekanie na zielone przeskok na czerwonym
czekanie na zielone d d+D
przeskok na czerwonym 0 D

3. Podstawy teorii gier: Gracze, preferencje i uzytecznosé¢

Agent, czyli gracz, jest z definicji uczestnikiem gry posiadajacym pewne preferencje. Teoretycy gier, tacy jak
ekonomisci lub filozofowie studiujacy podejmowanie racjonalnych decyzji, opisuja owe preferencje przy pomocy
abstrakcyjnej koncepcji uzytecznosci, okreslajacej ilos¢ korzysci (czy tez ,,dobrobytu’) ktéra gracz wynosi lub osiaga
dla danego wyniku gry. Przyktadowo, w ekonomii mozemy okresla¢ wzgledny dobrobyt réznych panstw (ktore dla
pewnych celow mozemy modelowac jako graczy) przy pomocy $redniego dochodu na glowe¢ mieszkanca, zas w
biologii mozemy okresla¢ wzgledny dobrobyt zwierzecia przy pomocy jego dostosowania (fitness), czyli zdolnoSci
przekazywania materiatu genetycznego kolejnym pokoleniom. W przypadku gier z udziatem ludzi, najczestsza praktyka
w zastosowaniach teorii gier jest okres$lanie dobrobytu graczy na podstawie ich wlasnych sadéw na ten temat. Zatem
osoba ktora lubi czere$nie lecz nie lubi wisni bedzie preferowata (czyli przypisywala wigksza uzytecznos¢) takie
sytuacje, w ktorych moze je$¢ wigcej czere$ni i mniej wisni, nad takimi, w ktérych musi jes¢ wigcej wisni i mniej
czere$ni.

Poniewaz teoria gier jest teoria matematyczna, musimy dysponowa¢ jakim$ sposobem ujgcia zagadnienia
maksymalizacji uzyteczno$ci w terminach matematycznych. W tym wtasnie celu okre§lamy funkcje uzytecznosci zwana
tez funkcjq wyplaty lub po prostu wyplatq, jako odwzorowanie przypisujace liczby rzeczywiste elementom
uporzadkowanego zbioru preferencji danego gracza. Przyktadowa funkcja uzytecznosci wyglada nastgpujaco:

preferencja a -> 3
preferencja b -> 2
preferencja c > 1.

Jedyna cecha preferencji zachowywana przez to odwzorowanie jest uporzadkowanie preferencji. Wartosci
przypisywanych liczb sa a priori dowolne — tzn. nie jest istotne to, ze wartos¢ przypisywana preferencji a jest trzy razy
wigksza od wartosci przypisywanej preferencji c. W zwiazku z tym moglibySmy skonstruowaé¢ podobna funkcje
wyplaty dokonujac przypisania:

preferencja a -> 4632
preferencja b -> 3,14159
preferencja c -> - 300000.



Grq nazywa si¢ wszystkie sytuacje, w ktorych przynajmniej jeden uczestnik (agent, gracz) dziata wytacznie w celu
maksymalizacji swoich korzysSci poprzez antycypowanie (jawne, lub wynikajace z jego zachowania) reakcji na swoje
dzialania ze strony innych uczestnikow. Jesli wszyscy uczestnicy podejmuja najkorzystniejsze dziatania niezaleznie od
tego co robig inni gracze, tak jak w przypadku monopolu na pewien towar, mozemy tg sytuacj¢ modelowac bez uzycia
teorii gier. W pozostatych przypadkach teoria gier staje si¢ niezbgdna.

W ramach tej teorii zaktadamy, ze gracze sa racjonalni (w sensie ekonomicznym), co oznacza, ze gracz:

a) jest w stanie okre§la¢ mozliwe wyniki w grze,

b) jest w stanie okresla¢ decyzje ktore prowadza do okreslonych wynikow,

¢) podejmuje dzialania ktére prowadza do najbardziej preferowanych wynikéw w zalezno$ci od dziatan innych
graczy.

Tego rodzaju racjonalno$¢ nie musi by¢ zwiazana z jakakolwiek wewngtrzng §wiadomoscia gracza. Moze ona zawiera¢
si¢ w pewnych warunkach okreSlonych przez naturalna, kulturowa czy ekonomiczna selekcje (wybor). W
szczegblnosci, moéwiac o pewnym dziataniu jako ,,wybranym” nie zaktadamy, ze bylo ono podjete po jakimkolwiek
swiadomym namysle. Istotne jest tylko to, ze pewne okreSlone dziatanie zostato podjete w sytuacji, w ktorej byto
mozliwe rowniez inne dziatanie (lub dziatania).

Kazdy gracz w grze ma bowiem do wyboru co najmniej dwie mozliwe strategie (sposoby dziatania). Strategia okresla,
jakie dziatania podja¢ w odpowiedzi na wszystkie mozliwe dzialania (strategie) innych graczy. Kluczowym aspektem
okreslajacym gre jest to, jaka informacja dysponuja gracze w momencie podejmowania decyzji. Najprostszymi grami sa
takie, w ktorych gracze dysponuja petnq informacjq, co oznacza, ze przy kazdej decyzji gracz wie wszystko, co si¢ stalo
do tego momentu w grze. Przykladem takiej gry sa szachy. Natomiast gry ze §ciganym i $cigajacym sa najczesciej
grami o niepetnej informacji, gdyz zaréwno $cigany, jak i Scigajacy, nie wiedza wszystkiego o ruchach juz podjetych w
grze. OczywiScie, charakter informacji ktérym si¢ dysponuje w grze istotnie okresla zachowanie gracza w grze i
zmienia wyraznie logike podejmowanych decyz;ji.

4. Matematyczne modele gier: drzewa i macierze

Réznica pomigdzy grami z pelna i niepelng informacja jest zblizona (lecz nie rdwnowazna!) do réznicy pomiedzy
sposobami reprezentowania gier. Podzielmy gry na takie w ktorych gracze dokonuja ruchéw naprzemiennych i takie, w
ktérych gracze dokonuja ruchdéw symultanicznych (réwnoczesnych), przy czym réwnoczesno$¢ mierzymy tutaj nie w
terminach jakiego$ obiektywnego, zewngtrznego czasu, ale w terminach przeplywu informacji. Innymi stowy, istotne
jest to, kiedy gracze dowiaduja si¢ o dziataniach innych graczy. Przykladowo, jesli dwie firmy planuja strategie
rynkowe, to jedna z nich moze okresli¢ swoja strategi¢ kilka miesigcy przed druga, lecz zadna nie zna strategii drugiej
firmy podczas podejmowania decyzji o wlasnej strategii, zatem taka gra jest przyktadem gry réwnoczesnej. Z drugiej
strony prostym przyktadem gry z posunigciami naprzemiennymi sg szachy.

Podziat na gry z posunigciami réwnoczesnymi (gry symultaniczne) i naprzemiennymi (gry pozycyjne) nie jest do konca
rownowazny podzialowi na gry z pelna i niepeina informacja. Z pewno$cia wszystkie gry rownoczesne sa grami z
niepelna informacja. Jednak niektére gry moga taczy¢ w sobie elementy rownoczesne i naprzemienne. Przyktadowo,
wspomniane dwie firmy moga wprawdzie okresli¢ swoje strategie niezaleznie, nie informujac si¢ o nich nawzajem, po
czym jednak zaczynaja je realizowac, wchodzac we wspotzawodnictwo cenowe, co jest juz elementem naprzemiennym
w grze. Gry, ktore dopuszczaja strategie mieszane, sa grami o niepeinej informacji, za$ gry z pelna informacja
wystepuja w przypadkach, kiedy Zadne ruchy nie sa rownoczesne (oraz kiedy zaden gracz nie zapomina o czymkolwiek
co si¢ dziato w przeszlosci).

Gry z pelna informacja sa najprostszym rodzajem gier, poniewaz — o ile gra konczy si¢ po skoficzonej liczbie ruchoéw —
gracze 1 analitycy moga uzy¢ konkretnych procedur do przewidywania wynikow gry. Racjonalny gracz (a tylko takich
tu rozwazamy) wybiera swoje pierwsze dziatanie rozwazajac kazda z sekwencji reakcji 1 kontr-reakcji, jakie beda
konsekwencjami danego wybranego dziatania. Nastgpnie gracz okresla, ktory z mozliwych wynikéw takich sekwencji
jest najbardziej dla niego uzyteczny (ma dla niego najwicksza wartos¢ = jest najbardziej preferowany) i wybiera
dziatanie, ktore rozpoczyna sekwencj¢ dziatan prowadzaca do okreslonego rezultatu. Taki proces nazywa si¢ indukcjq
wstecznq, poniewaz wnioskowanie dziala wstecz, zaczynajac od ewentualnych wynikéw sekwencji decyzji. Z tak
opisanym procesem Wwiaze si¢ sposOb reprezentacji gier pod postacia drzewa. Jest to sposob alternatywny do
przedstawiana gier pod postacia macierzy (tabelki). Drzewo gry jest przyktadem matematycznego obiektu nazywanego
grafem skierowanym. Sklada sig¢ on z wierzchotkow, oraz taczacych je linii, przy czym graf ten, jako cato$¢, ma
okreslony kierunek. Drzewa gier rysuje si¢ zazwyczaj z gory do dotu, lub tez z lewa na prawo. Polozone wyzej (lub
bardziej na lewo) wierzchotki sa rozumiane jako wczesniejsze od tych, ktore sa potozone nizej (lub bardziej na prawo).



Przyktadowe drzewo gry wyglada nastgpujaco:

Drzewa sa uzywane do reprezentacji gier o naprzemiennej sekwencji dziatan, poniewaz pokazuja kolejnos¢ dziatan
podejmowanych przez graczy. Do reprezentacji (matematycznego modelowania) gier stosuje si¢ rOwniez macierze, w
ktoérych nie podaje sig¢ informacji o sekwencji ruchow, ale wygrane (wyplaty) otrzymywane na skutek wybrania przez
graczy okreslonej kombinacji strategii. Przykladem takiej reprezentacji jest oczywiscie macierzowy zapis dylematu
wieznia:

i Przyznanie sig Zaprzeczenie
Przyznanie sig 33 0,4
Zaprzeczenie 4,0 2,2

Gry wyrazane przy pomocy macierzy nazywane sa grami w postaci normalnej albo w postaci strategicznej, natomiast
zapisane przy pomocy drzewa nazywane sa grami w postaci rozwinietej lub ekstensywnej. Te dwie postacie nie sa sobie
rownowazne. Gry ekstensywne zawieraja w sobie informacj¢ o kolejnosci ruchéw, oraz o stopniu w jakim gracze w
poszczegodlnych ruchach sa poinformowani na temat struktury gry, podczas gdy w grach o postaci strategicznej nie
mamy dostgpu do takiej informacji. Zatem jesli kolejnos¢ ruchow w grze jest nieistotna dla wyniku gry, mozna badac tg
gre¢ w reprezentacji (zapisie) macierzowym, natomiast jesli kolejno$¢ gry jest istotna, to trzeba koniecznie okresli¢
postaé ekstensywna danej gry.

Podczas zapisu gry w postaci ekstensywnej mamy do czynienia z nastgpujacymi obiektami:

*  Wierzcholki: sa to punkty w ktorych gracz podejmuje
decyzje (dziata).

*  Wierzcholek poczqtkowy: jest to punkt w ktérym zachodzi
pierwsze zdarzenie (decyzja) w grze.

*  Wierzchotki koncowe: sa to takie punkty, ktérych
osiagnigcie konczy grg. Kazdy wierzcholek koncowy ma
przypisany pewien okreslony wynik.

*  Podgra: dowolny zbidér wierzchotkow 1 taczacych je
krawedzi, ktore wychodza (zgodnie z kierunkiem drzewa) z
okreslonego wierzchotka.

*  Strategia: sposéb okreslajacy decyzje danego gracza w o] 8] 8 8]
kazdym z wierzchotkow drzewa, w ktérym moze on podjaé ~ (2:2) (4.0) (0.4) (3.3)
jakas decyzje.

Rozwazmy teraz dylemat wig¢znia w postaci ekstensywnej. Zatézmy, ze gracze I i Il nie poruszaja si¢ rownoczesnie,
czyli kazdy z graczy podejmuje decyzj¢ po zaobserwowaniu dziatania drugiego gracza. Zalézmy, ze przed wsadzeniem
do wigzienia (i koniecznoscia podjecia decyzji) uméwili si¢ oni na strategie wspolnego nieprzyznawania si¢ do winy.
W zwiazku z tym w sytuacji gry obydwaj gracze moga wspotpracowaé, wierzcholki grafu sa wierzchotkami
koncowymi. Kazdy w wierzchotkéw koncowych przypisuje kazdemu graczowi pewien wynik, ktdry przy pomocy
funkcji wyplaty zamienia si¢ w konkretna liczbg. W sytuacji ekstensywnej postaci dylematu wigznia mamy wigc do
czynienia z przypisaniem do kazdego koncowego wierzchotka grafu pary liczb odpowiadajacej wyptatom (liczbie lat
odsiadki) obydwu graczy. Drzewo tej gry pokazane jest na powyzszym rysunku. Widaé, ze réwnoczesna
(symultaniczna) oraz naprzemienna (sekwencyjna) postaé tej gry sa sobie rownowazne (z doktadnoscia do arbitralnie
okres$lonych wartosci funkcji wyptaty). W przypadku dowolnej gry nie jest to jednak prawda!



5. Klasyfikacja gier

Gry moga by¢ klasyfikowane wedtug kilku kryteridw. Czgsto spotyka si¢ nastgpujace klasyfikacje:

Wedtug liczby graczy: 1, 2 lub wigcej graczy. W przypadku co najmniej dwoch graczy nalezy wzia¢ pod uwage
mozliwo$¢ powstania koalicji, czyli wspotpracy. Wowczas dokonujemy podziatu na gry ze wspolpracq
(kooperacyjne) i gry bez wspolpracy (niekooperacyjne).

Wedtug inteligencji graczy: Inteligentny gracz jest to gracz, ktory zawsze zachowuje si¢ racjonalnie, czyli uzywa
najlepszych logicznie strategii (tzw. strategii optymalnych). Nieinteligentny gracz wybiera strategi¢ droga
losowania lub sam zachowuje si¢ jak ,,mechanizm” losowy nieprzewidywalny dla drugiego gracza.
Wreszcie p-inteligentny gracz to gracz, ktdry czasami uzywa zlych strategii, gdzie parametr p jest
prawdopodobiefistwem uzycia przez niego strategii optymalnej. Wowczas O-inteligentny gracz to po
prostu gracz nieinteligentny, za$ 1-inteligentny gracz jest graczem inteligentnym.

Wedtug wiasciwosci zbioru strategii: Dla przyktadu — gra skonczona jest gra, w ktorej zbidr strategii jest
skonczony (dla gier o pelnej informacji jest to gra o formie macierzowej), za§ gra nieskornczona to taka
dla ktorej zbior strategii jest nieskonczony.

Wedtug sumy wyplat: Waznym podziatem gier jest podziat na gry o sumie stalej (w szczegdlnym przypadku sg to
gry o sumie zerowej; zreszta czgsto mowiac o nich ma si¢ na mysli gry o sumie statej), gdzie mamy do
czynienia z konfliktem, gdyz wyplata jednego gracza moze sig zwiekszy¢ jedynie kosztem wyptaty innych
graczy, oraz gry o sumie niezerowej, w przypadku ktorych wyplaty dla graczy niekoniecznie musza mieé¢
rozne znaki, za$ gra nie musi by¢ konfliktem (kazdy gracz moze zyskaé w tej grze).

Wedtug reprezentacji: Jest to juz wcze$niej omowiony podzial na gry ekstensywne (o postaci rozwinigtej — czyli
drzewa) oraz gry strategiczne (o postaci normalnej — czyli macierzy).

Wedtug dostepnej informacji: Sa to omawiane wyzej gry w ktorych gracze dysponuja peing (kompletna) lub
niepelng (niekompletna) informacja.

6. Strategie i rownowaga w grach bez wspolpracy

Teoria gier bada strategie, ktore moga by¢ realizowane przez graczy w zaleznosci od przyjetych przez nich preferencji.
Oczywiscie najbardziej interesujacym jest zagadnienie wyboru strategii optymalnej. Przy rozwazaniu dylematu wigznia
okresliliSmy obustronne przyznanie si¢ do winy jako strategi¢ optymalng a zarazem jako rozwiqzanie gry. Zgodnie z
ogblna praktyka w ekonomii, teoretycy gier okreslaja rozwiazania gier (przynajmniej w przypadku gier bez
wspotpracy) jako stany rownowagi. Innymi stowy, podstawowa zasada optymalnego dziatania jest zasada osiagania
celu (= rozwiazania) ktérym jest sytuacja rownowagi. Termin ,réwnowaga” w fizyce i ekonomii oznacza, ze dany
system jest w stanie stabilnym, czyli wszystkie sity dziatajace wewnatrz uktadu rownowaza si¢ i pozostawiaja system w
niezmienionym stanie, az do momentu zadziatania jakiej§ sity zewngtrznej. Analogicznie w teorii gier przez
rownowage rozumiemy taki wybor strategii dokonany przez graczy, ze dowolna zmiana strategii przez jednego gracza
(przy rownoczesnym braku zmiany strategii przez pozostalych graczy) nie spowoduje wzrostu wygranej tego gracza.
Tak zdefiniowana rownowagg nazywa si¢ rownowagq Nasha (zostata ona wprowadzona przez Johna Nasha, noblistg
sportretowanego fabularnie w filmie ,,Pigkny umyst”). Jesli gra posiada tylko jedna strategi¢c rownowagowa Nasha, tak
jak w przypadku dylematu wigznia, gdzie rownowaga Nasha jest wspolne przyznanie si¢ do winy, to jest to jedyne
rozwigzanie tej gry. Gry maja czgsto wigcej niz jedna strategi¢ Nasha (réwnowage Nasha) i dlatego dylemat wigznia
uwazany jest za tatwa (i nietypowa) gre.

Mozemy okresli¢ klasg¢ gier w ktorych rownowaga Nasha jest nie tylko koniecznym, ale takze wystarczajacym
warunkiem podania rozwiazania. Sa to gry o sumie zerowej (lub stalej) z pelng informacjq. Jak juz moéwilismy, w grze o
sumie zerowej (lub statej) gracz moze polepszy¢ swoja sytuacj¢ jedynie poprzez pogorszenie sytuacji pozostatych
graczy. Woweczas, jesli gracze graja najlepiej jak potrafia, to wszyscy moga jedynie zmaksymalizowaé swoje
minimalne wygrane (czyli zastosowaé procedur¢ maxmin), wskutek czego nie ma innego rozwiazania niz jedno
potozenie rownowagowe Nasha. Jednakze wiele gier nie ma tej wlasnosci i moze istnie¢ kilka roéznych polozen
rownowagowych Nasha. W szczegdlnosci jest tak dla gier o sumie niezerowej.

Dwuosobowa gra o sumie niezerowej to taka gra, w ktorej wynik gry nie jest juz wygrana jednego gracza i przegrana
drugiego lub ma wartos$¢ stata (co w efekcie moze by¢ sprowadzone do zera), lecz ma warto$¢ niezerowq oraz niestata, i
zalezy od wyboru strategii przez graczy. Zbiory strategii obu graczy sa skonczone i stale. Cele graczy nie sg juz w tym
przypadku przeciwstawne. Obaj gracze moga na przyktad minimalizowa¢ lub maksymalizowa¢ jednocze$nie rozne
wielkos$ci, co prowadzi zawsze do niezerowego wyniku w grze. Dla takich gier moze istnie¢ kilka potozen rownowagi
Nasha. Znajdzmy teraz wszystkie strategie rownowagowe Nasha dla nastgpujacej gry wyrazanej w postaci macierzy kar

(negatywnych wyptat):



(0,2) (3,5) (4,8)
2,4) 8,-3) 3-5)

Zgodnie z definicja, szukamy takich par strategii graczy, ze dowolna zmiana strategii przez jednego sposrod graczy
(przy rownoczesnym braku zmiany strategii przez drugiego gracza) nie spowoduje wzrostu wygranej tego gracza.
Widaé, ze w grze tej istnieja dwie pary strategii bedacych w rownowadze Nasha (bedacych strategiami Nasha):

A) para (0,2), poniewaz 0 < 2 w pierwszej kolumnie (czyli jest to najlepsza strategia gracza grajacego
wierszami przy ustalonej strategii gracza grajacego kolumnami) oraz 2 < 51 2 < 8 w pierwszym
wierszu (czyli jest to najlepsza strategia gracza grajacego kolumnami przy ustalonej strategii gracza
grajacego wierszami).

B) para (3,-5), poniewaz 3 <4 oraz -5 <-3 i -5 <4 (analogicznie).

Z tego przyktadu widaé, jaka jest prosta metoda wykrywania strategii rownowagowych Nasha. Rozwazmy dowolny
element macierzy wyptat (pozytywnych). Jesli pierwszy sktadnik tej pary jest maksymalna liczba w danej kolumnie,
za$ drugi sktadnik pary jest maksymalna liczba w danym wierszu, to wowczas dana komorka reprezentuje strategie
rownowagowa. Oczywiscie, jest tak w sytuacji w ktorej mamy do czynienia z nagrodami. Je§li mamy do czynienia z
macierza wyrazajaca gr¢ w terminach kar, to gracze daza do minimalizacji kar, wskutek czego powyzsza procedura
zamienia si¢ w poszukiwanie miniméw. W typowych sytuacjach, jesli spotyka si¢ macierz gry bez podanej interpretacji,
nalezy zalozy¢, ze jest to macierz wyplat pozytywnych, czyli inaczej niz w dylemacie wigznia.

Aby wybra¢ jedno rozwiazanie sposrod kilku dostgpnych strategii Nasha trzeba odwotac¢ si¢ do dodatkowych kryteriow,
ktore przynajmniej po czgsci moga by¢ arbitralne. Jesli dana gra nie posiada strategii Nasha, to mowimy, Ze nie istnieje
rownowaga Nasha w czystych strategiach. W tym przypadku aby znalez¢ rozwiazanie mozna stosowaé strategie
mieszane.

6. Strategie mieszane

Warto rozréznia¢ pomigdzy strategiami czystymi i1 mieszanymi. Elementy zbioru strategii Si, nazywamy strategiami
czystymi (de facto wszystkie strategie omawiane w zesztym tygodniu byly strategiami czystymi). Natomiast strategia
mieszana polega na potaczeniu (wymieszaniu) poszczegdlnych strategii czystych poprzez wybieranie kazdej z
dostgpnych strategii czystych z pewnym prawdopodobienstwem (oczywiscie, kazda czysta strategia moze by¢
rozwazana jako szczegolny przypadek strategii mieszanej, dla ktorej wybiera si¢ okreslona czysta strategig z
prawdopodobienstwem réwnym 1, za§ pozostate z prawdopodobienstwem réwnym 0). Niejednokrotnie gry, ktore nie
posiadaja rownowagi Nasha w strategiach czystych, posiadaja takowa w strategiach mieszanych.

Przyktad

Rozwazmy nastgpujaca gre. Kazdy z dwoch graczy podaje w tej samej chwili jedna z liczb: ,,jeden” lub ,,dwa”. Gracz I
wygrywa jesli suma podanych liczb jest nieparzysta, natomiast gracz Il wygrywa jesli suma podanych liczb jest
parzysta. Przegrywajacy musi zaptaci¢ wygrywajacemu taka liczbg ztotych, ile wynosi suma podanych liczb. Zbiory
strategii w tej grze to S;= {1, 2}, Sy= {1, 2}, natomiast funkcja wyplaty u; dana jest przez macierz

gracz II: ,,1” gracz II: ,,2”
gracz I: ,,1” -2 +3
gracz I: ,,2” +3 -4

Natomiast posta¢ macierzowa gry jest nastgpujaca:

gracz II: ,,1” gracz II: ,,2”
gracz I: ,,1” (-2,2) (+3,-3)
gracz I: ,,2” (+3,-3) (-4,+4)

Okazuje sig, ze jeden z graczy ma wigksza korzys¢ z tej gry. Zanalizujmy teraz t¢ gre z perspektywy gracza I. Zatéozmy,
ze na pie¢ losowan trzy razy losuje on ,,1”, a dwa razy ,,2”, w kolejno$ci przypadkowej. W takiej sytuacji:



a) jesli gracz Il powie ,,1”, to gracz I traci 2 zlote w 3/5 przypadkow i wygrywa 3 ztote
w 2/5 przypadkdéw. Srednio wygrywa on 3/5%(=2 zt) + 2/5*%(3 zt) = 0 zt.

b) jesli gracz II powie ,,2”, to gracz I zyskuje 3 ztote w 3/5 przypadkow i traci 4 zlote
w 2/5 przypadkow: Srednio wygrywa wige 3/5%(3 zt) + 2/5%(—4 z) = 1/5 zt.

Oznacza to, ze jesli gracz | wymiesza swoje strategie (wybory strategii) w powyzszy sposob, to gra jest sprawiedliwa za
kazdym razem kiedy gracz II powie ,,1”, ale jesli gracz Il powie ,,2”, to Srednio rzecz biorac gracz I wygrywa 20
groszy. Rodzi si¢ pytanie, czy w tej sytuacji gracz I moze wybraC taka strategig, ktdra zagwarantuje mu niezerowa
wygrana niezaleznie od tego co zrobi drugi gracz?

Niech p oznacza prawdopodobiefnstwo tego, ze gracz I wybiera ,,1”. Znajdziemy teraz takie p, dla ktorego gracz 1

wygrywa érednio taka sama ilo$¢ pieniedzy niezaleznie od tego, czy gracz II wybierze ,,1” czy ,,2”. Srednia warto§é
wygranej gracza I w przypadku kiedy gracz II powie ,,1”” wynosi

p*(=2) + (1I-p)*3,
za$ jego Srednia wygrana kiedy gracz Il powie ,,2” wynosi
p*3 + (1-p)*(-4).
Szukamy zatem takiego p, ze
—2p + 3(1-p) = 3p — 4(1-p),

p="7/12.

Co po przeksztatceniu daje

Oznacza to, ze gracz I powinien wybiera¢ opcje ,,1” z prawdopodobienstwem 7/12, za$ ,,2” z prawdopodobienstwem
5/12. Przy zatozeniu tej strategii gracz I wygrywa $rednio

“2%(7/12) + 3%(5/12),

czyli 8'/; grosza, niezaleznie od tego, co zrobi gracz II. Taka strategia mieszana, ktora daje te same $rednie wygrane
niezaleznie od tego, co robi przeciwnik nazywa si¢ strategiq wyrownujqcq.

W tej sytuacji powstaje pytanie, czy gracz Il moze miesza¢ z pewnym prawdopodobienstwem swoje strategie tak, zeby
gracz I nie osiagnal wigkszy zysk niz powyzszy. Korzystajac z tej samej metody, mozna tatwo policzy¢, ze gracz II
moze zapewni¢ sobie stala $rednia przegrana nie wigksza niz 1/12 zlotego, podczas gdy gracz I moze zapewni¢ sobie
stala §rednia wygrana nie mniejsza niz 1/12 zlotego. W takiej sytuacji 1/12 ztotego nazywa si¢ wartosciq gry, za$
strategia, ktora kazdy z graczy uzywa w celu uzyskania tej Sredniej wartosci, jest strategia minimaxu.

7. Gry powtarzane (iterowane)

Dotad zajmowaliSmy si¢ grami jednorazowymi, tzn. takimi, w ktoérych strategiczne decyzje poszczegolnych graczy nie
maja konsekwencji siggajacych dalej niz okreslony wynik w grze. Jednak gry sa czgsto grane wiclokrotnie, za$ gracz
grajac w konkretnej instancji (edycji) gry musi mie¢ na uwadze kolejne gry przy podejmowaniu decyzji na temat swojej
strategii.

Wréémy do dylematu wigznia. Jedyna rownowaga Nasha w tej grze jest obustronne przyznanie si¢ do winy. Jednak ta
strategia moze przesta¢ by¢ najlepsza strategia w wypadku wielokrotnej konieczno$ci powtarzania tej gry. Wyobrazmy
sobie cztery firmy produkujace ten sam rodzaj produktu, ktére dogaduja sig, aby podwyzszy¢ ceng na ich produkt
poprzez wspolne ograniczenie dostaw (w ten sposob formujac kartel). Dla kazdej firmy z osobna najlepsza strategia
bytoby ztamanie umowy przy zalozeniu, ze pozostate firmy pozostana przy swoich cenach. Dlatego, jesli ta gra miataby
by¢ rozgrywana jednokrotnie, to powyzszy kartel nie mialby racji bytu. Jednakze, firmy spodziewaja si¢, ze beda
musiaty istnie¢ wspolnie na rynku przez dtuzszy czas. W zwiazku z tym kazda z nich wie, ze jesli ztamie ona umowe
kartelu, to pozostate firmy ukarza ja poprzez dlugotrwalte obnizenie swoich produktow, powodujac wigksze straty niz
dana firma moze wynies$¢ ze zlamania umowy. Oczywiscie, obnizenie cen wykonane przez pozostate firmy nie jest dla
nich bezposrednio zyskowne z perspektywy krotkoterminowe;j, lecz z perspektywy dlugoterminowej utworzenie kartelu
dyktujacego ceny moze by¢ tego warte.

Prosta i stynna (lecz nickoniecznie zawsze optymalna) strategia wspotpracy w powtarzanym (iterowanym) dylemacie



wigznia jest zasada zwana ,,wet za wet””:

a) Zawsze wspolpracuj w pierwszej rundzie,
b) Nastepnie, postepuj doktadnie tak, jak postapit twdj przeciwnik w poprzedniej rundzie.

Pomimo prostoty, strategia ta jest zaskakujaco wydajna, poniewaz spetnia najwazniejsze kryteria:

przyjazno$¢ — nie zrywa wspolpracy jako pierwsza

natychmiastowa obrona — na atak odpowiada odwetem

przewidywalno$¢ — przeciwnik moze tatwo przewidziec¢ jej zachowanie i dostosowacé si¢ do niego

sktonno$¢ do wybaczania — jesli przeciwnik zmieni swoje postepowanie potrafi wybaczy¢

ma gwarancje, ze nie da wyniku gorszego niz wynik przeciwnika o wigcej niz réznica jednej rundy, przez co
odporna jest nie tylko na graczy racjonalnych, ktérym zalezy na jak najwyzszym wyniku wlasnym, ale tez na
graczy zazdrosnych, ktérym zalezy na jak najwigkszej ré6znicy wynikow.

DR W=

Grupa graczy grajaca w dylemat wigznia wedtug zasady ,,wet za wet” nigdy nie doswiadczy zadnego przyznania si¢ do
winy, czyli zdrady. Z tego wynika, ze ,,wet za wet” jest dlugoterminowg strategia rownowagowa Nasha w populacji, w
ktorej wszyscy graja wedtug strategii ,,wet za wet”.

Rownowagowo$¢ tej strategii opiera si¢ na istotnym zalozeniu, ze gracze musza by¢ niepewni tego, kiedy zakoncza si¢
ich wspolne gry. Zatézmy, ze gracze wiedza, kiedy nadejdzie ostatnia runda. W tej rundzie juz nie musza obawiac si¢
kary, zatem racjonalnym dziataniem dla graczy bgdzie zdrada (przyznanie si¢ do winy), poniewaz po ostatniej rundzie
nie ma juz zadnej mozliwosci poniesienia kary za to dzialanie. Rozwazmy teraz przedostatnia rundg. Gracze nie
poniosa rowniez zadnej kary za przyznanie si¢ w tej rundzie, gdyz i tak przyznaja si¢ w ostatniej, zatem w
przedostatniej rundzie réwniez zdradza. To rozumowanie mozna w analogiczny sposob kontynuowaé az do pierwszej
rundy, wskutek czego strategia ,,wet za wet” traci (racjonalny) sens, zas rOwnowagowa strategia w tej sytuacji staje sig,
tak samo jak w jednokrotnym dylemacie wig¢znia, obustronne przyznanie si¢ do winy. Oznacza to, ze wspolpraca w
wielokrotnym dylemacie wieznia jest mozliwa tylko jesli liczba powtorzen gry jest nieznana. Ten wniosek stosuje si¢
réwniez do bardziej skomplikowanych gier granych przez ludzi w sytuacjach zycia codziennego.

8. Gry ze wspolpraca (kooperacja)

W teorii gier grami ze wspolpracq (albo grami kooperatywnymi) nazywa si¢ takie gry, w ktorych wszystkie
rownowagowe czyste strategie Nasha sa sytuacjami, w ktorych gracze wybieraja te same, lub odpowiadajace sobie
strategie. Gra ze wspOlpraca jest zatem taka gra, w ktorej funkcja wyplaty dwoch lub wigkszej liczby graczy jest
zmaksymalizowana kiedy obydwaj robia to samo i kiedy to, Ze obydwaj robia to samo, jest dla nich wazniejsze od tego
co robigq. Przykladem gry koordynacyjnej jest ,,gra” w kierunek ruchu drogowego: zarowno rozwiazanie ,,wszyscy
jezdza lewa strong”, jak i ,,wszyscy jezdza prawa strona”, jest rownowaga Nasha, ale zadne nie jest lepsze od innego.
Jednak w realnej sytuacji zostaje ostatecznie wybrana tylko jedna z tych strategii, wskutek dopasowywania si¢
(uzgadniania, kooperacji, koordynacji) pomigdzy graczami.

Przyktadem gry ze wspotpraca jest gra z dwoma graczami, gdzie pierwszy z nich dysponuje strategiami {Lewo,
Prawo}, za$ dostgpne strategie drugiego to {Gora, DO}, przy czym strategia ,Lewo” jest okre$lona jako
wspolpracujaca ze strategia ,,Gora”, za$ strategia ,,Prawo” jako wspotpracujaca ze strategia ,,Dot”. W takiej sytuacji
macierz tej gry wyglada nastgpujaco:

gracz I: Lewo gracz I: Prawo
gracz II: Gora (A, a) (C,b)
gracz II: D6t (B, ¢) (D, d)

Powyzej opisana sytuacja wspOlpracy oznacza, ze wyplaty gracza II sa opisane nierdwnosciami A > B oraz D > C, za$
wyplaty gracza I spetniaja warunki a > b oraz d > c¢. W tej grze istnieja dwa profile strategii, ktore sa rownowagami
Nasha: {Lewo, Gora} oraz {Prawo, D6t}. W grach ze wspodtpraca mozna réwniez rozwazaé strategie mieszane i
rownowagi Nasha w strategiach mieszanych.

Przyklad

By¢ moze najstynniejszym przyktadem gry ze wspotpraca jest tzw. walka pici. W tej grze mamy do czynienia z dwoma
graczami. Pierwszym graczem jest kobieta, ktora lubi chodzi¢ do zakupy (Z), za§ graczem drugim jest mgzczyzna,
ktory lubi chodzi¢ na mecze pitkarskie (P). Przede wszystkim jednak obydwoje chcieliby byé razem (lub po prostu



spotkac¢ sig). Jesli nie wezmiemy pod uwage mozliwosci wspotpracy przy podejmowaniu decyzji w drodze umowy (np.
porozumienia si¢ przez telefon), to mamy do czynienia z gra, ktora mozna opisaé przy pomocy nastgpujacej macierzy:

3.z 3:P
0.z 1,10 0,0
Q:P 1,1 10,11

Rownowagami Nasha sa tu pary decyzji (Z,Z) i (P,P) - bo jesli wiadomo, ze ona (on) pdjdzie na zakupy (na mecz
pitkarski), to lepiej odpowiednio dostosowaé swoja decyzjg. Jesli jest to gra powtarzalna i ma sens rozpatrywanie
strategii mieszanych (prawdopodobiefistw pdjscia na zakupy i na mecz pierwszego i drugiego gracza), to mozna
wyznaczy¢ jeszcze jedna roOwnowage w strategiach mieszanych. Odpowiada ona prawdopodobienstwom (w tym
przypadku) 11/20 pojscia na rozrywke preferowana oraz jednakowym wartosciom oczekiwanym wyptaty dla obu
graczy. Wartosci te sa jednak niskie w poréwnaniu z dwoma réwnowagami w strategiach czystych; w dodatku,
rownowaga w strategiach mieszanych jest niestabilna (jakiekolwiek odchylenie od strategii rtownowagowych powoduje
zwigkszenie tego odchylenia i przej$cie do ktorej$ z rownowag w strategiach czystych). Z przyktadu tego nie wynika
bynajmniej, ze w tej sytuacji jedna ze stron musi ustapi¢ i niemozliwe jest rozsadne rozwiazanie symetryczne. Przyktad
ten ilustruje tylko ograniczenia teorii gier w zastosowaniu do negocjacji: rozsadnym rozwigzaniem jest bowiem
zrzucenie pychy z serca i umowienie si¢ przez telefon, ze jutro idziemy oboje na zakupy, a nastgpnym razem oboje na
mecz.

9. Ewolucyjna teoria gier

Teoria gier znalazta owocne zastosowanie w biologii ewolucyjnej. Jako graczy w ramach tej dziedziny traktuje si¢
czgsto poszczegblne gatunki lub/i geny, natomiast reguly gry okreslone sa przez naturalng selekcje, ktora okresla
zmienianie si¢ i wymieranie gatunkéw. Przy zadanym $rodowisku kazdy osobnik danego gatunku ma tym wigksza
wyptate, im wigksza liczbe potomkoéw sptodzi dzigki swoim cechom. Wskutek tego jego cechy rozprzestrzenia sig
bardziej w ramach populacji. W niektorych sytuacjach jego cechy moga rozprzestrzeni¢ si¢ na cala populacjg, zas w
innych przypadkach jedynie na stabilny procent populacji (np. 60%).

Jednym z najwazniejszych aspektow srodowiska, w ktorym zyje dany organizm lub gatunek, sa zachowania innych
organizmow. Jest zatem sensowne badanie takich sytuacji, w ktorych kazdy lineaz (linia rodowa osobnikéw o
okreslonych cechach) stara si¢ zmaksymalizowa¢ swoje dostosowanie (oczekiwana liczbg potomkdw) poprzez
wybieranie strategii, ktore sa optymalne przy okre§lonych strategiach innych lineazy.

W ewolucyjnej teorii gier (zwanej rowniez dynamiczng teoria gier) nie rozwazamy juz osobnikow wybierajacych
okreslone strategie, ani rownowagowych potozen pojedynczych gier. Teoria ta rozwaza gre poszczegdlnych strategii
grajacych przeciwko sobie (lub ogoélnie — wzglgdem siebie). W tej sytuacji dana strategia jest ,lepsza” od innej, jesli
pozostawia wigcej kopii siebie samej w nastgpnym pokoleniu, kiedy gra jest rozgrywana jeszcze raz. Ewolucyjna teoria
gier bada zmiany rozktadu réznych strategii w populacji wraz z kolejnymi grami.

Dla tak okre$lonej dynamicznej teorii gier Maynard Smith wprowadzil nowe pojecie réwnowagi. Zbior strategii
(wzigtych w okreslonych proporcjach zawsze sumujacych si¢ do jednosci, np. 1/3:1/2, 50%:50%, 1/3:1/3:1/6:1/6) jest
nazywany strategiq ewolucyjnie stabilng (ESS), jesli:

1. Zaden osobnik nie moze zwigkszy¢ swojego dostosowania (rozrodczego) poprzez zmiang strategii na inna,
2. zaden mutant korzystajacy z innej strategii nie ma szans dokonania ,,inwazji”’ na badana populacjg.

Przyklad

Rozwazmy populacje¢ sktadajaca si¢ z trzech rodzajow osobnikow, ktorzy sig czgsto spotykaja parami i musza wtedy
podzieli¢ si¢ zasobami srodowiska:

Uczciwych, ktorzy chca zawsze potowe zasobow;

Zachtannych, ktorzy zawsze chca wigcej niz potoweg zasobow. Kiedy jeden zachtanny spotyka innego zachtannego,
to obydwaj traca zasoby wskutek walki o nie;

Skromnych, ktorzy chca zawsze mniej niz potowg zasobow. Kiedy jeden skromny spotyka innego skromnego,
wowczas korzystaja oni tylko z czg$ci zasobdw, i pewna czgs¢ zasobow si¢ marnuje.

Zatdézmy teraz, ze zachtanni wymagaja 2/3 zasobdw, natomiast skromni wymagaja 1/3 zasoboéw. Wowczas nastgpujace
dwie proporcje populacji sa strategiami stabilnymi ewolucyjnie:



1. Potowa populacji to zachtanni, a druga potowa to skromni. Policzmy $rednia wyplatg w tej sytuacji. Skromni
otrzymuja 1/3 zasobéw w kazdym spotkaniu. Zachtanny dostaje 2/3 kiedy spotyka skromnego, za$ nic jesli
spotyka innego zachtannego. Zatem $rednia wyptata zachtannego wynosi rowniez 1/3. Jest to ESS, poniewaz
sprawiedliwy mutant nie moze dokona¢ inwazji na t¢ populacj¢. Gdyby jaki$ sprawiedliwy dostat sig¢ do tej
populacji, to w przypadku spotkania skromnego otrzymatby on 1/2 zasobow, natomiast w przypadku spotkania
zachtannego uczciwy nie dostatby nic. Zatem $rednia wyptata uczciwego wynositaby 1/4. W tej sytuacji zaden
zachtanny ani skromny nie miatby zysku ze zmiany swojej strategii, wigc pojedynczy uczciwy w tej populacji
dostatby najmniej i jego strategia nie miataby szans na propagacjg.

2. Wszyscy gracze sa uczciwi. Kazdy dostaje potlowg zasobow i nikt nie moze polepszy¢ swojego bytu przez
zmiang swojej strategii. Gdyby w tej populacji pojawit si¢ zachtanny, to dostatby on $rednig wyptatg réwna
zero. Natomiast dokonujacy inwazji skromny dostalby $rednio 1/3, co wynosi mniej niz $rednia wyptata
uczciwych, wskutek czego jego strategia nie miataby szans na propagacjg.

Warto zauwazy¢, ze pierwsza rownowaga jest nieefektywna, poniewaz $rednia wyplata w catej populacji jest mniejsza
niz $rednia wyptata dla populacji w drugiej mozliwej rownowadze. Jednakze, tak samo jak w przypadku pojedynczych
gier, nie ma ogolnego $rodka, ktdry uniemozliwiatby wyboru (ustabilizowania si¢) nieefektywnych potozen rownowagi.

Co ciekawe, wybdr okreslonego potozenia rownowagi w grze zalezy od warunkéw poczatkowych gry, czyli od
proporcji w jakiej dane strategie wystgpowaly na poczatku gry. Jesli populacja rozpoczyna gr¢ z wigcej niz jednym
uczciwym, wowczas istnieje pewne niezerowe prawdopodobienstwo, ze uczciwi spotkaja si¢ i otrzymaja najwigksza
mozliwa wyptate. Skromni nie powstrzymaja wzrostu liczby uczciwych. Tylko zachtanni moga zablokowa¢ wzrost
liczby uczciwych, ale z drugiej strony liczba zachtannych zalezy od dostgpnosci odpowiedniej liczby skromnych.
Zatem im wigcej jest uczciwych w danej populacji wzgledem par zachtanny-skromny, tym wyzszy wynik $redni
otrzymaja uczciwi. Jesli liczba uczciwi w populacji spadnie ponizej 33,(3)%, to rozpocznie si¢ ich wymieranie,
poniewaz nie beda sig¢ wystarczajaco czgsto spotykac. Z drugiej strony, jesli ich liczba w populacji przekroczy 33,(3)%,
to zaczna oni dazy¢ do zdominowania catej populacji. Mozna to wyraznie zobaczy¢ zauwazajac, ze w sytuacji, w ktorej
kazda ze strategii jest stosowana przez 1/3 (czyli 33,(3)%) populacji, to kazda strategia ma oczekiwana $rednia wyptatg
rowna 1/3 zasobow. Zatem przekroczenie tego punktu krytycznego w ktérakolwiek ze stron spowoduje dazenie do
ustalenia si¢ jednej z dwoch mozliwych rownowag ESS, osiagnigtej kosztem wyginigcia uczciwych Iub wszystkich
pozostatych.

Bardzo ciekawe jest to, w jaki sposob teoria gier thumaczy altruizm, czyli takie zachowanie organizmu, ktére obniza
jego wlasne dostosowanie na rzecz wzrostu dostosowania innego gracza. Tego rodzaju zachowanie jest dos¢ czgsto
spotykane w przyrodzie. Rodzi si¢ wigc pytanie, jak jest ono mozliwe w warunkach darwinowskiej walki o byt?

Rozwazmy seri¢ dylematéw wigznia rozgrywanych w populacji, skladajacej si¢ ze zdrajcéw (agresorow) i
wspotpracujacych ze soba (altruistow). Wyptaty w tej grze, jak zawsze w przypadku dynamicznych gier, sa mierzone
przy pomocy oczekiwanej liczby kopii danej strategii w nastgpnym pokoleniu.

Niech U(A) bedzie srednim dostosowaniem strategii A w danej populacji, zas U niech oznacza $rednie przystosowanie
w catej populacji (tzn. sum¢ U(A) po wszystkich A podzielong przez liczbe mozliwych strategii). Wowczas proporcja
strategii A w nastepnym pokoleniu wynosi po prostu U(A)/U. W tej sytuacji jesli A ma wigksze dostosowanie niz
srednie dostosowanie w populacji, to liczba A rosnie w nastgpny pokoleniu. Natomiast jesli U(A) < U, to liczba A w
nast¢pnym pokoleniu maleje.

W dynamicznym dylemacie wigznia, w ktérym oddziatywanie pomigdzy osobnikami jest przypadkowe (bez korelacji),
agresorzy maja lepsze wyniki niz $rednia populacji, dopoki w poblizu sa jacy$ altruisci. Wynika to z tego, ze w
pojedynczym (statycznym) dylemacie wigznia agresja (zdrada) jest zawsze strategia dominujaca. Zatem w
dynamicznym dylemacie wigznia bez korelacji zdrada jest strategia ewolucyjnie stabilna.

Jednak mozliwo$¢ korelacji istotnie zmienia t¢ sytuacjg. Wowczas musimy liczy¢ srednie dostosowanie danej strategii
przy danym prawdopodobienstwie spotkania przez niq kazdej mozliwej strategii. W dynamicznym dylemacie wig¢znia
altruiSci, ktorzy maja duze prawdopodobienstwo spotkania si¢ nawzajem, radza sobie lepiej niz agresorzy majacy takie
samo prawdopodobienstwo spotkania si¢. Wynika z tego, ze korelacja faworyzuje kooperacjg :)

Wyobrazmy sobie teraz sytuacjg, w ktorej gracze musza graé z graczami dowolnie (przypadkowo) wybranymi sposrod
najblizszych graczy (jest to do$¢ realistyczne zatozenie ze wzgledu na genetyczna lub kulturowa blisko$¢). Jesli mamy
do czynienia z populacj¢ o skonczonych rozmiarach, ktéra mozemy schematycznie przedstawi¢ na jednej linii, to
otrzymamy nastg¢pujaca dynamikg:

® pojedynczy wspolpracujacy gracze (altruisci), ktorzy sa otoczeni przez zdrajcoOw (agresordw), wygina;



® czlonkowie grup zlozonych z dwoch wspotpracujacych ze soba graczy maja 50% szans na oddziatywanie
pomigdzy soba i 50% szans na oddziatywanie ze zdrajcami. W rezultacie ich oczekiwane dopasowanie okazuje
si¢ mniejsze niz dopasowanie otaczajacych ich zdrajcow, wigc tez prawdopodobnie wygina;

® czlonkowie grup zlozonych z trzech wspolpracujacych ze soba graczy, maja takie same dopasowanie jak
otaczajacy ich zdrajcy, lecz jest to sytuacja niestabilna, ktéra moze obroci¢ si¢ zarowno w kierunku rozwoju
tej grupy, jak i jej wyginigcia;

® grupy ztozone z czterech lub wigcej wspodtpracujacych ze soba graczy radza sobie lepiej niz otaczajacy ich
zdrajcy, wskutek czego zwigkszaja oni swoje dostosowanie (liczebno$¢ w ramach populacji). W rezultacie
altruiSci moga prawie catkowicie wyprze¢ agresorow (zdrajcéw). Przy zyciu moga utrzymac si¢ tylko
pojedynczy zdrajcy lub ich grupy istniejace na peryferiach populacji.

Wida¢ wigc, ze istnienie altruizmu moze by¢ uzasadnione przez dynamike gier ewolucyjnych, za§ w sytuacji korelacji
altruizm moze sta¢ si¢ nawet gtowna strategia w populacji. Warto jednak zauwazy¢, ze tego rodzaju wniosku sa
uzasadnione tylko w sytuacji, w ktorej poszczegodlne osobniki trzymaja si¢ swoich naturalnych lub kulturowych
uwarunkowan i nie moga zmienia¢ same swoich funkcji wyptat. Jesli gracze beda zbyt sprytni i zbyt skorzy do zmiany
wlasnej strategii zgodnie z wlasnym indywidualnym interesem, to na skutek obserwacji, ze znajduja si¢ w dylemacie
wigznia, wybiora zdrade jako najkorzystniejsza dla nich osobiscie strategie. Wskutek tego szybko doprowadza si¢ do
zagtady — chyba ze wytworza stabilne i1 efektywne normy, ktoére ponownie odtworza wspotprace.

Na zakonczenie opiszmy zagadnienie strategii ewolucyjnie stabilnych od strony matematycznej. Przypomnijmy jeszcze
raz, ze rownowaga Nasha jest takim profilem strategii w grze, ze, przy ustalonych strategiach wszystkich pozostatych
graczy, zaden gracz nie moze polepszy¢ swojej wyplaty przez zmiang swojej strategii. Jesli gracz wybierze strategie x
w populacji, gdzie wszyscy inni gracze korzystaja ze strategii y, to otrzyma on wyplatg u(x,y). W takiej sytuacji jesli x
jest strategia rownowagi Nasha, to mozna to zapisa¢ pod postacia warunku:

u(x,x) > u(y,x) dla kazdego y.
Natomiast jesli x jest strategia ewolucyjnie stabilna, to spelniony jest nastepujacy warunek:
{u(x,x) >u(y,x) } lub { [ u(x,x) =u(y,x) oraz u(x,y) > u(y,y) ] dla kazdego x #y }.

Oznacza to, ze wyplata kazdego gracza grajacego strategia x w sytuacji, kiedy inni graja tq samgq strategia, musi by¢
wigksza od wyptaty, ktora otrzymuje on grajac jakakolwiek inna strategia, /ub wyplaty te moga by¢ takie same, ale
wtedy wyplata w sytuacji, kiedy jego strategia jest grana przeciw innym strategiom, musi by¢ wigksza od wyplaty, ktora
by uzyskat grajac ta sama strategia co przeciwnik. Drugi z tych warunkéw wyklucza mozliwo$¢ dokonania ,,inwazji”
przez mutanta, dlatego, ze moéwi on, iz zadnemu graczowi nie optaca si¢ zmieni¢ jego dotychczasowej strategii na inna.
Dzigki takiemu matematycznemu sformutowaniu mamy proste kryterium okreslajace, ktory profil strategii w danej grze
jest strategia ewolucyjnie stabilng. Warto zauwazyé¢, ze pierwszy z dwdch cztonéw powyzszej alternatywy jest bardzo
podobny do warunku réwnowagi Nasha, lecz jest od niego mocniejszy. Czasem nazywa si¢ go scistq rownowagq
Nasha.

10. Maly stowniczek pojec¢ teorii gier

gra — co$, co sklada si¢ ze zbioru regut, zbioru co najmniej dwoch graczy, z ktorych kazdy dysponuje pewnym zbiorem
strategii, oraz mozliwymi wynikami na skutek postgpowania. Wynikom tym przypisujemy okre§lone wyptaty, czyli
liczbowe wartosci okreslajace zyski, jakie kazdy gracz otrzyma dla danego wyniku gry.

strategia — okre$lone dziatanie/decyzja, ktére podejmuje gracz w ramach gry, zgodnie z jej regutami. Dokonanie
nieodwotalnego wyboru strategii przez wszystkich graczy okresla wynik gry. Taki wybor jest wyborem okre§lonego
profilu strategii i prowadzi do okreslonego zbioru wyptat dla poszczegdlnych graczy. W postaci macierzowej oznacza
to wybor okreslonej komorki, w ktorej zapisane sa wyplaty otrzymywane przez poszczeg6lnych graczy.

wyplata — (takze: funkcja wyptaty, wygrana, wzglednie kara) przypisanie wartosci liczbowej okreslonemu wynikowi w
grze, jaki moze otrzymaé gracz na skutek uzycia, przez wszystkich uczestnikéw gry, okreslonych strategii. W
przypadku gry dwoch graczy, reprezentowanej w postaci macierzowej, wyplaty obydwu graczy reprezentowane sa
przez parg liczb w komorce znajdujacej si¢ na przecigeiu kolumny i wiersza okreslajacych strategie obydwu graczy.

reprezentacja (posta¢) gry — wizualny, matematyczny sposob zapisu gry, a mowiac doktadniej: strategii, ktorymi
dysponuja gracze, oraz wyptat otrzymywanych przez nich w wyniku grania okre§lonymi strategiami. NajczgSciej
spotyka si¢ dwa sposoby reprezentowania gry: przy pomocy drzewa lub macierzy. W przypadku reprezentacji (postaci)
macierzowe;j, strategie jednego z graczy sa wyrazone przez poszczegdlne kolumny, natomiast strategie drugiego gracza



sa wyrazone przez poszczegOlne wiersze. Para liczb w okreslonej komorce okresla wyptaty jakie otrzymaja ci gracze
grajac strategiami, na ktorych przecigciu jest ta komorka. Pierwsza liczba okresla wyptate, ktora otrzyma gracz grajacy
strategiami wyrazonymi przez wiersze, za$ druga liczba okre$la wyptate, ktora otrzyma gracz grajacy strategiami
wyrazonymi przez kolumny.

strategia $ciSle dominujaca — W sytuacji gier, w ktorych jedna strategia okreslonego gracza jest zdecydowanie lepsza
od wszystkich innych mozliwych jego strategii niezaleznie od tego jakie dziatania (decyzje, strategie) wybiora inni
gracze, mowimy, ze strategia ta scisle dominuje nad pozostaltymi mozliwymi strategiami tego gracza. Okreslona
strategia jest ,,zdecydowanie lepsza”, je§li wyptata dla tej strategii jest wigksza od wyptat dla wszystkich innych
mozliwych strategii. W praktyce oznacza to, ze szukamy u danego gracza takiej strategii (wiersza lub kolumny
macierzy), ktdra niezaleznie od strategii przeciwnika zawsze daje najwicksza mozliwa wyptate.

profil strategii — zbior strategii, bedacy rezultatem wyboru przez kazdego gracza jednej strategii. Poszczegolne profile
strategii sa w reprezentacji macierzowej gry wyrazane przez komorki macierzy (tabeli).

gry ze wspolpraca — gry, w ktorych wyptaty obydwu graczy sa okreslone tak, ze obydwu graczom optaca sig¢ wybiera¢
strategie zgodne ze soba. Sg to gry, w ktorych wszystkie rownowagowe czyste strategiec Nasha sa sytuacjami, w ktorych
gracze wybieraja te same, lub odpowiadajace sobie strategie.

réwnowaga Nasha — Réwnowaga Nasha jest takim profilem strategii w grze, ze, przy ustalonych strategiach
wszystkich pozostatych graczy, zaden gracz nie moze polepszy¢ swojej wyptaty przez zmiang swojej strategii. Oznacza
to, ze w praktyce szukamy takiej pary strategii dwoch graczy (komorki macierzy), ze, bedac w danym wierszu (=
ustalona strategia drugiego gracza) gracz grajacy kolumnami nie moze polepszy¢ wyplaty zmieniajac swojej strategii
(kolumny), a gracz grajacy wierszami przy ustalonej kolumnie nie moze poprawié swojej wyplaty przez zmiang
wierszy. Matematycznie biorac, wyraza si¢ to wzorem

u(x,x) > u(y,x) dla kazdego y,

gdzie u(A,B) oznacza wyplate gracza grajacego strategia A dla profilu strategii (A,B). Jest to tak zwana rownowaga
Nasha w strategiach czystych. Rownowaga Nasha dla gier mieszanych oblicza si¢ poprzez poszukiwanie takich
prawdopodobienstw wyboru strategii przez kazdego gracza, ze kazdy z graczy osiaga rownowagg, polegajaca na tym,
ze (dla ustalonego gracza oraz ustalonych strategii pozostatych graczy) prawdopodobienstwo wyboru dowolne;j strategii
pomnozone przez wyplatg z nia zwiazana daje t¢ sama warto$¢, niezaleznie od wyboru strategii. Przyktadowo, jesli
mamy dwuosobowa gre, w ktorej kazdy z graczy (I, II) ma dwie mozliwe strategie (odpowiednio: A,B oraz X,Y) ktore
moze wybiera¢ z pewnym prawdopodobienstwem (odpowiednio: p, (1-p), q, (1-q)), to warunek réwnowagi Nasha w
strategiach mieszanych dla gracza I wynosi

q*u(AX)H(1-)*u(A,Y) = g*u(B,X)+(1-q)*u(B,X),
gdzie u(A,X) jest wyplata gracza I dla profilu strategii (A,X).

strategie mieszane — strategiami czystymi nazywa si¢ strategie wystgpujace w definicji pojgcia gry, oraz w definicji
innych pojg¢ tej teorii. Strategie mieszane, sa to strategie czyste wymnozone przez prawdopodobienstwa wyboru danej
strategii przez gracza. Kazda gra moze (lecz nie musi) mie¢ dodatkowe rownowagi Nasha w strategiach czystych.

strategia ewolucyjnie stabilna — Jest to taki profil strategii w grze, ze wyplata kazdego gracza grajacego strategia x w
sytuacji, kiedy inni graja tq samq strategia, musi by¢ wigksza od wyplaty, ktéra otrzymuje on grajac jakakolwiek inna
strategia, lub wyplaty te moga by¢ takie same, ale wtedy wyplata w sytuacji, kiedy jego strategia jest grana przeciw
innym strategiom, musi by¢ wigksza od wyplaty, ktora by uzyskal grajac ta sama strategia co przeciwnik. Aby znalez¢é
strategi¢ ewolucyjnie stabilna, musimy dla kazdego mozliwego profilu strategii (komérek macierzy) przeprowadzié
nastepujaca procedure: Dla kazdego gracza porownujemy jego wyplate przy danej strategii z wyptatami, ktore moze
otrzymac przy zmianie strategii na inna. Musi ona by¢ wigksza od wszystkich innych mozliwych lub, jesli jest réwna,
zmiana strategii musi dawa¢ wyptate wigksza od wyptat wszystkich innych gracz. Wyraza si¢ to wzorem

{u(x,x) > u(y,x) } lub { [ u(x,x) =u(y,x) oraz u(x,y) > u(y,y) | dla kazdego x #y }.

Ten wzor jest bardzo podobny do wzoru definiujacego roéwnowage Nasha. Roznica polega na tym, ze dla strategii
ewolucyjnie stabilnej mamy ostra nierd6wnos¢ >, a w przypadku rownowagi Nasha mamy >. Oznacza to, ze aby znalez¢
strategie ewolucyjnie stabilne, postgpujemy ogolnie tak samo jak w przypadku poszukiwania réwnowagi Nasha, z tym
ze jesli wyplaty sa réwne, to musimy sprawdzi¢ jeszcze dodatkowy warunek: mianowicie u(x,y) > u(y.y), czyli czy
zmiana strategii na inna da wigksza wyplate.
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