
Zadania domowe z mechaniki Kwantowej IIA
Seria 4

1. Sprawdź,̇ze gęstósć Lagraṅzjanu

L = Gψ̄1Lγµψ2Lψ̄3Lγµψ4L (1)

narusza parzystość przestrzennąP (ψi są bispinorami Diraka).

2. Oblicz komutatory

(a) [σλρ, σµν ],

(b) [σλρ, γµ],

(c) [σλρ, γ5γµ].

3. Niechαk = γ0γk, β = γ0, k = 1, 2, 3 . Pokȧz, że

dxk

dt
= i[H, xk] = αk, (2)

t.j., żeαk mają interpretację prędkości.

4. NiechH|E >= E|E >, < E|E >= 1. Pokȧz, że

< O >=
1

2E
< {H, O} >, (3)

gdzie< O >=< E|O|E > / < E|E >. Oblicz< β > używając Hamiltonianu Diraka.

5. Prąd aksjalny zdefiniowany jest następująco:jµ
5 (x) = ψ̄(x)γµγ5ψ(x). Pokȧz, że obiekt ten

transformuje się względem transformacji Lorentza jak pseudowektor (zmienia znak pod dzi-
ałaniem operacji parzystości przestrzennej). U̇zywając równania Diraka, pokaż, że

∂µj
µ
5 = 2mψ̄γ5ψ. (4)

6. NiechSi = 1
2
γ5γ0γi, i = 1, 2, 3 . Pokȧz, że

(a) [Si, Sj] = iεijkSk,

(b) (~S)2 = −3
4
.

7. Rozwią̇z jawnie swobodne równanie Diraka w reprezentacji Weyla i w reprezentacji Diraka.

Szukaj rozwiązán w postaciψ(x) = e±ipxψ(p). Przedstaw bispinorψ w postaciψ =

(
φ
χ

)
.

Znajdź równanie naφ w granicy powolnego elektronu w obu przypadkach.

8. Udowodnij tȯzsamósć ei~r~σ = cos(r) + i~r~σ
r

sin(r), r = |~r|, gdzieσi to macierze Pauliego,
i = 1, 2, 3 .
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9. Wykonaj operację odpowiadającą obrotowi układu współrzędnych o kątθ wokół osi y na
bispinorze opisującym cząstkę o dodatniej energii i pędzie~p.

10. Napisz równanie Diraka w2 + 1 wymiarach. Pokȧz, że wyraz masowy narusza parzystość i
symetrię względem odwrócenia czasu.Uwaga:Zdefiniuj nietrywialną parzystósć przestrzenną.
Wskazówka:macierzeγµ są w tym przypadku macierzami Pauliego pomnożonymi przez odpowied-
nie potęgi czynnikai (i2 = −1).

11. Znajdź efekt działania transformacjiC i P na spinoryψL i ψR.

Uwaga 1: W reprezentacji Weyla macierze Diraka mają postać

γµ =

(
0 σµ

σ̄µ 0

)
, (5)

gdzieσµ = (1, σi), σ̄µ = (1,−σi) i σi, i = 1, 2, 3 , są macierzami Pauliego.
W reprezentacji Weyla generatory obrotów i pchnięć wyglądają następująco:

J i =

(
σi/2 0

0 σi/2

)
, (6)

Ki = −i

(
σi/2 0

0 −σi/2

)
, (7)

gdzieσi, i = 1, 2, 3 , są macierzami Pauliego.

Uwaga 2: W reprezentacji Weylaγ5 =

(
−1 0
0 1

)
, γ0 =

(
0 1
1 0

)
.

W reprezentacji Dirakaγ5 =

(
0 1
1 0

)
, γ0 =

(
1 0
0 −1

)
.
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