
Przekroje Dedekinda1

O liczbach wymiernych (tj. zbiorze Q) wiemy, »e:

1. zbiór Q jest uporz¡dkowany relacj¡ mniejszo±ci < ;

2. zbiór liczb wymiernych jest g¦sty, tzn.: ∀p, q ∈ Q : p < q∃w : p <
w < q

3.
√
2 /∈ Q

Przekrój Dedekinda liczb wymiernych

Przekrojem Dedekinda liczb wymiernych nazywa¢ b¦dziemy uporz¡dkowan¡
par¦ podzbiorów Q, np. A ⊂ Q, B ⊂ Q o nast¦puj¡cych wªasno±ciach2:

1. A 6= Q, B 6= Q

2. A ∪B = Q

3. ∀a ∈ A, b ∈ B : a < b

Zbiór A nazywamy klas¡ doln¡, a zbiór B klas¡ górn¡. Klas¦ górn¡ nazy-
wamy domkni¦t¡ wtedy i tylko wtedy, gdy posiada element najmniejszy.
Klas¦ doln¡ nazywamy domkni¦t¡ wtedy i tylko wtedy, gdy posiada element
najwi¦kszy. St¡d mamy przypuszczalnie nast¦puj¡ce mo»liwo±ci:

I Klasa górna i dolna nie s¡ domkni¦te.

IIa Klasa górna nie jest domkni¦ta, a dolna jest domkni¦ta.

IIa Klasa górna jest domkni¦ta, a dolna nie jest domkni¦ta.

1Na podstawie monogra�i [1] i wykªadu Macieja Nieszporskiego opracowaª Tomasz
Steifer. Przypisy dodane przez wykªadowc¦

2Alternatywnie

1. A 6= ∅, B 6= ∅

2. A ∪B = Q

3. ∀a ∈ A, b ∈ B : a < b
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III Obie klasy s¡ domkni¦te.

Ale (!) wiemy, »e zbiór Q jest g¦sty, zatem mo»liwo±¢ III nie zachodzi3.
Zauwa»my te», »e z danego przekroju IIa zawsze mo»na zrobi¢ przekrój typu
IIb.

Przykªad przekroju typu IIa:

A = {x ∈ Q : x 6 7} B = {x ∈ Q : x > 7}

De�nicja 1. Przekroje typu IIa i IIb nazywamy wymiernymi.

Przykªad przekroju typu I:

A = {x ∈ Q : x ≤ 0 ∨ (x2 < 2 ∧ x > 0)} B = {x ∈ Q : x > 0 ∧ x2 > 2}

Poka»emy, »e w klasie B powy»szego przekroju nie ma liczby najmniejszej.

Dowód: Niech b element klasy B. Z de�nicji klasy B:

b : b2 > 2 ∧ b > 0

Zamierzamy pokaza¢, »e dla ka»dego takiego wymiernego b istnieje wymierna
liczba mniejsza od b, która równie» speªnia powy»sze warunki. Tak¡ liczb¦
jest 2+b2

2b
. Istotnie, zauwa»my, »e:

2 + b2

2b
< b

bowiem przy przyj¦tych zaªo»eniach o b ostatnia nierówno±¢ jest równowa»na
nierówno±ci

2 + b2 < 2b2

tzn.
2 < b2

3Bo mi¦dzy najwi¦kszym elementem A i najmniejszym elementem B istniaªaby liczba
wymierna nie nale»¡ca ani do A ani do B wbrew punktowi 2. de�nicji.
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tzn. wskazana liczba jest wi¦ksza od 2. Jednocze±nie:

2 < (
2 + b2

2b
)2

bowiem

2 <
4 + 4b2 + b4

4b2

8b2 < 4 + 4b2 + b4

0 < (2− b2)2

co jest prawdziwe, bo z def. b2 > 2. Pokazali±my, »e dla ka»dego elementu
klasy B mo»na wskaza¢ liczb¦ mniejsz¡, która równie» jest elementem B - co
ko«czy dowód

Zadanie (jak efektywnie znajdowa¢ pierwiastki): pokaza¢, »e ci¡g rekuren-

cyjny zadany przez an+1 =
a2n+p
2an

, a1 > 0 ma granic¡
√
p.

Analogicznie pokazujemy, »e zbiór A nie ma liczby najwi¦kszej4. A zatem
(A,B) jest przekrojem typu I.

De�nicja 2. Przekroje typu I nazywamy niewymiernymi.

Nast¦pnie dokonujemy identy�kacji - ka»dy przekrój niewymierny wyz-
nacza nam liczb¦ (niewymiern¡). Dla przekrojów mo»emy zde�niowa¢ m.in.:

1. relacj¦ równo±ci:

(A,B) = (A′, B′)⇐⇒ A = A′ ∧B = B′

2. relacj¦ mniejszo±ci:

(A,B) < (A′, B′)⇐⇒ A ⊂ A′ ∧ A 6= A′

3. oraz operacj¦ dodawania:

(A,B)+(A′, B′) = (A,B) ≡ A = {a+a′ : a ∈ A∧a′ ∈ A′}∧B = {b+b′ : b ∈ B∧b′ ∈ B′}

4. i tak dalej..

4Je±li a2 < 2 i a > 0 to liczba 4a
2+a2 jest dodatnia wi¦ksza od a i jej kwadrat jest

mniejszy od 2 patrz [2]
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Fakt. Przekroje maj¡ struktur¦ ciaªa.

Twierdzenie. Mi¦dzy ka»dymi dwoma liczbami niewymiernymi znajduje si¦
liczba wymierna.

Dowód: Niech (A,B) i (C,D) niewymierne przekroje liczb wymiernych - takie,
»e:

(A,B) < (C,D)

A zatem:
∃a ∈ Q : a /∈ A ∧ a ∈ C

Mo»emy skonstruowa¢ przekrój (S,T) taki, »e:

S = {x ∈ Q ∧ x 6 a}

T = {x ∈ Q ∧ x > a}

A zatem:
(A,B) < (S, T ) < (C,D)

Przekrój Dedekinda liczb rzeczywistych. Ci¡gªo±¢

(zupeªno±¢) zbioru liczb rzeczywistych.

Maj¡c zde�niowan¡ relacj¦ mniejszo±ci mi¦dzy przekrojami, mo»emy równie»
rozwa»a¢ przekroje Dedekinda liczb rzeczywistych.

Ci¡gªo±¢ (zupeªno±¢) zbioru liczb rzeczywistych. Zbiór wszystkich liczb
rzeczywistych R jest ci¡gªy (zupeªny), tj. dla ka»dego przekroju (S, T ) zbioru
R zachodzi jedna z dwóch mo»liwo±ci: albo w klasie dolnej jest liczba na-
jwi¦ksza i w klasie górnej nie ma liczby najmniejszej albo: w klasie górnej
jest liczba najmniejsza, ale w klasie dolnej nie ma liczby najwi¦kszej. Innymi
sªowy: przekroje Dedekinda liczb rzeczywistych s¡ typu II, tzn. albo klasa
gorna jest domkni¦ta albo klasa dolna jest domkni¦ta.

Dowód: We¹my dowolny przekrój liczb rzeczywistych (S, T ), taki, »e: ∀s ∈
S , ∀t ∈ T : s < t Wybierzmy podzbiory takie, »e: A - podzbiór wszystkich
liczb wymiernych nale»¡cych do S B - podzbiór wszystkich liczb wymiernych
nale»¡cych do T
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Zauwa»my, »e para (A,B) jest przekrojem liczb wymiernych. Niech µ liczba
odpowiadaj¡ca temu przekrojowi. Zachodz¡ dwie mo»liwo±ci:

µ ∈ S ∨ µ ∈ T

Rozwa»my je kolejno:
1. µ ∈ S
Poka»emy, »e w takim wypadku µ jest elementem najwi¦kszym S. Zaªó»my
niewprost, »e tak nie jest, tzn. »e ∃x : x > µ∧x ∈ S. Skoro tak, to mo»emy
znale¹¢ liczb¦ wymiern¡ w, tak¡, »¦: µ < w < x. Ale skoro tak, to w /∈ A;
jednocze±nie z de�nicji A: w ∈ A, st¡d sprzeczno±¢ - zatem pokazali±my, »e
µ jest elementem najwi¦kszym S.
2. µ ∈ T
Poka»emy, »e w takim wypadku µ jest elementem najmniejszym T . Zaªó»my
niewprost, »e tak nie jest, tzn. »e ∃x : x < µ∧x ∈ T . Skoro tak, to mo»emy
znale¹¢ liczb¦ wymiern¡ w, tak¡, »e: µ > w > x. Ale skoro tak, to w /∈ B;
jednocze±nie z de�nicji B: w ∈ B, st¡d sprzeczno±¢ - zatem pokazali±my, »e
µ jest elementem najmniejszym T .
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