Przekroje Dedekinda'

O liczbach wymiernych (tj. zbiorze Q) wiemy, ze:
1. zbiér Q jest uporzadkowany relacja mniejszosci < ;

2. zbi6r liczb wymiernych jest gesty, tzn.:  Vp,q € Q : p<qdw:p <
w<q

3 V3¢ Q

Przekr6j Dedekinda liczb wymiernych

Przekrojem Dedekinda liczb wymiernych nazywaé¢ bedziemy uporzadkowang
pare podzbioréw Q, np. A C Q, B C Q o nastepujacych wlasnosciach?:

L. A#Q,B#Q
2. AUB=Q
3. Yae A beB : :a<b

Zbior A nazywamy klasa dolna, a zbiér B klasg gorna. Klase gorng nazy-
wamy domknieta wtedy i tylko wtedy, gdy posiada element najmniejszy.
Klase dolng nazywamy domknieta wtedy i tylko wtedy, gdy posiada element
najwiekszy. Stad mamy przypuszczalnie nastepujace mozliwosci:

I Klasa gorna i dolna nie sa domkniete.

I[Ta Klasa gérna nie jest domknieta, a dolna jest domknieta.

ITa Klasa gorna jest domknieta, a dolna nie jest domknieta.

INa podstawie monografii [1] i wykladu Macieja Nieszporskiego opracowal Tomasz
Steifer. Przypisy dodane przez wyktadowce

2 Alternatywnie
1. A#0,B#0
2. AUB=0Q

3. VacAbeB:a<b



ITT  Obie klasy sa domkniete.

Ale (1) wiemy, ze zbior Q jest gesty, zatem mozliwosé¢ III nie zachodzi®.
Zauwazmy tez, ze z danego przekroju Ila zawsze mozna zrobi¢ przekroj typu

IIb.

Przyktad przekroju typu Ila:
A={re€Q : 2<7} B={z€Q : z>T}

Definicja 1. Przekroje typu Ila i IIb nazywamy wymiernyms.

Przyktad przekroju typu I:

A={z€Q : 2<0V(@*<2A2>0)} B={z€Q : 2>0A2">2}

Pokazemy, ze w klasie B powyzszego przekroju nie ma liczby najmniejsze;j.
Dowdd: Niech b element klasy B. Z definicji klasy B:

b:b>>2Ab>0

Zamierzamy pokazac, ze dla kazdego takiego wymiernego b istnieje wymierna
liczba mniejsza od b, ktora réwniez spelnia powyzsze warunki. Taka liczbe
. 2 - . .

jest % Istotnie, zauwazmy, ze:

2+ b2

b
ST

bowiem przy przyjetych zatozeniach o b ostatnia nier6wnosé jest rownowazna
nieréwnosci
2+ b° < 20

tzn.
2 < b?

3Bo miedzy najwigkszym elementem A i najmniejszym elementem B istniataby liczba,
wymierna nie nalezaca ani do A ani do B whrew punktowi 2. definicji.



tzn. wskazana liczba jest wicksza od 2. Jednoczesnie:

2+b2)2
2b

2 < (
bowiem
_ 4 + 4b* 4+ b*
452
8b% < 4 + 4b* + b
0< (2073

2

co jest prawdziwe, bo z def. v? > 2. Pokazalismy, ze dla kazdego elementu
klasy B mozna wskazaé liczbe mniejsza, ktora rowniez jest elementem B - co
konczy dowdod

Zadanie (jak efektywnie znajdowa¢ pierwiastki): pokaza¢, ze ciag rekuren-
ap+p
2an

cyjny zadany przez a,,i = , ap > 0 ma granicg /p. O

Analogicznie pokazujemy, ze zbior A nie ma liczby najwickszej!. A zatem
(A,B) jest przekrojem typu I.

Definicja 2. Przekroje typu I nazywamy niewymiernymi.

Nastepnie dokonujemy identyfikacji - kazdy przekrdj niewymierny wyz-
nacza nam liczbe (niewymierng). Dla przekrojow mozemy zdefiniowaé m.in.:

1. relacje rownosci:

(A,B)=(AB )<= A=A ANB=D
2. relacje mniejszosci:

(A,B) < (A ,BY <= ACANA£A

3. oraz operacje dodawania:
(A,B)+(A",B) = (A,B) = A= {a+d :a € ANd' € A'}AB = {b+b' : b € BNV € B’}

4. i tak dalej..

4a
2+4-a?

“Jesli a® < 21 a > 0 to liczba
mniejszy od 2 patrz [2]

jest dodatnia wieksza od a i jej kwadrat jest



Fakt. Przekroje majq strukture ciata.

Twierdzenie. Miedzy kazdymi dwoma liczbami niewymiernymi znajduje sie
liczba wymierna.

Dowdd: Niech (A,B) i (C,D) niewymierne przekroje liczb wymiernych - takie,
ze:

(4,B) < (C,D)
A zatem:

JaeQ:a¢g AN aeC

Mozemy skonstruowac przekroj (S,T) taki, ze:
S={reQArzxr<a}

T={xeQAzx>a}

A zatem:
(A,B) < (5,T) < (C,D)

]

Przekr6j Dedekinda liczb rzeczywistych. Cigglosé
(zupelno$é) zbioru liczb rzeczywistych.

Majac zdefiniowana relacje mniejszosci miedzy przekrojami, mozemy réwniez
rozwazac przekroje Dedekinda liczb rzeczywistych.

Ciaglosé (zupelnosé) zbioru liczb rzeczywistych. Zbior wszystkich liczb
rzeczywistych R jest ciggly (zupetny), tj. dla kazdego przekroju (S, T) zbioru
R zachodzi jedna z dwoch mozliwosci: albo w klasie dolnej jest liczba na-
Jwieksza © w klasie gornej nie ma liczby nagjmniejsze; albo: w klasie gornej
jest liczba nagmniejsza, ale w klasie dolnej nie ma liczby najwiekszej. Innymi
stowy: przekroje Dedekinda liczb rzeczywistych sq typu II, tzn. albo klasa
gorna jest domknieta albo klasa dolna jest domknieta.

Dowdd: Wezmy dowolny przekroj liczb rzeczywistych (S, T), taki, ze: Vs €
S,VteT :s <t Wybierzmy podzbiory takie, ze: A - podzbior wszystkich
liczb wymiernych nalezacych do S B - podzbiér wszystkich liczb wymiernych
nalezacych do T°



Zauwazmy, ze para (A, B) jest przekrojem liczb wymiernych. Niech p liczba
odpowiadajaca temu przekrojowi. Zachodza dwie mozliwosci:

peSVvueT

Rozwazmy je kolejno:

l.ues

Pokazemy, ze w takim wypadku p jest elementem najwiekszym S. Zat6zmy
niewprost, ze tak nie jest, tzn. ze dr : x > pAx € S. Skoro tak, to mozemy
znalez¢ liczbe wymierna w, taka, ze: p < w < x. Ale skoro tak, to w ¢ A;
jednoczesnie z definicji A: w € A, stad sprzecznosé - zatem pokazalismy, ze
1 jest elementem najwiekszym S.

2. 0eT

Pokazemy, ze w takim wypadku p jest elementem najmniejszym T'. Zatozmy
niewprost, ze tak nie jest, tzn. ze 3z : x < uAx € T. Skoro tak, to mozemy
znalez¢ liczbe wymierna w, taka, ze: p > w > x. Ale skoro tak, to w ¢ B;
jednoczesnie z definicji B: w € B, stad sprzecznos$¢ - zatem pokazaliSmy, ze
W jest elementem najmniejszym 7. ]
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