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1 Wstep

Liczac granice stosunkéw funkeji czasami mozemy otrzymac nieokreslone sym-
sinz
bole typu [§] lub [22]. Na przyklad lim ——, po podstawieniu z = 0 otrzy-
z—0 X

mamy [§]. Obliczanie takich granic umozliwia nam reguta de ’'Hospitala.

2 Definicja reguly

Mamy dwie funkcje f(z) oraz g(z), ktore sa okreslone i rézniczkowalne na od-
cinku ]a,b], ponadto dla Vgjqp) : g'(c) # 0. lim+ f(x) =0 oraz lim+ g(z) = 0.
r—a r—a

I
Ponadto istnieje granica lim F(@) = G. Wtedy lim M = (. Podobnie
r—at g’(x) z—a™t g(l‘)
jest dla lim f(z) = £oo i lim g(z) = oo
r—a r—a

3 Dowdd

0
3.1 Dla 0

Tak jak rozpatrujemy a > 0 mozemy dookresli¢ f(a) = g(a) = 0. WeZmiemy x € [a, b,
stosujac twierdzenie Cauchy’ego do odcinku [a,x] otrzymamy:

Jeela,a) % = g,ég, ale f(a) = g(a) = 0 to otrzymamy:

Jeclaa] : % = 58, gdy z — a™ to ¢ — a™ tak jak ¢ € [a, z]. Wiec mamy:
/
m @ = lim 1'(e) = G co i nalezalo udowodni¢.

z—at g(:z:) c—at g’(c)

3.2 Dla %

Pomijamy.

3.3 Przyklady

Wezmy przyktad, ktéry podatem we wstepie.
. sinx

lim

z—0 X

podstawiajac otrzymamy: [3], ale stosujac regute 'Hospitala otrzymamy:
. sinx g ., cosx

lim = lim

z—0 X z—0




Gdzie Z oznacza to, ze byla zastosowana reguta I’Hospitala. Teraz podstawiajac
r = 0 mamy:
sinx

1 =1, lim =1
z—0 T
Przyklad z 2:
1 1
lim 2 lim == lim -— =0
z— +oo 2 =400 2 x—+oo 212
W przypadku 0co sprowadzamy wyrazenie do postaci [3] lub [22]:
9 1
lim z— = [0o0] [%] lim .x 2 lim =1
0 si s—0sine 20 cosx

Regule I’'Hospitala mozemy takze stosowaé kilkukrotnie, dopdki nie otrzy-
mamy obliczalnej granicy, na przyktad:
. z? H .. 2 H .. 2 2
lim = lim - - = lim = =
z—0 cosx —coshz  z—0 —sinx —sinhx -0 —cosz — coshx -1-1
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