Wielomiany i ich pierwiastki, podzielnos¢ wielomiandw,

funkcje wymierne, twierdzenie Bezoute'a.

1. Funkcje wymierne
1.1 Definicja
Funkcja wymierna to iloraz dwéch wielomianéw jednej zmienne;j:

. Ple) .
Fle) = —=. (= = ()
() Olx) x| #

1.2. Dziedzina funkcji wymiernej

Dziedzing funkcji wymiernej jest zbior liczb rzeczywistych bez miejsc zerowych

wielomianu Q(x) w mianowniku:
Dy={reR:Q(x)#0}
2. Informacje podstawowe o wielomianach
2.1 Definicja wielomianu stopnia n jednej zmiennej rzeczywistej
Wielomian jest to funkcja postaci:
Wi(z) =a,2" +a, 10" +a, x" 2+ L agr® +agrt +agx’
Gdzie s ag.ay.....a,1 € R, a, € RA{0} ne N 2z € R
2.2 Pojecia dotyczace wielomianéw
2.2.1 Wyraz wolny wielomianu to wspotczynnik ay:
W (0) = aq
2.2.2 Wyktadnik n to stopien wielomianu:
W(x) = 32° — 522 degW(z) =5

2.2.3 Warto$¢ wielomianu w punkcie x, jest to liczba:



W (20) = i+ ra ™ + o+ arwo + g
2.2.4 Pierwiastek wielomianu to miejsce zerowe wielomianu:
(g — prerwiaste bwielomianu) < (W{xg) = 0)

2.2.5 Wielomian jest uporzadkowany gdy jego wyrazy sg uporzgdkowane wedtug
malejgcych/rosngcych poteg.

3. Dziatania na wielomianach
3.1 Rownos¢ wielomianow:

Flr) = Gla) < Mert'(p) = Gp) (Dwa wielomiany sa sobie rowne wtedy |
tylko wtedy gdy dla kazdej wartosci p zmiennej rzeczywistej x przyjmujg te same

wartosci)
3.2 Dzielenie wielomianow
3.2.1 Twierdzenie o dzieleniu wielomiandw z reszta:

Niech V(x) wielomian stopnia n i D(x) wielomian stopnia m i—== < = = =1\Wtedy
istniejg wielomiany W(x) i r(x), gdzie r(x) jest wielomianem stopnia mniejszego

niz m, takie, ze:
V(x)=W(x)-D(x)+r(x)
Wielomiany W(x) i r(x) sg wyznaczone jednoznacznie.
Wielomian V(x) jest podzielny przez Dix) < r(x)=0
3.2.2 Twierdzenie o rozktadzie wielomianu na czynniki:

Jesli P1-----Fn sg pierwiastkami wielomianu P(x) stopnia n, to P(X) da sie
roztozy¢ na czynniki: Plr) = ale —p )z — pa)..fx — p, }Kazdy wielomian

Plx) #0 jest iloczynem czynnikdw stopnia co najwyzej drugiego.



3.2.3 Twierdzenie Bezoute’a o podzielnosci wielomianu P(x) przez dwumian x-p:
Wielomian P(x) jest podzielny przez x-a wtedy i tylko wtedy gdy P(a)=0
Dowdd:P(x)=COS(x) - (x-a)+c

P(a)=COS(x) - (a-a)+c
P(a)=c=r(x)=0
3.2.4 Twierdzenie o reszcie z dzielenia wielomianu P(x) przez dwumian x-a:
Reszta r z dzielenia Wielomianu P(x) przez dwumian x-a jest réwna r=P(a).

Twierdzenie to pozwala obliczy¢ reszte z dzielenia wielomianu P(x) przez
dwumian x-a bez wykonywania dzielenia, na przyktad reszta z dzielenia

wielomianu P(x) przez x-3 wynosi P(3) a przez x+2 wynosi P(-2)

3.3 Pierwiastki wielomianow
3.3.1 Twierdzenie o krotnosci pierwiastka wielomianu:

Liczba a jest pierwiastkiem k-krotnym wielomianu wtedy i tylko wtedy, gdy

. Ill.
wielomian P(x) jest podzielny przez!* — )" anie jest podzielny przez

}k—l

[ — n
3.3.2 Twierdzenie o zwigzku stopnia wielomianu z liczbg jego pierwiastkéw:
Kazdy niezerowy wielomian stopnia n moze mie¢ co najwyzej n pierwiastkow
3.3.3 Twierdzenie o pierwiastkach catkowitych:
Zatozmy, ze w rownaniu wielomianowym:
A t™ + ™ 4 L agr +oag
Wszystkie wspétczynniki sg liczbami catkowitymi i a, #0.

Jesli rozwigzaniem tego rownania jest liczba catkowita, to jest ona dzielnikiem

wyrazu wolnego.



Dowdd:
(™ r.'“_l:::“_1 + o dayr +ag =10
r.'“r'.” + r.'”_lr‘."'_l + .o Faetag = 1]
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Liczba fint" ~ +p—1¢7" " + ... + 1 =jest catkowita z zatozenia.

n

Wynika stad, ze - tez jest liczbg catkowitg, a wiec liczba fiijest
podzielna przez ¢
3.3.4 Twierdzenie o pierwiastkach wymiernych:
Zatézmy, ze w rownaniu wielomianowym:
A t™ 4 12" L agr +ag

wszystkie wspotczynniki sg liczbami catkowitymi.
P
Pierwiastkow wymiernych wielomianu szukamy pos$réd liczb postaci % gdzie p

jest podzielnikiem a, a q jest podzielnikiem wyrazu przy najwyzszej potedze.
3.3.5 Twierdzenie o istnieniu pierwiastka wielomianu stopnia nieparzystego

Kazdy wielomian stopnia nieparzystego o wspotczynnikach rzeczywistych ma

co najmniej jeden pierwiastek rzeczywisty



