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1 Definicja granicy ciggu
Liczbe g nazywamy granica ciagu (nieskoriczonego) a,, jesli:

VesoInenVnsn lan —g| < e

Stownie:
Dla kazdego e wiekszego od 0, istnieje takie N nalezace do zbioru liczb nat-
uralnych, ze dla kazdego n wiekszego od N spelniona jest nieréwnosé:

|an_g|<5

Granice g ciagu a,, przy n — oo oznaczamy jako lim, ;.o = g.

Rozszyfrowanie definicji granicy ciaggu polega przede wszystkim na zrozumie-
niu czym jest €. € to dowolna liczba wieksza od 0, ktéra wyznacza “odlegtos¢”
od wartosci granicy ciggu. Jesli ciag posiada granice, to wraz z dazeniem
kolejnych wyrazéw do nieskonczonosci (w opisywanym przypadku), ich wartosci
“zblizaja sie” do danej granicy. Istota definicji granicy ciagu jest wypowiedze-
nie co to znaczy ‘“zblizaé¢ sie do czego§”. Liczba N jest numerem granicznego
wyrazu ciaggu, takim ze dla kolejnych wyrazow ciggu (n > N), la, — g] < €
bedzie mniejsza od € (N nalezy do zbioru liczb naturalnych indeksy wyrazow
ciagu sa liczbami naturalnymi). Zapis |a, — g| < & oznacza tyle, ze skoro ciag
a, ma granice g, to réznica a, — g bedzie co raz “blizsza” 0.

Ciagi majace granice nazywa sie zbieznymi, a pozostate — rozbieznymi.

1.1 W ktérym wykladowca sie wtraca.

Chyba przestatem rozumieé¢ czym jest . Sprébujmy inaczej. Paskiem o grubo$ci
2e nazwijmy zbior Ry x]g — &,g + ¢[ na wykresie ciagu (szary obszar na ry-
sunku 1). ¢ decyduje wiec o grubosci paska. Definicje granicy mozemy teraz
wypowiedzie¢ nastepujaco:

Moéwimy ze g jest granica ciaggu gdy choéby nie wiem jak cienki pasek wzia¢
to poczawszy od pewnego miejsca N wszystkie wyrazy ciagu i tak znajda sie w
pasku. Na rysuknku 1 N =7.
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Rysunek 1:

2 Podstawowe dziatania algebraiczne na ciggach
i ich granicach
Niech dane beda dwa ciagi zbiezne:

lim a, =g
n—oo

oraz

lim b, =h

n—oo
2.1 Granica sumy ciggéw “3”
Udowodnie, 7ze suma granic ciagdéw jest roéwna granicy sumy ciagow:
lim a, + lim b, =g+ h = lim (a, + b,)
n— 00 n— 00 n—00

Wiedzac, ze a, oraz b, posiadaja granice, mozemy powiedzieé, ze od pewnego
miejsca, powiedzmy N, zachodzi:

|an"g|<
|bp, — h| <

|an'_g|+wbn_'h|<:&
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Stosujac nieréwnosé trojkata mamy
[(@n +0n) = (g +h)| <lan —gl+ |bn —h| <e.
Wrynika stad, ze:
Ves0InenVnsn lan +bn — (g +R)| <e
a to oznacza

lim (an, + bn) =g+ h.

n—oo

2.2 Granica iloczynu ciggéw “4”

Udowodnie, 7ze suma granic ciagdéw jest rowna granicy sumy ciagow:

lim (ay - b,) = lim a, - lim b,

Przypominam, ze zakladamy iz granice po prawej stronie réwnodci istnieja.
Mamy dowiesé, ze granica po lewej stronie istnieje i wynosi g - h tzn.

Ves0InenVnsn anb, — gh| <e.
W tym celu zapiszmy |a,b, — gh| jako
lanbn — ghl = |apby, — anh + anh — gh| = |an||bn — k| + |h]jan — g
i dalej uzywajac nieréwnosci trojkata
lanbn — anh + anh — gh| < |an(bn — h) + h(an — g)| = |an||bp — k| + |h||an — g].

Ciag a, jest zbiezny jest wiec ograniczony oznacza to, ze istnieje takie A, ze dla
kazdego n naturalnego zachodzi |a,| < A. Niech M oznacza wieksza 7 liczb A i
|h| (M jest dodatnie). Mamy wtedy

|an||bn, — | + [Rllan — g < M(|bn, — h[ + [an — g]).
Poniewaz ciagi a,, i b, sa zbiezne od pewnego miejsca, powiedzmy N, zachodzi

g
|anfg|<—

by — h

€
2M’
czyli

Ves0INenYns N [anbn — gh| < M(|b, — h| + |a, — g]) < e.
A to oznacza

lim a, - lim b, = gh.
n—oo n—oo



2.3 Granica ilorazu ciggéw “5”

Uwaga na wyktadzie dowdd byl nieco inny. Niech dane beda ciagi zbiezne a,
oraz b,, ktorych granice odpowiednio wynosza g i h. O h zakladamy, ze jest
rézne od zera. Udowodnimy najpierw, ze

1 1
Rozwazymy jedynie przypadek gdy h < 0 (przypadek h > 0 dowodzi si¢ ana-
logicznie).
Zgodnie z definicja granicy ciagu dla kazdego € > 0 dla dostatecznie duzych
n, wiekszych powiedzmy od N, zachodzi

h—e<b, <h+e.

W sczegolnosci biorac € = —%, od pewnego miejsca mamy
3h b < h
2 "2
a to oznacza, ze
by, | > m
2
Dzieki temu, ze h # 0 mamy
1 2
T < 0.
lon| 1R

Uzywajac ostaniej nieréwnosci oszacujmy teraz réznice:

L1 hbay_|h=bi] _2ba—h
bn h' ' hb, ' |h[|ba] |h|?

ale ciagg b, ma granice h tzn. od pewnego miejsca powiedzmy N; zachodzi
rowniez (wybieramy takie Ny by Ny > N)

elhl®
b, —h
| <=3

a to oznacza, ze

1 1 2|b, — h
Ves0INenYns N |b_ - E' < %

n

czyli
1 1 1

oo by B Ty o0 by
Dowdd zakoniczymy wykozystujac wiadomosci na temat granicy iloczynu ciagow:
1 1 limyeoan

. Qnp . . .
lim — = lim (a, - —) = lim a, - im — = = .
n—oo b, n—oo " n—o0 n—oo by, lim,,— o0 by,



