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1 KRYTERIUM D'ALEMBERTA DLA CI�GÓW

Niech an ci¡g o wyrazach dodatnich.

Je±li:

lim
n→∞

an+1

an
= g > 1

to

lim
n→∞

an =∞

Je±li:

lim
n→∞

an+1

an
= g < 1

to

lim
n→∞

an = 0

natomiast gdy

lim
n→∞

an+1

an
= g = 1

to kryterium nie dziaªa.

Dowód dla:

lim
n→∞

an+1

an
= g > 1 :

Istnieje liczba q taka, »e 1 < q < g. Od pewnego miejsca, powiedzmy

N:
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1 < q <
an+1

an

Zachodzi wi¦c:

q <
aN+1

aN

aNq < aN+1

q <
aN+2

aN+1

q2 <
aN+2

aN+1

aN+1

aN

q2aN < aN+2

q <
aN+3

aN+2

q3 <
aN+3

aN+2

aN+2

aN+1

aN+1

aN

q3aN < aN+3

qkaN < aN+k

lim
k→∞

aNqk = aN lim
k→∞

qk =∞,

bo aN jest ustalonym wyrazem ci¡gu a ci¡g geometryczny ma granic¦∞ dla

q > 1, gdzie skorzystaªem z faktu, »e:

Je±li lim
n→∞

cn = g > 0

i lim
n→∞

bn =∞
lim
n→∞

cnbn =∞

Z faktu, »e lim
k→∞

aNqk =∞ i tego »e pocz¡wszy od N zachodzi aNqk < aN+k

wyci¡gamy wniosek, »e lim
k→∞

aN+k =∞ czyli:

lim
k→∞

aN+k = lim
n→∞

an =∞

Dowód dla:

lim
n→∞

an+1

an
= g < 1 :
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Istnieje liczba q taka, »e 1 > q > g. Od pewnego miejsca, powiedzmy

N:

1 > q >
an+1

an

Mamy:

q >
aN+1

aN

aNq > aN+1

q >
aN+2

aN+1

q2 >
aN+2

aN+1

aN+1

aN

q2aN > aN+2

q >
aN+3

aN+2

q3 >
aN+3

aN+2

aN+2

aN+1

aN+1

aN

q3aN > aN+3

qkaN > aN+k > 0

qkaN → 0, wi¦c, na mocy twierdzenia o trzech ci¡gach, tak»e aN+k → 0

Wniosek:

lim
k→∞

aN+k = lim
n→∞

an = 0

UWAGA

By stosowa¢ to kryterium nie trzeba liczy¢ granicy. Wystarczy pokaza¢, »e

od pewnego miejsca:

1 < g ≤ an+1

an
(lub 1 > g ≥ an+1

an
).

W szczególno±ci granica an+1

an
mo»e nie istnie¢ (lub nie umiemy jej obliczy¢)

istotne jest czy potra�my j¡ oszacowa¢ z doªu przez liczb¦ wi¦ksz¡ od 1 (lub

z góry przez liczb¦ mniejsz¡ od 1). Wtedy, na podstawie powy»szego dowodu

mamy »e:

an →∞ (lub an → 0)

Przykªad:

an = nn

n!
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an+1

an
=

(n+1)n+1

(n+1)!
nn

n!

= (1 + 1
n)

n ≥ 1 + n 1
n = 2 > 1

lim
n→∞

an =∞

2 KRYTERIUM CAUCHY'EGO DLA CI�GÓW

Niech an ci¡g o wyrazach nieujemnych.

Je±li:

lim
n→∞

n
√
an = g > 1

to

lim
n→∞

an =∞

lim
n→∞

n
√
an = g < 1

to

lim
n→∞

an = 0

natomiast gdy

lim
n→∞

n
√
an = g = 1

to kryterium nie dziaªa.

Dowód dla:

lim
n→∞

n
√
an = g > 1

Istnieje liczba q taka, »e 1 < q < g. Od pewnego miejsca, powiedzmy

N:

N
√
aN > q

N+k
√
aN+k > q

aN+k > qN+k →∞

Wniosek:
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lim
k→∞

aN+k = lim
n→∞

an =∞

Dowód dla:

lim
n→∞

n
√
an = g < 1

Istnieje liczba q taka, »e 1 > q > g. Od pewnego miejsca, powiedzmy

N:

N
√
aN < q

N+k
√
aN+k < q

0 ≤ aN+k < qN+k → 0

Wniosek (na mocy twierdzenia o trzech ci¡gach):

lim
k→∞

aN+k = lim
n→∞

an = 0

Przykªad:

an = 2n

n

lim
n→∞

n

√
2n

n
= lim

n→∞
2
n
√
n
= 2 > 1

lim
n→∞

an =∞
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