Twierdzenie sinusow

Tres¢ twierdzenia:

W dowolnym tréjkqcie iloraz dtugosci dowolnego boku i sinusa kqta naprzeciw tego boku jest
staty

Przedstawia sie to nastepujgco:

a b C

sina  sinff  siny
Dowad:

Zgodnie ze wzorem na pole tréjkata:

p="L1pn
2

) h )
sina = — - h =c-sina

Otrzymujemy:
1 .
P = Ebc - sina
Wyznaczajac podobne réwnania dla pozostatych katéw mamy:
1 . 1 . 1 .
P = Ebc-sma = Eab-smy = Eac-smﬁ
Dzielimy kazde z wyrazen przez a - b - ¢ i mnozac przez 2 otrzymujemy:

2P sina __ siny __ sinf

abc a c b

Biorac odwrotnosci kazdego wyrazenia mamy udowodnione twierdzenie.

Inny dowod (bazujgc na tym samym tréjkacie co powyzej):
sina = % oraz siny = %
Eliminujemy h:
c-sina =a-siny
Dzielac obie strony przez sina - siny otrzymujemy:
C a

siny sina
Jesli zmienimy wierzchotek, z ktérego opuszczamy wysokos¢ otrzymamy pozostate dwie
réwnosci.



Twierdzenie cosinusow
Tresé twierdzenia:

W dowolnym tréjkqcie, kwadrat dtugosci dowolnego boku jest rowny sumie kwadratow
dtugosci pozostatych bokdw, pomniejszonej o podwojony iloczyn dtugosci tych bokow i

cosinusa kqta zawartego miedzy nimi.

Co przedstawia sie (korzystajgc z rysunku):

c? = a® + b?> — 2ab - cosy

W przypadku tréjkata prostokatnego gdzie y b
jest katem prostym otrzymujemy twierdzenie Pitagorasa gdyz cos90° jest rdwny O czyli:

c? = a® + b?
Dowdd twierdzenia cosinusow:

Opusémy wysokos¢ na bok b. Dzieli ona go na
bii b,

Wyznaczmy wzory na cosy i siny:
b
cosy=;2 - b, = a-cosy

. h .
siny = - - h= a-siny

b2
. . - b
Korzystajgc z twierdzenia Pitagorasa wyznaczamy
wzor na c?:
2= h*+ b’

Poniewaz b = b; + b, stad b; = b — b,, podstawiajac do wzoru pitagorasa mamy:
c? = h®+ (b —by)?

Wstawiamy przeksztatcone wyznaczone powyzej wzory na h i b, i obliczamy:

c? = (a-siny)®+ (b —a- cosy)?
c? = a®-sin?y + b?> —2ba-cosy + a® - cos’y

c? = a?- (sin?y + cos?y) + b%? — 2ba - cosy

Z jedynki trygonometrycznej sin %y + cos?y = 1:
c> = a’®+ b? - 2ba- cosy

Zmieniajgc wierzchotek, z ktérego opuszczamy wysokosé mozemy wyznaczyé pozostate dwa
réwnania:

b?> = a® + ¢* — 2ac - cosB

a’> = b%> + c¢? — 2bc - cosa
Koniec dowodu.



Cosinus sumy katow:

Do obliczenia cosinusa sumy katéw wykorzystamy
twierdzenia cosinusow i sinusdw oraz rysunek
pomocniczy

B=x+y
b? = a® + ¢? — 2ac - cosp

Przeksztatcamy wzér aby otrzymac cos f5:
a4+ c2—p2
2ac
Poniewazf =x+vy,a b = by + b, mamy:
a%+ c?— (b1+ by)?
2ac

cosf3 =

cos(x +y) =

Wyznaczamy b; i b,, a nastepnie podstawiamy do wzoru:
. b .
sinx = Tl - by = ¢ sinx

, b ,
smy:;2 - b, = a-siny
24 .2 ; )2
__ a“+c*—(csinx +arsiny)
cos(x+y) = o
2 2 2¢in2 2¢in2 ; :
__a‘+c—=c®sin“x—a“sin“y—2ac-sinxsiny
cos(x +y) = "
2 i 2 2 i 2 ; i
a“(1-sin“y) +c*(1—sin“x)—2ac-sinxsiny
cos(x+y) = ( )

2ac
Korzystamy z jedynki trygonometrycznej:

2 2

__a“cos“y +ccos“x 2ac-sinxsiny
COS(X + y) - 2ac N 2ac
2 2 2 2
a“-cos cTcos~x . .
cos(x+vy) = - Y 4 S — sinxsiny
a-coszy C'COSZX . .
cos(x+y) = + — sinxsiny

2c 2a
Z twierdzenia sinuséw mamy:

sina siny . .
—_— = p - C*Slna = a-siny

a
c-sin(%—x) = a-sin(%—y)
C*CcoSX = a-cosy

Co po podstawieniu do naszego rdwnania daje:

C*COSX *cosy a-cosy *cosx

cos(x+y) = ” + ” — sinxsiny
COSX *COS COSYy *CcoSx . .
cos(x+vy) = > L4 =2 —— — sinxsiny

cos(x +y) = cosycosx — sinxsiny (Wtasnie wyznaczylismy wzor cosinusa sumy katéw)

Gdy x=y

2 2

cos(x + x) = cos2x = cosxcosx — sinxsinx = cos’x — sin’x = cos*x — 1+ cos?x = 2cos’x — 1

Cosinus réznicy katow wyprowadza sie doktadnie tak samo, tylko znaki sie zmieniaja:

cos(x —y) = cosxcosy + sinxsiny



Sinus sumy katow:
Do wyprowadzenia wzoru na sinus sumy katéw
uzyjemy twierdzenia sinusow

sinf = sin(x + y)

sin(x+y) _ sina _ siny _ w

b a c

Dla utatwienia obliczeh wprowadzamy zmienng W i
mnozymy wszystkie wyrazenia przez b:

sinx+y)=W-b
Poniewaz b = by + b,

sin(x +y) =W - (by + by)

sin(x +y) = Wby + Wh,
Wyznaczamy b; i b, i podstawiamy do wzoru:

b; = c - sinx

b, = a - siny

sin(x +y) = Wc - sinx + Wa - siny
Z twierdzenia sinuséw mamy:

sina _ siny

= c-sina = a-siny

c* sin(%—x) = a-sin(%—y)

C-CoSx = a-cosy

cosx cos . ; . .
— = Cy (co nadal jest réwne zmiennej W)

WSstawiajac do obliczanego wzoru mamy:

sin(x +y) = %c - sinx + %a - siny

sin(x +y) = cosy * sinx + cosx - siny (Co koriczy wyprowadzanie wzoru sinusa sumy)
Gdyx =y:

sin(x + x) = sin2x = cosx - sinx + cosx - sinx = 2cosxsinx

Sinus réznicy katow wyprowadza sie tak samo, tylko znaki bedg odwrotne:

sin(x — y) = cosysinx — cosxsiny



