
13.10.2010

Matematyka I, zadania domowe seria I

1. Wykaza¢, »e dla dowolnego naturalnego n:

• li
zba n3 + 2n jest podzielna przez 3,

• li
zba 5n+1 + 2 · 3n + 1 jest podzielna przez 8,

• li
zba 5 · 23n−2 + 33n−1 jest podzielna przez 19,

2. Dla jaki
h li
zb naturalny
h prawdziwe s¡ nast�puj¡
e nierówno±
i:

a) 6n+ 6 < 2n

b) 3n2 + 3n+ 1 < 2n


) n3 < 2n

Wskazówka: przy rozwi¡zywaniu kolejny
h podpunktów mo»na wykorzysta¢ wyniki udowod-

nione we w
ze±niejszy
h.

3. Udowodni
 za pomo
a metody induk
ji matematy
znej, ze dla n naturalny
h:

• 13+23+· · ·+n3 = (1+2+· · ·+n)2, Wskazówka: skorzystaj z 1+2+· · ·+n =
n(n+ 1)
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• 12 − 22 + 32 − 42 + ...+ (−1)n−1n2 = (−1)n−1 n(n+1)
2

• 2 · 12 + 3 · 22 + 4 · 32 + ...+ n(n− 1)2 + (n+ 1)n2 = n(n+1)(n+2)(3n+1)
12

•
∑

n

k=1
1

(2k−1)(2k+1)
= n

2n+1

•
∑2n

k=1
1

k(k+1)
= 2n

2n+1

•
∑

n

k=1
1

(3k−2)(3k+1)
= n

3n+1

•
∑

n

k=1
1

k(k+1)(k+2)
= 1

2

(

1
2
− 1

(n+1)(n+2)

)

4.∗ Udowodni
 za pomo
a metody induk
ji matematy
znej, »e dla n naturalny
h:

•
∑

n

k=1
1√
k
≥

√
n

• (1 + x1)(1 + x2)...(1 + xn) ≥ 1 + x1 + x2 + ...+ xn przy zaªo»eniu: x1, x2, ..., xn ≥ 0
(wniosek: nierówno±¢ Bernoulliego (1 + x)n ≥ 1 + nx).

• an + bn ≤ (a+ b)n ≤ 2n(an + bn), a, b ≥ 0

• (n+ 1)n < n(n+1) dla n ≥ 3

5. Jaka li
zba jest wspóª
zynnikiem przy x97 w rozwini�
iu (1 + x)100?

6. Pokaza¢, »e
∑

n

k=0(−2)k
(

n
k

)

= (−1)n

7. Znale¹¢ wyra»enie nie zawieraj¡
e x w rozwini�
iu (3x− 2
x2 )
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8. Znale¹¢ wspóª
zynnik stoj¡
y przy 1/x oraz 1/x2 rozwini�
ia (2x+ 1
2x
)9.
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