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Rozdzia l 1

Przedmiot fizyki statystycznej

Fizyka statystyczna jest jednym z filarów fizyki teoretycznej. Przedmiotem jej badań s ↪a w laściwości
uk ladów makroskopowych oraz procesów w nich przebiegaj ↪acych z uwzgl ↪ednieniem efektów cieplnych.
Ze wzgl ↪edu na sposób opisu uk ladów wyróżniamy w ramach fizyki statystycznej dwa dzia ly: termody-
namik ↪e fenomenologiczn ↪a oraz mechanik ↪e statystyczn ↪a.

Termodynamika fenomenologiczna nie wnika w atomistyczn ↪a struktur ↪e materii i traktuje badany uk lad
jako continuum. Analiza termodynamiczna prowadzi do zwi ↪azków pomi ↪edzy wielkościami makroskopowymi
charakteryzuj ↪acymi uk lad zarazem nie precyzuj ↪ac wartości każdej z tych wielkości z osobna. Dlatego też
zwi ↪azki te maj ↪a bardzo ogólny charakter.

W ramach termodynamiki fenomenologicznej wyróżniamy termodynamik ↪e stanów równowagi, zwan ↪a
także termostatyk ↪a i termodynamik ↪e procesów nieodwracalnych.W pierwszej cz ↪eści niniejszego skryptu
przedstawimy podstawy termodynamiki stanów równowagi.

Mechanika statystyczna analizuje w laściwości uk ladów makroskopowych w oparciu o ich struktur ↪e
mikroskopow ↪a. Wyznaczenie wielkości makroskopowych odbywa si ↪e poprzez zastosowanie metod statysty-
cznych, w szczególności w wyniku uśredniania odpowiednich wielkości mikroskopowych.

Podobnie jak termodynamika fenomenologiczna także mechanika statystyczna dzieli si ↪e na mechanik ↪e
statystyczn ↪a stanów równowagi zwan ↪a równowagow ↪a mechanik ↪a statystyczn ↪a oraz na teori ↪e kinetyczn ↪a
opisuj ↪ac ↪a zjawiska nierównowagowe, w tym dochodzenie uk ladów do stanu równowagi.

Termodynamika stanów równowagi jest zamkni ↪et ↪a teori ↪a uk ladów makroskopowych opart ↪a na kilku
za lożeniach zwanych zasadami termodynamiki Podczas jej konstrukcji nie trzeba si ↪e odwo lywać do in-
nych, bardziej mikroskopowych teorii. Świadczy to o jej spójności i elegancji1. Mimo tej kompletności
termodynamiki równowagowa mechanika statystyczna pozwala nadać niektórym poj ↪eciom termodynam-
icznym dodatkow ↪a interpretacj ↪e i dzi ↪eki temu przyczynia si ↪e do ich g l ↪ebszego zrozumienia. Stanowi ona
pomost pomi ↪edzy mikroświatem i makroświatem.

Podstawy równowagowej mechaniki statystycznej przedstawimy w drugiej cz ↪eści skryptu.

1Z tej w laśnie przyczyny tak wielkie wrażenie zrobi la na mnie termodynamika klasyczna. Jest to jedyna uniwersalna
teoria fizyczna, co do której jestem przekonany, że w ramach stosowalności swoich podstawowych poj ↪eć nie b ↪edzie nigdy
odrzucona (to pod rozwag ↪e sceptyków dla zasady)., Albert Einstein, Zapiski autobiograficzne, Wydawnictwo Znak, Kraków
1996, str.24
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Rozdzia l 2

Podstawy termodynamiki stanów
równowagi

2.1 Uk lady termodynamiczne

Pod poj ↪eciem uk ladu termodynamicznego b ↪edziemy rozumieć makroskopow ↪a cz ↪eść otaczaj ↪acego nas świata,
to znaczy zbiór makroskopowych cia l fizycznych lub ich fragmentów. Cia la makroskopowe nie wchodz ↪ace
w sk lad uk ladu termodynamicznego ale mog ↪ace z nim oddzia lywać nazywamy jego otoczeniem. Otoczenie
wyodr ↪ebnionego uk ladu termodynamicznego b ↪edziemy traktować także jako uk lad termodynamiczny.

W termodynamice rozważa si ↪e uk lady, które s ↪a skończone i przestrzennie ograniczone. Fizyczne roz-
graniczenie uk ladu i otoczenia zapewniaj ↪a ścianki zewn ↪etrzne . Oprócz funkcji rozgraniczaj ↪acej ścianki
umożliwiaj ↪a oddzia lywanie uk ladu z otoczeniem. Również sam uk lad termodynamiczny może być z lożony
z kilku poduk ladów. Rozdzielenie poszczególnych poduk ladów a zarazem ich wzajemne oddzia lywanie
realizuj ↪a ścianki wewn ↪etrzne. Ścianki b ↪edziemy charakteryzować poprzez określenie dopuszczanych przez
nie oddzia lywań. Klasyfikacj ↪a ścianek wed lug tego kryterium zajmiemy si ↪e w rozdziale 2.2, natomiast
teraz przejdziemy do omówienia poj ↪ecia stanu równowagi uk ladu termodynamicznego .

Nawet pobieżne obserwacje uk ladów makroskopowych pokazuj ↪a, że w ogólnym przypadku określenie
ich stanu przy pomocy niewielkiej liczby wielkości może okazać si ↪e niemożliwe. Z sytuacj ↪a tak ↪a mamy
do czynienia podczas gwa ltownego spr ↪eżania gazu zamkni ↪etego w naczyniu . Procesowi temu towarzyszy
powstawanie niejednorodności g ↪estości oraz ich rozchodzenie si ↪e. W tej sytuacji do pe lnego opisu aktu-
alnego stanu gazu nie wystarcza podanie kilku wielkości odnosz ↪acych si ↪e do uk ladu jako ca lości, w tym
np. średniej g ↪estości gazu. Potrzebna jest znacznie bardziej szczegó lowa informacja obejmuj ↪aca mi ↪edzy
innymi wartości g ↪estości gazu w różnych punktach naczynia w róźnych chwilach czasu.
Określenie stanu uk ladu termodynamicznego ulega istotnemu uproszczeniu w przypadku szczególnie
prostej a zarazem niezwykle ważnej klasy tych stanów, zwanych stanami równowagi. Stanem równowagi
nazywamy stan, który nie ulega zmianom w czasie i nie wyst ↪epuj ↪a w nim makroskopowe przep lywy.
Uk lad b ↪ed ↪acy w stanie równowagi - o ile tylko warunki zewn ↪etrzne nie ulegn ↪a zmianie - pozostanie w nim
nieskończenie d lugo. Definiuj ↪ac stan równowagi dokonujemy - jak to zazwyczaj ma miejsce w fizyce teore-
tycznej - pewnej idealizacji. Po pierwsze zak ladamy, że potrafimy dowolnie d lugo utrzymywać niezmienne
warunki zewn ↪etrzne albo raczej, że w interesuj ↪acej nas skali czasu warunki te nie ulegaj ↪a zmianie. Po
drugie, nie uwzgl ↪edniamy wszechobecnych fluktuacji b ↪ed ↪acych nieod l ↪aczn ↪a cech ↪a każdego uk ladu termo-
dynamicznego. Przejawiaj ↪a si ↪e one w chwilowych zmianach wartości różnych wielkości fizycznych ale
efekt ten nie jest brany pod uwag ↪e na rozważanym przez nas makroskopowym poziomie opisu. Do zagad-
nienia tego powrócimy w drugiej cz ↪eści skryptu dotycz ↪acej mechaniki statystycznej; b ↪edziemy wówczas
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dysponować narz ↪edziami niezb ↪ednymi do opisu fluktuacji. Obecnie wskazujemy tylko na możliwe źród la
ograniczeń - zewn ↪etrzne i wewn ↪etrzne - przydatności przyj ↪etej definicji stanu równowagowego.

W niektórych praktycznych zastosowaniach opis w laściwy stanom równowagi możemy stosować również
w odniesieniu do stanów de facto nierównowagowych, o ile tylko obserwowalne makroskopowo zmiany
zachodz ↪a w skalach czasu znacznie wi ↪ekszych od czasu obserwacji. Przyk ladowo, pewne w laściwości szkie l
amorficznych analizowane s ↪a w ramach teorii stanów równowagi, mimo że w odpowiednio d lugich skalach
czasu uk lady te podlega zmianom.

Pomini ↪ecie w definicji stanu równowagi warunku braku makroskopowych przep lywów prowadzi do
określenia stanu stacjonarnego. Stanem stacjonarnym nazywamy stan, który nie ulega zmianom w czasie.
Przyk ladowo stan drucika w żarówce zasilanej pr ↪adem nie jest stanem równowagi, jest natomiast w
dobrym przybliżeniu stanem stacjonarnym. Warto dodać, że poj ↪ecie stanu stacjonarnego jest używane
w dwóch nieco różnych znaczeniach. W szerszym znaczeniu poj ↪ecie to obejmuje wszystkie stany, które
nie ulegaj ↪a zmianie w czasie, w w ↪eższym natomiast - szerzej zreszt ↪a rozpowszechnionym w literaturze -
tylko te, w których wyst ↪epuj ↪a makroskopowe przep lywy. My b ↪edziemy rozumieć stany stacjonarne w tym
w ↪eższym sensie. S ↪a one przyk ladem bardzo szerokiej klasy stanów nierównowagowych, których badaniem
zajmuje si ↪e termodynamika procesów nieodwracalnych.

Szczególnie prosty opis można stosować do uk ladów termodynamicznych znajduj ↪acych si ↪e w stanie
równowagi, jeśli dodatkowo zaż ↪adamy by by ly one przestrzennie jednorodne. Definicja stanu równowagi
nie gwarantuje bowiem jednorodności uk ladu. Przyk ladem jest uk lad sk ladaj ↪acy si ↪e z dwóch wspó listniej ↪acych
ze sob ↪a faz, np. ciek lej i krystalicznej. Niejednorodność może zostać wywo lana dzia laniem na uk lad si l
zewn ↪etrznych. Przyk ladowo, umieszczenie w polu grawitacyjnym naczynia wype lnionego gazem powoduje
powstanie niejednorodnego rozk ladu g ↪estości gazu. Źród lem niejednorodności s ↪a także ścianki ograniczaj ↪ace
uk lad. Zazwyczaj wp lywaj ↪a one na w laściwości uk ladu jedynie w niewielkich od nich odleg lościach, w
tzw. warstwie przypowierzchniowej. Jeśli jednak uk lad jest dostatecznie duży to zaniedbanie obecności
warstwy przypowierzchniowej i za lożenie jednorodności jest dobrym przybliżeniem w odniesieniu do
odpowiednio dużej cz ↪eści uk ladu. Warto jednak zaznaczyć, że w pewnych szczególnych warunkach
w laściwości wn ↪etrza uk ladu mog ↪a być czu le na zmiany w lasciwości ścianek; jest to sytuacja typowa
dla przemian fazowych.

Obecnie skoncentrujemy si ↪e na uk ladach jednorodnych. Przyjmujemy, że stan równowagi takiego
uk ladu można określić przy pomocy kilku wielkości fizycznych, które nazywamy parametrami stanu.
Parametry stanu dzielimy na ekstensywne i intensywne.
Parametry ekstensywne s ↪a proporcjonalne do wielkości uk ladu scharakteryzowanej np. jego mas ↪a. Do
ważnych parametrów ekstensywnych należ ↪a obj ↪etość uk ladu V , liczby moli1 Ni, i = 1, . . . ,m poszczególnych
chemicznych sk ladników uk ladu, energia wewn ↪etrzna U i entropia S (te dwie ostatnie wielkości zostan ↪a
zdefiniowane w rozdziale trzecim przy okazji omawiania zasad termodynamiki). Ich pomiar odnosi
si ↪e do ca lego uk ladu. Parametry ekstensywne b ↪edziemy oznaczali dużymi literami. Wartość parametru
ekstensywnego uk ladu z lożonego z poduk ladów jest sum ↪a wartości tego parametru w poszczególnych po-
duk ladach. W laściwość t ↪e określamy jako addytywność ze wzgl ↪edu na poduk lady.
Parametry intensywne nie zależ ↪a od wielkości uk ladu i nie s ↪a addytywne ze wzgl ↪edu na poduk lady. Ich
przyk ladami s ↪a temperatura i císnienie, których pomiar jest lokalny. Do grupy parametrów intensywnych
należ ↪a również parametry w laściwe powstaj ↪ace w wyniku odniesienia wielkości ekstensywnych do wielkości
uk ladu. W zależności od obranej charakterystyki wielkości uk ladu mog ↪a to być wielkości molowe, masowe,
itd. Oznaczamy je ma lymi literami. Przyk ladami wielkości w laściwych s ↪a

1Mol jest jednostk ↪a liczności (ilości) materii określon ↪a w uk ladzie SI jako jednostka podstawowa równa liczbie atomów
w próbce w ↪egla 12C o wadze 12 g. Liczba ta - nazywana liczb ↪a Avogadra - jest równa NA = 6, 02 · 1023. Przy pos lugiwaniu
si ↪e t ↪a wielkości ↪a należy podać jakiego rodzaju cz ↪asteczki sk ladaj ↪a si ↪e na uk lad.
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• obj ↪etość molowa

v =
V∑m

j=1Nj
, (2.1)

gdzie m oznacza liczb ↪e sk ladników

• u lamek molowy (st ↪eżenie molowe) k - tego sk ladnika chemicznego uk ladu

xk =
Nk∑m

j=1Nj
, (2.2)

• g ↪estość liczbowa k - tego sk ladnika

nk =
Nk

V
, k = 1, . . . ,m . (2.3)

(w przypadku uk ladu jednosk ladnikowego g ↪estość liczbowa n jest odwrotności ↪a obj ↪etości molowej
v)

W celu opisu stanów równowagi b ↪edziemy pos lugiwać si ↪e funkcjami, których argumentami s ↪a wy l ↪acznie
parametry stanu. S ↪a to tzw. funkcje stanu . Wartość funkcji stanu zależy tylko od aktualnego stanu
uk ladu i nie zależy np. od sposobu w jaki stan ten zosta l osi ↪agni ↪ety, tzn. nie zależy od historii uk ladu.

Formalizm termodynamiczny moźna stosować do bardzo różnych uk ladów. Należ ↪a do nich ciecze,
gazy, metale krysztaliczne, magnetyki itd. Ta różnorodność zastosowań świadczy o ogólności formal-
izmu termodynamicznego. Jednak w celu zrozumienia struktury termodynamiki dobrze jest zacz ↪ać od
nieskomplikowanego przypadku, gdyż wtedy konstrukcja teorii staje si ↪e szczególnie przejrzysta. Z tej
przyczyny rozważania rozpoczniemy od pewnego wyidealizowanego uk ladu zwanego prostym uk ladem
termodynamicznym . Pod tym poj ↪eciem rozumiemy uk lad termodynamiczny, który jest elektrycznie i
magnetycznie oboj ↪etny, nieczynny chemicznie i który w stanie równowagi jest makroskopowo jednorodny
i izotropowy. Warto zauważyć, że jednorodność i izotropowość implikuj ↪a brak zewn ↪etrznych pól si l i
możliwość zaniedbania wp lywu ścianek, czyli tzw. efektów brzegowych.

Doświadczenie uczy, że do opisu stanu równowagi jednosk ladnikowego prostego uk ladu termodynam-
icznego wystarczy określenie trzech parametrów stanu. W szczególności mog ↪a to być trzy parametry
ekstensywne: energia wewn ↪etrzna U (zostanie ona wkrótce zdefiniowana przy okazji omawiania pier-
wszej zasady termodynamiki), obj ↪etość uk ladu V oraz liczba moli N substancji tworz ↪acej uk lad. W
przypadku prostego uk ladu m-sk ladnikowego niezależnymi parametrami mog ↪a być U , V oraz liczby moli
Ni, i = 1, . . . ,m poszczególnych sk ladników. Aby wprowadzić poj ↪ecie energii wewn ↪etrznej należy na-
jpierw zdefiniować różne rodzaje ścianek a zatem różne rodzaje oddzia lywań termodynamicznych.

2.2 Oddzia lywania termodynamiczne

Oddzia lywania pomi ↪edzy otoczeniem i uk ladem, a także oddzia lywania pomi ↪edzy poszczególnymi po-
duk ladami nazywamy oddzia lywaniami termodynamicznymi . Zmiana oddzia lywania termodynamicznego
powoduje zazwyczaj zmian ↪e stanu uk ladu.

Oddzia lywania termodynamiczne dzielimy na trzy grupy: oddzia lywania materialne, mechaniczne i
termiczne.

Oddzia lywanie materialne polega na wymianie materii pomi ↪edzy uk ladem i otoczeniem. Jednym ze
skutków oddzia lywań materialnych jest zmiana sk ladu chemicznego uk ladu. Ze wzgl ↪edu na dopuszczenie
oddzia lywań materialnych wyróżniamy ścianki nieprzepuszczalne i pó lprzepuszczalne. Ścianka nieprze-
puszczalna ca lkowicie uniemożliwia wymian ↪e materii. Uk lad os loni ↪ety ściankami nieprzepuszczalnymi
nazywamy uk ladem zamkni ↪etym . Ścianka pó lprzepuszczalna umożliwia wymian ↪e tylko określonych sk ladników
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chemicznych. Uk lad, którego ścianka jest przepuszczalna nosi nazw ↪e uk ladu otwartego .

Na razie ograniczymy si ↪e do rozważań nad uk ladami zamkni ↪etymi.

Oddzia lywanie mechaniczne zwi ↪azane jest z wykonywaniem przez różnego rodzaju si ly makroskopowej
pracy nad uk ladem zamkni ↪etym. S ↪a to nie tylko si ly mechaniczne wykonuj ↪ace np. prac ↪e obj ↪etościow ↪a,
lecz również si ly elektryczne i magnetyczne. Tych ostatnich nie trzeba brać pod uwag ↪e podczas analizy
prostego uk ladu termodynamicznego, ponieważ jest on elektrycznie i magnetycznie oboj ↪etny. Natomiast
w odniesieniu do plazmy uwzgl ↪ednienie tych si l staje si ↪e konieczności ↪a.

Oddzia lywanie termiczne obejmuje oddzia lywanie pomi ↪edzy uk ladem i otoczeniem różne od odd-
zia lywania mechanicznego.

Po określeniu oddzia lywań termodynamicznych możemy dokonać klasyfikacji ścianek. Odbywa si ↪e
ona ze wzgl ↪edu na możność lub niemożność realizacji określonego typu oddzia lywania w obecności danej
ścianki:

• ze wzgl ↪edu na dopuszczenie oddzia lywań mechanicznych prowadz ↪acych do pracy obj ↪etościowej
wyróżniamy ścianki ruchome i nieruchome. Ścianka ruchoma umożliwia zmian ↪e obj ↪etości uk ladu,
a co za tym idzie wykonywanie nad uk ladem pracy obj ↪etościowej. Ścianka nieruchoma nie daje
takiej możliwości. Należy pami ↪etać, że obecność ścianki nieruchomej nie wyklucza oddzia lywań
mechanicznych innych od tych, którym towarzyszy wykonywanie nad uk ladem pracy obj ↪etościowej.
W szczególności, nad gazem zamkni ↪etym w naczyniu o niezmiennej obj ↪etości może zostać wykonana
praca mechaniczna w wyniku wprawienia z zewn ↪atrz w ruch mieszade lka obracaj ↪acego si ↪e wewn ↪atrz
tego naczynia.

• ze wzgl ↪edu na dopuszczenie oddzia lywań termicznych wyróżniamy ścianki adiabatyczne i diater-
miczne. Ścianka adiabatyczna dopuszcza zmian ↪e stanu uk ladu jedynie poprzez wykonanie nad
uk ladem pracy mechanicznej. Ścianka umożliwiaj ↪aca zmian ↪e stanu uk ladu także w inny sposób
nosi nazw ↪e ścianki diatermicznej .

Uk lad o tej w laściwości, że otoczenie nie może na niego dzia lać poprzez jakiekolwiek oddzia lywanie
termodynamiczne nosi nazw ↪e uk ladu izolowanego . Definicja ta oznacza w szczególności wymóg os loni ↪ecia
uk ladu nieruchomymi ściankami adiabatycznymi. Wykluczenie wszystkich oddzia lywań mi ↪edzy uk ladem
i otoczeniem doprowadzi nas - po uprzednim zdefiniowaniu poj ↪ecia energii wewn ↪etrznej - do wniosku, że
energia wewn ↪etrzna uk ladu izolowanego nie ulega zmianom.

2.3 Procesy termodynamiczne

Obecność ścianek - zarówno zewn ↪etrznych jak i wewn ↪etrznych - narzuca pewne ograniczenia (wi ↪ezy) na
stany równowagi, w których może przebywać uk lad termodynamiczny. Zmiana rodzaju ścianek prowadzi
do zmiany oddzia lywań termodynamicznych czy to mi ↪edzy uk ladem a otoczeniem czy to wewn ↪atrz uk ladu.
W konsekwencji nast ↪epuje zmiana stanu termodynamicznego uk ladu. Przej́scie uk ladu z jednego stanu
do drugiego nazywamy procesem termodynamicznym lub przemian ↪a termodynamiczn ↪a . Podkreślamy, że
gdy - poczynaj ↪ac od chwili obecnej - b ↪edziemy mówić o stanach uk ladu to b ↪edziemy mieć na myśli stany
równowagi. W przeciwnym przypadku zostanie to osobno zaznaczone.

Badanie zupe lnie ogólnych procesów termodynamicznych jest zadaniem skomplikowanym. Przywo lajmy
tu jeszcze raz przyk lad gwa ltownego spr ↪eżania gazu. Zarówno przed rozpocz ↪eciem spr ↪eżania jak i po
up lyni ↪eciu odpowiednio d lugiego czasu po jego zakończeniu uk lad znajduje si ↪e w stanach równowagi,
odpowiednio pocz ↪atkowej i końcowej. W trakcie przechodzenia od stanu pocz ↪atkowego do końcowego
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uk lad nie przebywa w stanach równowagi. Jednak nie zawsze tak musi być i czynnikiem decyduj ↪acym jest
tutaj szybkość przebiegania procesu a dok ladniej stosunek skal czasu charakteryzuj ↪acych przeprowadzany
procesu i procesy relaksacji zachodz ↪ace w uk ladzie. Jeżeli w skali procesów relaksacji zachodz ↪aca w
uk ladzie przemiana trwa d lugo to można przyj ↪ać, że w jej trakcie uk lad przebywa ci ↪ag stanów równowagi.
Dlatego też wyróżniamy szczególn ↪a klas ↪e procesów termodynamicznych zwanych procesami pseudostaty-
cznymi . Proces nazywamy pseudostatycznym jeżeli w jego trakcie uk lad przechodzi przez nast ↪epuj ↪ace po
sobie stany równowagi. Innymi s lowy, w trakcie procesu pseudostatycznego uk lad znajduje si ↪e w każdej
chwili czasu w stanie równowagi. W tym przypadku przemiana mi ↪edzy stanem pocz ↪atkowym i końcowym
może być przedstawiona w postaci krzywej w przestrzeni możliwych stanów termodynamicznych uk ladu.

Warunek zachodzenia procesu wzd luż krzywej w przestrzeni stanów uk ladu oznacza, że zmiany nast ↪epuj ↪a
w infinitezymalnie ma lych krokach a procesy relaksacji przebiegaj ↪ace w uk ladzie doprowadzaj ↪a go po
każdym kroku - tj. po każdej zmianie wi ↪ezów - do stanu nowej równowagi. Powyższe warunki prowadz ↪a
do równoważnej definicji procesu pseudostatycznego jako procesu przebiegaj ↪acego nieskończenie powoli.
A zatem w praktyce dany proces można uznać za pseudostatyczny jeżeli zachodzi w skali czasu znacznie
wi ↪ekszej niż skala czasu charakteryzuj ↪aca procesy relaksacji. Zwróćmy jednak uwag ↪e, że ocena czasu
relaksacji pozostaje poza domen ↪a termodynamiki i wymaga bardziej szczegó lowego, np. mikroskopowego
wnikni ↪ecia w natur ↪e procesów przebiegaj ↪acych w uk ladzie. Dlatego też powyższe uwagi należy traktować
jedynie jako komentarz do termodynamicznej definicji procesu pseudostatycznego.

Wśród przemian pseudostatycznych szczególn ↪a rol ↪e odgrywaj ↪a przemiany kwazistatyczne. Przemi-
ana pseudostatyczna, w czasie której prac ↪e nad uk ladem wykonuj ↪a jedynie si ly utrzymuj ↪ace uk lad w
równowadze nosi nazw ↪e przemiany kwazistatycznej . W szczególności, przemiana polegaj ↪aca na dostate-
cznie powolnym mieszaniu gazu mieszade lkiem jest przemian ↪a pseudostatyczn ↪a, ale nie jest przemian ↪a
kwazistatyczn ↪a. W tym przypadku tarcie wewn ↪etrzne nie przestaje odgrywać roli w miar ↪e spowalniania
procesu (w granicy pseudostatytcznej) i proces nie staje si ↪e kwazistatyczny.

Obecnie powrócimy do zagadnień zwi ↪azanych z oddzia lywaniami mechanicznymi i przytoczymy wzory
na prac ↪e infinitezymaln ↪a wykonywan ↪a nad uk ladem przez różne rodzaje si l zewn ↪etrznych w trakcie pro-
cesów kwazistatycznych:

• oddzia lywanie prowadz ↪ace do zmiany obj ↪etości uk ladu charakteryzujemy poprzez podanie infinitezy-
malnej pracy d̄Wobj wykonanej nad uk ladem o císnieniu p podczas infinitezymalnej zmiany obj ↪etości
uk ladu o dV

d̄Wobj = −p dV . (2.4)

Zwróćmy uwag ↪e, że rozważany proces jest kwazistatyczny i dzi ↪eki temu w powyższym wzorze
wyst ↪epuje císnienie uk ladu p, które jest funkcj ↪a stanu. W przypadku infinitezymalnego procesu
niekwazistatycznego wzór na prac ↪e obj ↪etościow ↪a mia lby postać DWobj = −pzewdV , gdzie pzew oz-
nacza císnienie zewn ↪etrzne wywierane na uk lad. W ogólności zależy ono także od zmiennych nie
b ↪ed ↪acych parametrami stanu uk ladu, nad którym wykonywana jest praca. W przypadku procesu
kwazistatycznego pzew = p.

• oddzia lywanie polegaj ↪ace na elektryzacji uk ladu charakteryzujemy poprzez podanie infinitezymalnej
pracy DWel, któr ↪a wykonuje nad dielektrykiem zewn ↪etrzne pole elektryczne o nat ↪eżeniu ~E podczas
kwazistatycznego zwi ↪ekszania jego dipolowego momentu elektrycznego o d~P

DWel = ~E · d~P . (2.5)

j

• oddzia lywanie polegaj ↪ace na magnetyzacji uk ladu charakteryzujemy poprzez podanie infinitezymal-
nej pracy DWmag, jak ↪a wykonuje nad magnetykiem zewn ↪etrzne pole magnetyczne o indukcji ~B przy
kwazistatycznym zwi ↪ekszeniu jego momentu magnetycznego o d ~M
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DWmag = ~B · d ~M . (2.6)

Na zakończenie tej cz ↪eści przytoczymy definicj ↪e procesu odwracalnego.
Przemiana jest odwracalna jeżeli możliwa jest przemiana odwrotna przywracaj ↪aca stan pocz ↪atkowy uk ladu
i otoczenia. Zwróćmy uwag ↪e, że w laśnie istnienie procesów nieodwracalnych jest niezwykle intere-
suj ↪acym wnioskiem wynikaj ↪acym z obserwacji uk ladów makroskpowych. Próba ich wyjaśnienia na gruncie
mikroskopowym jest ci ↪agle otwartym problemem fizyki teoretycznej.

Pozostaje do wyjaśnienia kwestia wzajemnych relacji mi ↪edzy procesami kwazistatycznymi i odwracal-
nymi. Czy s ↪a to procesy ca lkowicie niezależne czy też nie? Otóż można pokazać, że procesy kwazistaty-
czne s ↪a odwracalne. Natomiast wynikanie odwrotne, iż procesy odwracalne s ↪a kwazistatyczne pozostaje
przypuszczeniem .

W literaturze cz ↪esto spotyka si ↪e także nieco w ↪eższ ↪a definicj ↪e procesu odwracalnego: proces jest
odwracalny, gdy na każdym etapie może ulec odwróceniu w wyniku infinitezymalnie ma lej zmiany stanu
otoczenia. W tym w ↪eższym sensie procesy odwracalne s ↪a tożsame z procesami kwazistatycznymi choć
-jak wskazalísmy poprzednio - proces odwracalny w szerszym sensie nie musi być kwazistatyczny, tzn.
odwracalny w w ↪eższym sensie. W dalszym ci ↪agu odwracalność b ↪edziemy rozumieć w w ↪eższym sensie i
wobec tego b ↪edziemy utożsamiać procesy odwracalne i kwazistatyczne.



Rozdzia l 3

Zasady termodynamiki

3.1 Zerowa zasada termodynamiki i temperatura empiryczna

W poprzednim rozdziale zosta lo wprowadzone poj ↪ecie uk ladu termodynamicznego oraz zdefiniowane
zosta ly stany równowagi takiego uk ladu. W zbiorze uk ladów znajduj ↪acych si ↪e w stanie równowagi
wprowadzamy relacj ↪e równoważności 1zwan ↪a relacj ↪a bycia we wzajemnej równowadze termicznej (cieplnej).

Rozważmy dwa izolowane uk lady termodynamiczne, każdy spośród których znajduje si ↪e w stanie
równowagi termodynamicznej. Mówimy, że uk lad pierwszy jest w stanie równowagi termicznej (cieplnej)
z drugim uk ladem, jeżeli po zetkni ↪eciu ich przy pomocy nieruchomej, nieprzepuszczalnej ścianki di-
atermicznej b ↪ed ↪a one nadal pozostawać w tych samych stanach, w których by ly przed diatermicznym
zetkni ↪eciem. Tak zdefiniowana relacja jest zwrotna i symetryczna. Na podstawie powyższej definicji
nie można jednak wyci ↪agn ↪ać wniosku o ewentualnej przechodniości tej relacji. W laściwość ta jest za-
gwarantowana przez zerow ↪a zasad ↪e termodynamiki , która - podobnie jak pozosta le trzy zasady - jest
uogólnieniem obserwacji doświadczalnych. Brzmi ona nast ↪epuj ↪aco:

Jeżeli uk lad A jest w stanie równowagi termicznej z uk ladem B oraz uk lad B jest w
stanie równowagi termicznej z uk ladem C , to uk lad A jest w stanie równowagi termicznej
z uk ladem C.

Istnienie w zbiorze wszystkich uk ladów termodynamicznych znajduj ↪acych si ↪e w stanie równowagi
relacji równoważności implikuje wyst ↪epowanie w tym zbiorze podzia lu na klasy równoważności. W celu
uporz ↪adkowania klas równoważności wygodnie jest pos lużyć si ↪e poj ↪eciem temperatury empirycznej. Tem-
peratur ↪a empiryczn ↪a τ nazywamy wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie ze zbióru klas równoważności
w zbiór liczb rzeczywistych.

W ten sposób wszystkie uk lady należ ↪ace do danej klasy równoważności charakteryzuj ↪a si ↪e t ↪a sam ↪a tem-
peratur ↪a empiryczn ↪a, zaś uk lady należ ↪ace do różnych klas maj ↪a różn ↪a temperatur ↪e empiryczn ↪a. Wynika
st ↪ad wniosek, że dwa uk lady s ↪a w równowadze termicznej wtedy i tylko wtedy, gdy maj ↪a t ↪e sam ↪a temper-
atur ↪e empiryczn ↪a. Należy zwrócić uwag ↪e, że temperatura empiryczna nie jest zdefiniowana jednoznacznie.
Jeśli bowiem τ jest temperatur ↪a empiryczn ↪a, zaś Θ funkcj ↪a różnowartościow ↪a to z lożenie Θ(τ) jest także
temperatur ↪a empiryczn ↪a.
Obecnie zastanowimy si ↪e nad pomiarem temperatury empirycznej. Każd ↪a klas ↪e równoważności możemy
scharakteryzować poprzez wybór dowolnego jej przedstawiciela. Wyboru tego dokonujemy tak, by do
określenia stanu reprezentanta każdej z klas potrzebna by la taka sama liczba zmiennych niezależnych.

1Przypominamy, że relacja jest relacj ↪a równoważności jeżeli jest zwrotna, symetryczna i przechodnia.

11
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S ↪a one dobrane w ten sposób by na poszczególnych klasach równoważności tylko jedna ustalona zmi-
enna przyjmowa la różne wartości, podczas gdy wszystkie pozosta le zachowywa ly ustalon ↪a wartość. W
takim przypadku reprezentantów poszczególnych klas abstrakcji możemy zinterpretować jako jeden uk lad
przebywaj ↪acy w różnych stanach termodynamicznych. Uk lad taki nazywamy termometrem . Sub-
stancj ↪e, której stan opisuje wielkość zmieniaj ↪aca si ↪e mi ↪edzy klasami abstrakcji nazywamy cia lem ter-
mometrycznym , zaś sam ↪a wielkość - oznaczan ↪a symbolem ν - zmienn ↪a termometryczn ↪a . Zmienna
termometryczna jest szczególnym przypadkiem temperatury empirycznej. Inne temperatury empiryczne
można uzyskać, jako ci ↪ag le i odwracalne funkcje zmiennej termometrycznej

τ = f(ν) . (3.1)

Na zakończenie uwag o zerowej zasadzie termodynamiki rozważmy możliwe stany uk ladu, który pozostaje
w stanie równowagi termicznej z termometrem wskazuj ↪acym temperatur ↪e empiryczn ↪a τ . Jeśli stan uk ladu
jest opisany przez komplet zmiennych x1, . . . , xn to okazuje si ↪e, że istnieje funkcja τ̃(x1, . . . , xn) taka, że

τ̃(x1, . . . , xn) = τ . (3.2)

Temperatura empiryczna może być wyrażona w dowolnych jednostkach miary (w szczególności w jednos-
tkach miary zmiennej termometrycznej). W praktyce na oznaczenie temperatury empirycznej wprowadza
si ↪e specjalne jednostki miary wynikaj ↪ace z przyj ↪etej skali temperatury. Dowolność w definiowaniu tem-
peratury empirycznej znajduje odbicie w istnieniu różnych skal temperatury.

Konstruowaniem skal temperatur, budow ↪a termometrów i zwi ↪azanymi z tym zagadnieniami zajmuje
si ↪e dzia l metrologii zwany termometri ↪a. W dalszym ci ↪agu niniejszego kursu nie b ↪edziemy rozważać
zagadnień z tego zakresu.

3.2 Pierwsza Zasada Termodynamiki

W poprzednim rozdziale wprowadzilísmy poj ↪ecie oddzia lywań termodynamicznych i dokonalísmy ich
klasyfikacji. S ↪a wśród nich oddzia lywania mechaniczne. Wiemy, że w ogólności - w przypadku pro-
cesów kwazistatycznych - praca mechaniczna wykonana nad uk ladem zależy od drogi, wzd luż której w
przestrzeni parametrów stanu uk ladu przebiega proces  l ↪acz ↪acy zadane stanu pocz ↪atkowy i końcowy , a nie
tylko od samych stanów pocz ↪atkowego i końcowego. W szczególnym jednak przypadku zależność pracy
od wyboru drogi znika. Orzeka o tym Pierwsza Zasada Termodynamiki:

Praca mechaniczna wykonana nad uk ladem os loni ↪etym adiabatycznie zależy wy l ↪acznie
od stanu pocz ↪atkowego i końcowego.

Zwróćmy uwag ↪e, że powyższe sformu lowanie nic nie mówi o naturze procesu  l ↪acz ↪acego stany pocz ↪atkowy
i końcowy; w szczególności nie odwo luje si ↪e do procesów kwazistatycznych. Z zasady tej wynikaj ↪a ważne
konsekwencje. Niech proces adiabatyczny przebiega mi ↪edzy stanami pocz ↪atkowym p i końcowym k
poprzez stan pośredni s:

p→ s→ k . (3.3)

Praca W ad
p,k wykonana nad uk ladem w tym procesie spe lnia zwi ↪azek

W ad
p,k = W ad

p,s +W ad
s,k . (3.4)

Jeżeli stan s jest dowolny to zwi ↪azek powyższy może być spe lniony tylko wtedy, gdy praca W ad
p,p′ daje si ↪e

przedstawić jako różnica wartości pewnej funkcji stanu w stanach krańcowych

W ad
p,p′ = Up′ − Up . (3.5)
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Istotnie, tylko wtedy prawa strona równania (3.4) nie zależy od stanu pośredniego s, gdyż W ad
p,s +W ad

s,k =
[Us − Up] + [Uk − Us] = Uk − Up. Praca wykonana w danym procesie adiabatycznym może być wi ↪ec
wyrażona jako różnica wartości pewnej funkcji stanu obliczonej odpowiednio na stanie końcowym i stanie
pocz ↪atkowym. Funkcj ↪e t ↪e nazywamy energi ↪a wewn ↪etrzn ↪a U . W termodynamice pod poj ↪eciem energii
wewn ↪etrznej U rozumiemy funkcj ↪e parametrów stanu uk ladu termodynamicznego o tej w laściwości, że jej
zmiana w trakcie procesu przebiegaj ↪acego w uk ladzie os loni ↪etym ściankami adiabatycznymi jest równa
pracy wykonanej nad uk ladem. A zatem zmiany energii wewn ↪etrznej można określić poprzez pomiar
pracy mechanicznej w procesach adiabatycznych. Na podstawie obserwacji doświadczalnych wiadomo
jednak, że jeżeli mamy dane dwa dowolne stany p i k (o tej samej liczbie moli), to w niektórych przy-
padkach nie można przeprowadzić uk ladu os loni ↪etego ściankami adiabatycznymi ze stanu p do stanu k.
Wówczas jednak udaje si ↪e przeprowadzić go ze stanu k do stanu p. To ostanie stwierdzenie jest znowu
uogólnieniem obserwacji doświadczalnych i stanowi istotne - przynajmniej z punktu widzenia konstrukcji
i spójności termodynamki - uzupe lnienie pierwszej zasady. W ten sposób jesteśmy w stanie wyznaczyć
prac ↪e mechaniczn ↪a towarzysz ↪ac ↪a przeprowadzeniu uk ladu mi ↪edzy dowolnymi dwoma stanami, a co za tym
idzie - różnic ↪e energii wewn ↪etrznej mi ↪edzy dowolnymi dwoma stanami o ustalonym sk ladzie chemicznym.

Rozważmy teraz pewien proces termodynamiczny - niekoniecznie adiabatyczny - przebiegaj ↪acy mi ↪edzy
dwoma zadanymi stanami: pocz ↪atkowym p i końcowym k. Energia wewn ↪etrzna jest funkcj ↪a stanu i
wobec tego jej zmiana w każdym procesie przebiegaj ↪acym mi ↪edzy zadanymi stanami pocz ↪atkowym p
oraz końcowym k jest wielkości ↪a ustalon ↪a. Ponieważ praca wykonana nad uk ladem zależy od aktual-
nego przebiegu procesu to musi istnieć - poza prac ↪a mechaniczn ↪a - pewien dodatkowy sposób zmiany
energii wewn ↪etrznej. Nazywamy go przekazywaniem energii na sposób ciep la , a przekazan ↪a tak en-
ergi ↪e nazywamy potocznie ciep lem. Oddzia lywanie termiczne polega w laśnie na przekazywaniu energii na
sposób ciep la. Ciep lo przekazane do uk ladu w określonym procesie przebiegaj ↪acym od zadanego stanu
pocz ↪atkowego p do zadanego stanu końcowego k (przy sta lej liczbie moli) jest różnic ↪a pomi ↪edzy zmian ↪a
energii wewn ↪etrznej ∆Up,k = Uk − Up i prac ↪a Wp,k wykonan ↪a nad uk ladem w tym procesie:

Qp,k = ∆Up,k −Wp,k . (3.6)

Ciep lo Q dostarczone do uk ladu jest zatem zdefiniowane jako różnica dwóch wielkości mechanicznych:
pracy wykonanej nad uk ladem w procesie adiabatycznym  l ↪acz ↪acym zadane stany pocz ↪atkowy i końcowy
∆Up,k = W ad

p,k oraz pracy Wp,k wykonanej nad uk ladem w rozpatrywanej aktualnie przemianie. 2

Pierwsza zasada termodynamiki wyklucza istnienie perpetuum mobile pierwszego rodzaju . Pod tym
poj ↪eciem rozumiemy hipotetyczny uk lad os loni ↪ety adiabatycznie oraz dzia laj ↪acy cyklicznie w ten sposób,
że wykonuje on prac ↪e nad otoczeniem. Rzeczywíscie jest to niemożliwe, gdyż z pierwszej zasady termo-
dynamiki wynika, że po zakończeniu cyklu ∆U = 0. Ponieważ energia przekazana do uk ladu na sposób
ciep la jest równa zeru Q = 0, to również praca wykonana przez otoczenie nad uk ladem jest zerowa (W
= 0) a to oznacza, że także praca wykonana przez uk lad nad otoczeniem wynosi zero.

Z wprowadzonej powyżej definicji energii wewn ↪etrznej wynika nie tylko to, że jest ona funkcj ↪a stanu ale
także to, iż jest wielkości ↪a ekstensywn ↪a. Rzeczywíscie, praca wykonywana nad uk ladem os loni ↪etym adia-

2Zwróćmy uwag ↪e, że na oznaczenie ciep la dostarczonego do uk ladu używamy symbolu Q a nie ∆Q. Ten drugi zapis
sugerowa lby, iż istnieje wielkość Q, której zmiana w danym procesie wynosi ∆Q. Taka notacja - stosowana w odniesieniu
do energii wewn ↪etrznej, która jest funkcj ↪a stanu - by laby wi ↪ec myl ↪aca przy zastosowaniu jej do ciep la oraz pracy. Notacja
ta jest czasami stosowana jeszcze w literaturze i wydaje si ↪e być niepotrzebn ↪a pozosta lości ↪a po - dawno już zapomnianej -
teorii kalorycznej, w której ciep lo traktowano w laśnie jako funkcj ↪e stanu. Także używany przez nas zwrot ciep lo przekazane
do uk ladu staje si ↪e myl ↪acy, gdy zapomnimy o tym, że jest to jedynie skrótowe określenie pewnego sposobu przekazywania
energii. Skrót ten wzi ↪ety dos lownie sugeruje bowiem, że jeżeli ciep lo jest przekazywane z jednego uk ladu do drugiego to
każdy z tych uk ladów zawiera pewn ↪a ilość ciep la. A to jest to oczywist ↪a nieprawd ↪a w duchu teorii kalorycznej. W j ↪ezyku
potocznym ci ↪agle s lyszy si ↪e niepoprawne zwroty formu lowane w laśnie w duchu teorii kalorycznej, np.

”
Zimy s ↪a  lagodne na

wybrzeżu, gdyż morze utrzymuje wiele ciep la. ”
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batycznie i sk ladaj ↪acym si ↪e z dwóch poduk ladów jest sum ↪a prac wykonanych nad każdym z poduk ladów
a zatem energia wewn ↪etrzna jest addytywna ze wzgl ↪edu na poduk lady.

W przypadku przemiany infinitezymalnej wzór (3.6) możemy zapisać w postaci

dU = d̄Q+ d̄W (3.7)

gdzie dU - różniczka energii wewn ↪etrznej, d̄Q - forma różniczkowa ciep la dostarczonego do uk ladu, d̄W
- forma różniczkowa pracy wykonanej nad uk ladem. 3 W przypadku infinitezymalnej przemiany kwazis-
tatycznej, w której praca wykonywana nad uk ladem jest jedynie prac ↪a obj ↪etościow ↪a wzór (3.7) przyjmuje
dobrze znan ↪a postać

dU = d̄Q− pdV . (3.8)

Tak wi ↪ec z pierwszej zasady termodynamiki wynika istnienie energii wewn ↪etrznej. Maj ↪ac do dyspozy-
cji t ↪e wielkość fizyczn ↪a powrócimy teraz do dyskusji stanów równowagi postuluj ↪ac, że do ca lkowitego
określenia stanu prostego uk ladu m-sk ladnikowego wystarcza komplet m+ 2 zmiennych ekstensywnych:
U, V,N1, . . . , Nm.
Wiemy zatem jak charakteryzować stany równowagi prostego uk ladu termodynamicznego, choć nie mamy
jeszcze teoretycznego narz ↪edzia pozwalaj ↪acego określać wartości odpowiednich parametrów.

3.3 Druga zasada termodynamiki

Do podstawowych zagadnień termodynamicznych należy określenie końcowego stanu równowagi, który
ukszta ltuje si ↪e po usuni ↪eciu cz ↪eści wi ↪ezów ograniczaj ↪acych uk lad w pocz ↪atkowym stanie równowagi.
Ponieważ rozmaite wi ↪ezy na lożone na uk lad realizowane s ↪a przy pomocy odpowiednich ścianek (zewn ↪etrznych
i wewn ↪etrznych) , to usuni ↪ecie określonych wi ↪ezów polega na stosownej zmianie ścianek. Na przyk lad,
usuni ↪ecie wi ↪ezu uniemożliwiaj ↪acego wykonywanie nad uk ladem pracy obj ↪etościowej polega na zamianie
ścianki nieruchomej na ruchom ↪a.

Pierwsza zasada termodynamiki stanowi ↪aca bilans energii przekazywanych do uk ladu na różne sposoby
nie wystarcza do rozwi ↪azania tego problemu. Niezb ↪ednych narz ↪edzi dostarcza dopiero druga zasada
termodynamiki. Można j ↪a wypowiedzieć na różne sposoby. Pos lużymy si ↪e tutaj sformu lowaniem w uj ↪eciu
neo-Gibbsowskim zawartym w czterech poniższych puktach:

1. Postulat istnienia entropii
Istnieje funkcja stanu uk ladu termodynamicznego zwana entropi ↪a S, która jest zdefiniowana na
wszystkich stanach równowagi. Entropia jest funkcj ↪a parametrów ekstensywnych określaj ↪acych
stan uk ladu, np. w przypadku prostego uk ladu jednosk ladnikowego S = S(U, V,N).

2. Zasada maksimum entropii w odniesieniu do uk ladu izolowanego
Wartości parametrów ekstensywnych osi ↪agni ↪ete pod nieobecność wi ↪ezów maksymalizuj ↪a entropi ↪e
uk ladu izolowanego na zbiorze wszystkich stanów równowagi z wi ↪ezami.
Warunki wyznaczaj ↪ace stan równowagi można zapisć w postaci: dS = 0, d2S < 0, U = const, gdzie
U = const oznacza, że rozważana zasada maksimum odnosi si ↪e do uk ladu izolowanego.

3. Entropia jest różniczkowaln ↪a i monotonicznie rosn ↪ac ↪a funkcj ↪a energii wewn ↪etrznej(
∂S

∂U

)
V,N

> 0 . (3.9)

3Zgodnie z tym co powiedzielísmy poprzednio symbol d̄Q, podobnie jak d̄W , należy traktować  l ↪acznie a nie jako z lożenie
dwóch symbolów: d̄ oraz Q (W ).
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4. Entropia uk ladu z lożonego z poduk ladów jest addytywna ze wzgl ↪edu na poduk lady

S =
∑
α

Sα , (3.10)

gdzie α numeruje kolejne poduk lady uk ladu.

Zasad ↪e maksimum entropii sformu lowan ↪a w punkcie 2 należy rozumieć w ten sposób, że po usuni ↪eciu
(cz ↪eści lub wszystkich) wi ↪ezów na lożonych na izolowany uk lad (w stanie pocz ↪atkowym) wybrany zostaje
jeden z wielu możliwych stanów (uwolnionych w wyniku usuni ↪ecia wi ↪ezów) jako stan (końcowej) równowagi,
przy czym każdy stan bez wi ↪ezów może być również zrealizowany przy pomocy stosownych wi ↪ezów.
Każdemu stanowi z wi ↪ezami odpowiada określona wartość entropii i dla pewnego wyróżnionego stanu
ta wartość jest najwi ↪eksza. Po usuni ↪eciu wi ↪ezów uk lad wybiera w laśnie ten stan, któremu odpowiada
najwi ↪eksz ↪a entropia.

Zwróćmy uwag ↪e na niektóre aspekty tego podstawowego postulatu: skoro w stanach równowagi en-
tropia osi ↪aga maksimum, to postulat ten ujawnia nieodwracalność pewnych procesów. Gdybyśmy bowiem
chcieli przeprowadzić uk lad izolowany, w którym zasz la przemiana a→ b (Sb > Sa) z powotem ze stanu
b do stanu a manipuluj ↪ac tylko wi ↪ezami to zgodnie z drug ↪a zasad ↪a entropia nie mog laby zmaleć czyli
Sa ≥ Sb. Jest to jest jednak niemożliwe. Można sobie jednak wyobrazić taki wyidealizowany proces prze-
biegaj ↪acy w uk ladzie izolowanym, któremu towarzyszy zerowy wzrost entropii. Wtedy nie ma przeszkód,
aby pojawi l si ↪e proces odwrotny - proces od a do b b ↪edzie odwracalny.4

Aby zgodnie z powyższym postulatem wyznaczyć stan równowagi uk ladu termodynamicznego musimy
znać S jako funkcj ↪e kompletu niezależnych parametrów ekstensywnych: energii wewn ↪etrznej U i po-
zosta lych parametrów ekstensywnych Q1, . . . , Qn

S = S(U,Q1, . . . , Qn) . (3.11)

Zależność tak ↪a nazywamy zwi ↪azkiem podstawowym w reprezentacji entropii . Ponieważ zgodnie z punktem
3 entropia jest monotoniczn ↪a funkcj ↪a energii wewn ↪etrznej możemy odwrócić zależność (3.11) uzyskuj ↪ac
zwi ↪azek podstawowy w reprezentacji energii wewn ↪etrznej :

U = U(S,Q1, . . . , Qn) . (3.12)

Z faktu addytywności entropii ze wzgl ↪edu na poduk lady możemy wyci ↪agn ↪ać pewien istotny wniosek.
Wykonajmy eksperyment myślowy polegaj ↪acy na podzieleniu pewnego jednorodny uk lad na η identy-
cznych poduk ladów. Wówczas na podstawie addytywności otrzymujemy

S(ηU, ηQ1, . . . , ηQn) = ηS(U,Q1, . . . , Qn) . (3.13)

Powyższy wzór mówi, że entropia jest funkcj ↪a jednorodn ↪a pierwszego rz ↪edu parametrów ekstensywnych. Z
tych samych powodów energia wewn ↪etrzna jest także funkcj ↪a jednorodn ↪a rz ↪edu pierwszego odpowiednich
parametrów ekstensywnych

U(ηS, ηQ1, . . . , ηQn) = ηU(S,Q1, . . . , Qn) . (3.14)

4Za twórc ↪e poj ↪ecia entropii oraz drugiej zasady termodynamiki uważa si ↪e fizyka niemieckiego Rudolfa Clausiusa (1822
-1888), który w roku 1865 sformu lowa l s lynny postulat:

• Energia Wszechświata jest sta la.

• Entropia Wszechświata d ↪aży do wartości maksymalnej.

R. Clausius zaproponowa l także nazw ↪e entropia; pochodzi ona z j ↪ezyka greckiego i oznacza przemian ↪e. Nazwa ta zast ↪api la
proponowan ↪a pocz ↪atkowo również przez Clausiusa nazw ↪e zawartość przemiany.
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Różniczkuj ↪ac obie strony wzoru (3.14) po η i k lad ↪ac η = 1 otrzymujemy(
∂U(S,Q1, . . . , Qn)

∂S

)
Q1,...,Qn

S +
n∑

i=1

(
∂U(S,Q1, . . . , Qn)

∂Qi

)
S,Q1,...,Qi−1,Qi+1,...,Qn

Qi = (3.15)

U(S,Q1, . . . , Qn).

Pochodne cz ↪astkowe wyst ↪epuj ↪ace po lewej stronie wzoru (3.15) posiadaj ↪a odr ↪ebne nazwy oraz interpre-
tacj ↪e fizyczn ↪a. Sytuacja jest wyj ↪atkowo przejrzysta w przypadku prostego uk ladu termodynamicznego,
dla którego zwi ↪azek podstawowy w reprezentacji energii wewn ↪etrznej ma postać

U = U(S, V,N1, . . . , Nm) . (3.16)

Dla wspó lczynników wyst ↪epuj ↪acych w różniczce zupe lnej energii wewnȩtrznej

dU =
(
∂U

∂S

)
V,N1,...,Nm

dS +
(
∂U

∂V

)
S,N1,...,Nm

dV +
m∑

j=1

(
∂U

∂Nj

)
S,V,N1,...Nj−1,Nj+1,...,Nm

dNj (3.17)

zarezerwowane s ↪a nast ↪epuj ↪ace nazwy :

• temperatura termodynamiczna (bezwzgl ↪edna)

T =
(
∂U

∂S

)
V,N1,...,Nm

(3.18)

• císnienie

p = −
(
∂U

∂V

)
S,N1,...,Nm

(3.19)

• potencja l chemiczny j-tego sk ladnika

µj =
(
∂U

∂Nj

)
S,V,N1,...Nj−1,Nj+1,...,Nm

. (3.20)

Wykorzystuja̧c powyższe definicje zapisujemy równanie (3.17) w standardowej postaci

dU = TdS − pdV +
m∑

j=1

µjdNj . (3.21)

W analogiczny sposób można również przekszta lcić wzór na różniczk ↪e entropii prostego uk ladu m-
sk ladnikowego

dS =
(
∂S

∂U

)
V,N1,...,Nm

dU +
(
∂S

∂V

)
U,N1,...,Nm

dV +
m∑

i=1

(
∂S

∂Ni

)
U,V,N1,...Nj−1,Nj+1,...,Nm

dNi . (3.22)

Korzystaj ↪ac ze wzorów (patrz Dodatek A)(
∂S

∂U

)
V,N1,...,Nm

=
1(

∂U
∂S

)
V,N1,...,Nm

=
1
T

, (3.23)

(
∂S

∂V

)
U,N1,...,Nm

= −

(
∂U
∂V

)
S,N1,...,Nm(

∂U
∂S

)
V,N1,...,Nm

=
p

T
, (3.24)
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(
∂S

∂Ni

)
U,V,N1,...Nj−1,Nj+1,...,Nm

= −

(
∂U
∂Ni

)
S,V,N1,...Nj−1,Nj+1,...,Nm(

∂U
∂S

)
V,N1,...,Nm

= −µi

T
(3.25)

otrzymujemy

dS =
1
T
dU +

p

T
dV −

m∑
i=1

µi

T
dNi . (3.26)

Rozważmy proces przebiegaj ↪acy w uk ladzie zamkni ↪etym, tzn. ∀j Nj = const. Wówczas różniczka
energii wewn ↪etrznej wyraża si ↪e wzorem

dU = TdS − pdV . (3.27)

Z porównania powyższej formy z zapisem pierwszej zasady termodynamiki w przypadku infinitezymalnych
zmian (3.8) stwierdzamy, że dla procesów kwazistatycznych

d̄Q = TdS . (3.28)

Widzimy zatem, że odwrotność temperatury jest czynnikiem ca lkuj ↪acym formy różniczkowej ciep la.
Ciep lo dostarczone do uk ladu w procesie kwazistatycznym zwi ↪azane jest ze zmian ↪a entropii uk ladu. 5

Ze wzoru (3.15) w przypadku prostego uk ladu termodynamicznego uzyskujemy

U(S, V,N1, . . . , Nm) = TS − pV +
m∑

j=1

µjNj . (3.29)

Zgodnie z tym wzorem

dU = TdS + SdT − pdV − V dp+
m∑

j=1

(µjdNj +Njdµj) (3.30)

i poprzez porównanie z różniczk ↪a energii wewn ↪etrznej (3.21) uzyskujemy nast ↪epuj ↪ace równanie

SdT − V dp+
m∑

j=1

Njdµj = 0. (3.31)

Powyższe równanie nosi nazw ↪e wzoru Gibbsa - Duhema . 6 Mówi ono, że zmiany parametrów inten-
sywnych w przemianie kwazistatycznej nie s ↪a od siebie niezależne. W szczególności dla uk ladu jed-
nosk ladnikowego

SdT − V dp+Ndµ = 0 , (3.32)

sk ↪ad otrzymujemy wzór na infinitezymaln ↪a zmian ↪e potencja lu chemicznego µ = µ(T, p)

dµ = −sdT + vdp (3.33)

gdzie s = S
N - entropia molowa, v = V

N - obj ↪etość molowa. We wzorze powyższym entropia i objȩtość
molowa sa̧ funkcjami temperatury i císnienia: v = v(T, p) oraz s = s(T, p). A zatem w przypadku prostego

5Fakty te s ↪a nast ↪epstwem przyj ↪etego tu sformu lowania drugiej zasady termodynamiki w uj ↪ecie neo-Gibbsowskim. W
innym podej́sciu istnienie czynnika ca lkuj ↪acego dla formy różniczkowej ciep la stanowi istot ↪e drugiej zasady termodynamiki.

6Josiah Willard Gibbs (1839-1903), fizyk amerykański, profesor uniwersytetu w Yale, jeden z twórców podstaw mechaniki
statystycznej, w tym teorii zespo lów statystycznych.
Pierre Duhem (1861-1916), fizyk francuski.
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uk ladu jednosk ladnikowego zmiany temperatury i císnienia określaj ↪a zmiany potencja lu chemicznego.
Tak wi ↪ec jako trzech niezależnych zmiennych niezb ↪ednych do pe lnego określenia stanu prostego uk ladu
jednosk ladnikowego nie można użyć trzech zmiennych intensywnych. Rozumowanie prowadz ↪ace do wzoru
Gibbsa-Duhema (3.32) można zastosować także w odniesieniu do zwi ↪azku podstawowego w reprezentacji
entropii. W przypadku prostego uk ladu jednosk ladnikowego otrzymuje si ↪e wówczas wzór Gibbsa-Duhema
w postaci

d
(µ
T

)
= ud

(
1
T

)
+ vd

( p
T

)
, (3.34)

gdzie u = U
N oznacza molow ↪a energi ↪e wewn ↪etrzn ↪a. Oczywíscie wzory (3.33) oraz (3.34) s ↪a wzajemnie

równoważne.

3.4 Warunki równowagi

Sformu lowana w poprzednim podrozdziale druga zasada termodynamiki pozwala wyznaczyć warunki
wzajemnej równowagi dwóch poduk ladów oddzia luj ↪acych ze sob ↪a określonymi oddzia lywaniami termo-
dynamicznymi. Rozważmy warunki równowagi termicznej i chemicznej.

• Równowaga termiczna, tzn. równowaga ze wzgl ↪edu na oddzia lywania termiczne. Zbada-
jmy uk lad izolowany z lożony z dwóch poduk ladów po l ↪aczonych nieruchom ↪a i nieprzepuszczaln ↪a
ściank ↪a diatermiczn ↪a. Niech parametrami opisuj ↪acymi poduk lady b ↪ed ↪a odpowiednio: UA, VA, NA

oraz UB , VB , NB . Wiemy, że wartości tych parametrów w stanie równowagi - zgodnie z drug ↪a za-
sad ↪a termodynamiki - odpowiadaj ↪a maksymalnej wartości entropii. A zatem wirtualnym zmianom
parametrów UA i UB odpowiada

dSA+B = 0 . (3.35)

Wobec addytywności entropii ze wzgl ↪edu na poduk lady oraz sta lości VA, VB , NA, NB

dSA+B = dSA + dSB =
(
∂SA

∂UA

)
VA,NA

dUA +
(
∂SB

∂UB

)
VB ,NB

dUB =
1
TA

dUA +
1
TB

dUB . (3.36)

Ponieważ uk lad jako ca lość jest izolowany to jego energia wewn ↪etrzna nie ulega zmianie i dUA +
dUB = 0. W konsekwencji

dSA+B =
(

1
TA

− 1
TB

)
dUA . (3.37)

Aby ta forma różniczkowa by la tożsamościowo równa zeru wspó lczynnik przy dUA musi być równy
zeru, czyli

TA = TB . (3.38)

Warunkiem równowagi termicznej jest równość temperatur bezwzgl ↪ednych obu poduk ladów.

• Równowaga chemiczna, tzn. równowaga ze wzgl ↪edu na oddzia lywania materialne.
W przypadku oddzia lywań materialnych należy jednocześnie uwzgl ↪ednić oddzia lywanie termiczne
mi ↪edzy poduk ladami. Rozważmy uk lad izolowany z lożony z dwóch poduk ladów po l ↪aczonych nieru-
chom ↪a ściank ↪a przepuszczaln ↪a. Parametrami opisuj ↪acymi poduk lady s ↪a odpowiednio: UA, VA, NA

oraz UB , VB , NB . Korzystaj ↪ac z warunku sta lości obj ↪etości otrzymujemy - podobnie jak poprzednio
-

0 = dSA+B =dSA + dSB =(
∂SA

∂UA

)
VA,NA

dUA +
(
∂SA

∂NA

)
UA,VA

dNA +
(
∂SB

∂UB

)
VB ,NB

dUB +
(
∂SB

∂NB

)
UB ,VB

dNB .

(3.39)
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Wobec (3.23) i (3.25)

dSA+B =
1
TA

dUA −
µA

TA
dNA +

1
TB

dUB −
µB

TB
dNB . (3.40)

Uk lad jako ca lość jest izolowany, tzn. dUA + dUB = 0 oraz dNA + dNB = 0. W konsekwencji

dSA+B = (
1
TA

− 1
TB

)dUA − (
µA

TA
− µB

TB
)dNA . (3.41)

Ponieważ różniczki dUA i dNA s ↪a niezależne, to aby forma różniczkowa (3.41) by la tożsamościowo
równa zeru wspó lczynniki stoj ↪ace przy dUA i dNA musz ↪a si ↪e zerować, czyli

TA = TB , (3.42a)

µA = µB . (3.42b)

Warunkiem równowagi chemicznej jest równość temperatur bezwzgl ↪ednych oraz potencja lów chemicznych
obu poduk ladów.

• Równowaga mechaniczna w obecności ścianki adiabatycznej. Rozważmy uk lad izolowany
jako ca lość oraz z lożony z dwóch poduk ladów po l ↪aczonych ruchom ↪a ściank ↪a adiabatyczn ↪a. Zas-
tosowanie rozumowania analogicznego do poprzednich przypadków prowadzi - po wykorzystaniu
wi ↪ezu VA + VB = const - do nast ↪epuj ↪acego wzoru na różniczk ↪e entropii uk ladu

dSA+B =
1
TA

dUA +
1
TB

dUB +
(
pA

TA
− pB

TB

)
dVA . (3.43)

W tym momencie pojawiaj ↪a si ↪e jednak trudności z uzyskaniem wniosku dotycz ↪acego zwi ↪azku
pomi ↪edzy císnieniami panuj ↪acymi w obu poduk ladach w stanie równowagi na podstawie wzoru
(3.43). Zwi ↪azane s ↪a one z tym, że skoro każdy z poduk ladów jest os loni ↪ety adiabatycznie to w
procesach kwazistatycznych dla każdego z poduk ladów zachodzi dUi = −pidVi, i = A,B. Wtedy
równanie dSA+B = 0 - po ponownym wykorzystaniu wi ↪ezu VA + VB = const - zostaje spe lnione
tożsamościowo dla dowolnych wartości stosunków pi/Ti, i = A,B. Widać, że rozwi ↪azanie tak
postawionego problemu może nast ↪apić dopiero w ramach szerszej analizy wykraczaj ↪acej poza re-
alizowany tu schemat oparty na zasadzie maksimum entropii i uwzgl ↪edniaj ↪acej zależne od czasu
procesy nierównowagowe przebiegaj ↪ace w obu poduk ladach. 7

3.5 Temperatura termodynamiczna

W poprzednim podrozdziale zdefiniowalísmy temperatur ↪e termodynamiczn ↪a T . Na podstawie w laściwości
entropii zapostulowanych w ramach drugiej zasady termodynamiki widać, że temperatura termodynam-
iczna jest nieujemna. Teraz przyst ↪apimy do analizy jej w laściwosci i znalezienia jej zwi ↪azku ze zdefin-
iowan ↪a wcześniej temperatur ↪a empiryczn ↪a.

Uprzednio pokazalísmy, że - zgodnie z nasz ↪a intuicj ↪a - temperatury termodynamiczne dwóch uk ladów
pozostaj ↪acych w stanie wzajemnej równowagi termicznej s ↪a sobie równe. Zbadamy teraz, czy wprowad-
zona definicja przewiduje, że w trakcie wyrównywania temperatur ciep lo jest przekazywane od cia la o
temperaturze wyższej do cia la o temperaturze niższej. W tym celu rozważmy uk lad izolowany podzielony

7Dyskusj ↪e podobnego zagadnienia można znaleźć mi ↪edzy innymi w artykule C. Fernández-Pineda, S. Velasco, Am. J.
Phys. 69, 1160 (2001).
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na dwa poduk lady nieruchom ↪a ściank ↪a adiabatyczn ↪a. Parametrami termodynamicznymi opisuj ↪acymi po-
duk lady w stanie pocz ↪atkowym s ↪a odpowiednio : TA,p, VA, NA oraz TB,p, VB , NB , przy czym zak ladamy,
że TA,p > TB,p oraz, że pocz ↪atkowa różnica temperatur mi ↪edzy poduk ladami jest niewielka

TA,p − TB,p

TA,p
� 1 .

Po zast ↪apieniu ścianki adiabatycznej ściank ↪a diatermiczn ↪a zaczyna ustalać si ↪e stan równowagi zgodny z
nowymi wi ↪ezami. Z drugiej zasady termodynamiki wynika, że

∆SA+B = SA+B,k − SA+B,p > 0 , (3.44)

przy czym przyrost entropii ∆SA+B możemy wyrazić wzorem

∆SA+B = ∆SA + ∆SB =
∫ UA,k

UA,p

(
∂SA

∂UA

)
VA,NA

dUA +
∫ UB,k

UB,p

(
∂SB

∂UB

)
VB ,NB

dUB =

∫ UA,k

UA,p

((
∂SA

∂UA

)
VA,NA

−
(
∂SB

∂UB

)
VB ,NB

)
dUA =

∫ UA,k

UA,p

(
1
TA

− 1
TB

)
dUA ,

(3.45)

gdzie funkcje SB i TB zależ ↪a od zmiennej UA poprzez zmienna̧ UB = U −UA. Zapisuja̧c temperatury TA

i TB obu poduk ladów w trakcie trwania procesu dochodzenia do stanu równowagi końcowej w postaci

Ti = Ti,p + δTi , i = A,B

dostajemy

∆S =
∫ UA,k

UA,p

(
1

TA,p + δTA
− 1
TB,p + δTB

)
dUA . (3.46)

Wobec za lożenia o niewielkiej różnicy temperatur pocz ↪atkowych obu poduk ladów oraz monotoniczności
procesu wyrównywania temperatur (tzn. |δTA| oraz δTB monotonicznie rosn ↪a) możemy dokonać rozwini ↪ecia
funkcji podca lkowej wzgl ↪edem pot ↪eg δTA/TA,p i δTB/TB,p. Z dok ladności ↪a do wyrazów liniowych uzysku-
jemy

∆S =
∫ UA,k

UA,p

(
1

TA,p

(
1− δTA

TA,p

)
− 1
TB,p

(
1− δTB

TB,p

))
dUA ≈

(
1

TA,p
− 1
TB,p

)
∆UA . (3.47)

Ponieważ 1/TA,p−1/TB,p < 0 oraz ∆S > 0 to otrzymujemy ∆UA < 0. Oznacza to, że - zgodnie z oczeki-
waniami - cia lo o wyższej temperaturze oddaje energi ↪e na sposób ciep la cia lu o temperaturze niższej.

Wyznaczymy teraz zwi ↪azek pomi ↪edzy temperatur ↪a bezwzgl ↪edn ↪a T i temperatur ↪a empiryczn ↪a τ :
T = T (τ).

Rozważmy w tym celu proces kwazistatyczny polegaj ↪acy na przekazywaniu energii na sposób ciep la do
uk ladu utrzymywanego w sta lej temperaturze podczas zmian jego císnienia. Wówczas ilość przekazanego
ciep la przypadaj ↪aca na jednostkow ↪a zmian ↪e císnienia wynosi

Ep =
(

d̄Q
dp

)
T,N

= T

(
∂S

∂p

)
T,N

= −T
(
∂V

∂T

)
p,N

(3.48)

(Równość pochodnych
(

∂S
∂p

)
T,N

i −
(

∂V
∂T

)
p,N

wykażemy w nast ↪epnym rozdziale). Zak ladaj ↪ac, że istnieje

jednoznaczny zwi ↪azek pomi ↪edzy T i τ otrzymujemy

Ep = −T
(
∂V

∂τ

)
p,N

dτ

dT
. (3.49)
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St ↪ad
d lnT
dτ

= −

(
∂V
∂τ

)
p,N

Ep(τ)
= ϕ(τ) . (3.50)

Praw ↪a stron ↪e równania możemy wyznaczyć (w doświadczeniu) jako funkcj ↪e ϕ(τ) temperatury empirycznej
τ . Jej (numeryczne) wyca lkowanie prowadzi do zwi ↪azku temperatury bezwzgl ↪ednej i empirycznej. Jego
postać zależy od konkretnego analizowanego uk ladu - informacja o nim tkwi w funkcji ϕ. Temperatura
bezwzgl ↪edna jest określona z dok ladności ↪a do sta lego mnożnika, co odpowiada wyborowi jednostki tem-
peratury bezwzgl ↪ednej.

3.6 Oddzia lywania materialne

Rozważane dotychczas procesy zachodzi ly przy ustalonym sk ladzie chemicznym. Wiemy jednak, że ist-
niej ↪a także oddzia lywania materialne zwi ↪azane z wymian ↪a materii. Ich efekt opisuje ilościowo wyst ↪epuj ↪acy
we wzorze (3.21) sk ladnik

∑
j µjdNj . Pojedyńczy wyraz µjdNj określa kwazistatyczn ↪a prac ↪e polegaj ↪ac ↪a

na dostarczeniu do uk ladu infinitezymalnej ilości dNj j-tego sk ladnika. Praca ta jest proporcjonalna do
dNj a wspó lczynnikiem proporcjonalności jest potencja l chemiczny j-tego sk ladnika µj . Zwróćmy uwag ↪e,
że potencja l chemiczny j-tego sk ladnika charakteryzuje zmiany energii wewn ↪etrznej nast ↪epuj ↪ace w rezulta-
cie dostarczenia do uk ladu jednostkowej ilości moli tego sk ladnika przy ustalonej entropii, obj ↪etości oraz
liczbach moli pozosta lych sk ladników.

3.7 Dalsze w laściwości entropii

• Wkl ↪es lość
W przypadku prostego jednosk ladnikowego uk ladu termodynamicznego entropia jest funkcj ↪a energii
wewn ↪etrznej U , obj ↪etości V oraz liczby moli N . Sprawdzimy, że druga zasada termodynamiki
implikuje wkl ↪es lość entropii jako funkcji tych zmiennych, tj.

S(ηUA + (1− η)UB ,ηVA + (1− η)VB , ηNA + (1− η)NB) ≥
ηS(UA, VA, NA) + (1− η)S(UB , VB , NB)

(3.51)

gdzie η ∈ [0, 1].

Aby udowodnić t ↪e w laściwość rozważmy na pocz ↪atku dwa uk lady scharakteryzowane odpowiednio
przez parametry ηUA, ηVA, ηNA oraz odpowiadaj ↪ac ↪a im entropi ↪e ηSA(UA, VA, NA) = SA(ηUA, ηVA, ηNA)
i analogicznie dla drugiego uk ladu (1− η)UB ,(1− η)VB , (1− η)NB , (1− η)SB(UB , VB , NB). Ca lość
traktujemy jako uk lad izolowany. Nast ↪epnie  l ↪aczymy te uk lady przy pomocy ścianki ruchomej, di-
atermicznej i przepuszczalnej. Zgodnie z zasad ↪a addytywności ekstensywnych parametrów termo-
dynamicznych oraz zasad ↪a maksimum entropii dla uk ladu izolowanego stan końcowy jest opisany
przez nast ↪epuj ↪acy komplet parametrów: UA+B = ηUA + (1 − η)UB , VA+B = ηVA + (1 − η)VB ,
NA+B = ηNA + (1− η)NB oraz SA+B , przy czym

SA+B = sup
ŨA,ŨB :ŨA+ŨB=UA+B ,

ṼA,ṼB :ṼA+ṼB=VA+B ,

ÑA,ÑB :ÑA+ÑB=NA+B

[
SA(ŨA, ṼA, ÑA) + SB(ŨB , ṼB , ÑB)

]
. (3.52)

Wynika st ↪ad, że w rozważanym przypadku

SA+B(ηUA + (1− η)UB ,ηVA + (1− η)VB , ηNA + (1− η)NB) ≥
ηSA(UA, VA, NA) + (1− η)SB(UB , VB , NB) .

(3.53)
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Jeżeli dodatkowo przyjmiemy, że oba uk lady s ↪a identyczne pod wzgl ↪edem budowy oraz, że w rezulta-
cie ich po l ↪aczenia powstaje uk lad jednorodny, to wówczas funkcje SA, SB oraz SA+B s ↪a takie same
i dostajemy tez ↪e.

• Nierówność Clausiusa
Zajmiemy si ↪e teraz izolowanym uk ladem sk ladaj ↪acy si ↪e z dwóch poduk ladów A i B pozostaj ↪acych ze
sob ↪a w kontakcie diatermicznym. Rozważmy proces przebiegaj ↪acy w uk ladzie z lożonym, na który
sk lada si ↪e pseudostatyczny cykl uk ladu A oraz towarzysz ↪acy mu proces kwazistatyczny w uk ladzie
B. W trakcie tego procesu entropia uk ladu jako ca lości nie maleje

∆SA+B ≥ 0 , (3.54)

podczas gdy zmiana entropii poduk ladu A po zakończeniu cyklu wynosi zero

∆SA = 0 . (3.55)

Wobec addytywności entropii uzyskujemy st ↪ad wniosek

∆SB ≥ 0 . (3.56)

Ponieważ w uk ladzie B przebiega proces kwazistatyczny to

∆SB =
∫ Bk

Bp

dSB =
∫ Bk

Bp

d̄QB

TB
, (3.57)

gdzie Bp oraz Bk oznaczj ↪a odpowiednio stan pocz ↪atkowy i końcowy uk ladu B. W trakcie opisanych
przemian oba uk lady s ↪a w kontakcie termicznym wi ↪ec TA = TB , a uk lad jako ca lość jest izolowany,
czyli DQA + d̄QB = 0. St ↪ad

∆SB = −
∮
DQA

TA
(3.58)

i ostatecznie uzyskujemy ∮
DQA

TA
≤ 0 . (3.59)

Powyższa nierówność nosi nazw ↪e nierówności Clausiusa i jest spe lniona w sytuacji, gdy ∆SA = 0.
Ponieważ w uk ladzie A zachodzi proces pseudostatyczny wi ↪ec w ogólnościDQA 6= TAdSA. Powyższa
nierówność jest realizowana jako równość, gdy przebiegaj ↪acy w uk ladzie A cykl pseudostatyczny
jest kwazistatyczny.
Za lóżmy, że cykl pseudostatyczny p → p sk lada si ↪e z dwóch etapów: etap pseudostatyczny p → p′

oraz etap kwazistatyczny p′ → p. W tej sytuacji nierówność Clausiusa (3.59) można zapisać w
postaci

0 ≥
∮
DQA

TA
=
∫ p′

p

DQA

TA
+
∫ p

p′

d̄QA

TA
=

=
∫ p′

p

DQA

TA
+ SA,p − SA,p′ , (3.60)

gdzie wykorzystalísmy fakt, iż dla procesów kwazistatycznych d̄QA

TA
= dSA. Oznacza to, że jeżeli w

uk ladzie zachodzi proces pseudostatyczny (pomijamy indeks A) to

∆S ≥
∫
DQ

T
, (3.61)
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lub w wersji infinitezymalnej

dS ≥ DQ

T
, (3.62)

przy czym równość obowi ↪azuje dla procesów kwazistatycznych.

3.8 Parametry charakeryzuj ↪ace w laściwości uk ladu

Podamy obecnie definicje kilku wielkości makroskopowych s luż ↪acych do opisania w laściwości uk ladu. S ↪a
to

• pojemność cieplna uk ladu w procesie, w trakcie którego ustalony jest pewien parametr π oraz liczba
moli N

Cπ = T

(
∂S

∂T

)
π,N

. (3.63)

Parametr π nie musi być jednym ze zdefiniowanych poprzednio parametrów stanu takich jak p lub
V . Charakteryzuje on pewien proces przebiegaj ↪acy w uk ladzie, np. proces w trakcie trwania którego
pV 2 = const (wówczas π = pV 2). Jak wynika bezpośrednio z definicji (3.63) do wyznaczenia po-
jemności cieplnej potrzebna jest informacja o procesie, który przebiega uk ladzie; samo określenie
stanu uk ladu jest niewystarczaja̧ce. 8

Uwzgl ↪edniaj ↪ac wzór (3.28) stwierdzamy, że pojemność cieplna określa zmian ↪e temperatury (efekt
termiczny) w wyniku dostarczenia do uk ladu infinitezymalnej ilości ciep la w procesie przebie-
gaj ↪acym przy ustalonym π

dT =
1
Cπ

d̄Q|π . (3.64)

W termodynamice szczególnie istotn ↪a rol ↪e odgrywaj ↪a pojemności cieplne obliczane na drogach
odpowiadaj ↪acych ustalonym wartościom obj ↪etości - pojemność cieplna przy ustalonej obj ↪etości CV

CV = T

(
∂S

∂T

)
V,N

(3.65)

oraz císnienia - pojemność cieplna przy ustalonym císnieniu

Cp = T

(
∂S

∂T

)
p,N

. (3.66)

W przypadkach nieprostych uk ladów termodynamicznych dostarczanie ciep la może przyk ladowo
zachodzić przy ustalonym zewn ↪etrznym polu elektrycznym lub magnetycznym, ustalonej polaryza-
cji, magnetyzacji, itd. Przypomnijmy, że rozszerzenie dotychczasowych rozważań na uk lady mag-
netyczne zwi ↪azane jest z uwzgl ↪ednieniem dodatkowej zmiennej potrzebnej do opisu stanu takich
uk ladów. Jest ni ↪a ca lkowity moment magnetyczny uk ladu ~M. W przypadku paramagnetyków
jednoosiowych jest on zawsze skierowany wzd luż wyróżnionej osi i może być reprezentowany przez
skalar M. Energia wewnȩtrzna uk ladu jednosk ladnikowego jest funkcj ↪a zmiennych S, V,M, N , tzn.
U = U(S, V,M, N). Jej różniczka przy ustalonej obj ↪etości V oraz liczbie moli N wyraża si ↪e -
zgodnie z równaniem (??) - nast ↪epuj ↪acym wzorem

dU |V,N = TdS + µ0HdM , (3.67)

8Zwróćmy ponownie uwag ↪e na pozosta lość teorii kalorycznej, która tkwi w określeniu ”pojemność cieplna”. Nieostrożny
Czytelnik móg lby odnieść wrażenie, że wielkość ta dotyczy ilości ciep la zawartej w uk ladzie termodynamicznym.
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gdzieH = 1
µ0
B0 oznacza natȩżenie zewn ↪etrznego pola magnetycznego skierowanego wzd luż wyróżnionego

przez uk lad kierunku. Widać zatem, że wśród parametrów intensywnych charakteryzuj ↪acych stan
paramagnetyka należy obok temperatury T uwzgl ↪ednić także nat ↪eżenie pola magnetycznego H =
1

µ0

(
∂U
∂M
)
S,V,N

. W przypadku paramagnetyka definiujemy pojemność ciepln ↪a przy ustalonym mo-
mencie magnetycznym CM

CM = T

(
∂S

∂T

)
V,M,N

(3.68)

oraz pojemność ciepln ↪a przy ustalonym polu magnetycznym CH

CH = T

(
∂S

∂T

)
V,H,N

. (3.69)

Pojemność cieplna zależy od rozmiarów uk ladu. Aby uzyskać charakterystyk ↪e substancji tworz ↪acej
uk lad musimy wprowadzić wielkość niezależn ↪a od rozmiarów. Molowym ciep lem w laściwym w pro-
cesie (zwanym również skrótowo ciep lem w laściwym w procesie), w trakcie którego ustalony jest
parametr π nazywamy iloraz pojemności cieplnej uk ladu w tym procesie i liczby moli substancji

cπ =
Cπ

N
=
T

N

(
∂S

∂T

)
π,N

; (3.70)

Oprócz ciepe l w laściwych do scharakteryzowania procesów przebiegaj ↪acych w prostych uk ladach
s luż ↪a nast ↪epuj ↪ace wielkości

• wspó lczynnik ścísliwości izotermicznej

κT = − 1
V

(
∂V

∂p

)
T,N

. (3.71)

Wspó lczynnik ten charakteryzuje izotermiczne zmiany obj ↪etości uk ladu pod wp lywem císnienia.

• wspó lczynnik ścísliwości adiabatycznej

κS = − 1
V

(
∂V

∂p

)
S,N

. (3.72)

Wspó lczynnik ten charakteryzuje zmiany obj ↪etości uk ladu pod wp lywem císnienia w procesach
adiabatycznych.

• wspó lczynnik rozszerzalności cieplnej α

α =
1
V

(
∂V

∂T

)
p,N

; (3.73)

• wspó lczynnik temperaturowy pr ↪eżności β

β =
1
p

(
∂p

∂T

)
V,N

. (3.74)

W przypadku paramagnetyków definiuje si ↪e wspó lczynniki określaj ↪ace zmiany magnetyzacji m = M/V
wywo lane zmianami pola magnetycznego:
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• podatność magnetyczn ↪a przy sta lej temperaturze

χT =
(
∂m

∂H

)
T,V,N

. (3.75)

oraz

– adiabatyczn ↪a podatność magnetyczn ↪a

χS =
(
∂m

∂H

)
S,V,N

. (3.76)

Mi ↪edzy zdefiniowanymi w tym podrozdziale wielkościami zachodz ↪a pewne zwi ↪azki. Przyk ladowo
wspó lczynnik ścísliwości adiabatycznej jest proporcjonalny do wspó lczynnika ścísliwości izotermicznej

κS =
cV
cp
κT , (3.77)

co wynika bezpośrednio ze wzorów na przekszta lcanie pochodnych

κS =− 1
V

(
∂V

∂p

)
S

=
1
V

(
∂S
∂p

)
V(

∂S
∂V

)
p

=
1
V

(
∂S
∂T

)
V

(
∂T
∂p

)
V(

∂S
∂T

)
p

(
∂T
∂V

)
p

=

− 1
V

(
∂V

∂p

)
T

(
∂S
∂T

)
V(

∂S
∂T

)
p

=
cV
cp
κT .

(3.78)

W powyższych wzorach zależność od liczby moli N nie by la explicite wypisywana. Wspó lczynniki
rozszerzalności cieplnej, pr ↪eżności i ścísliwości izotermicznej s ↪a z kolei powi ↪azane wzorem

pβκT = α , (3.79)

który wynika bezpośrednio ze wzoru na pochodn ↪a funkcji uwik lanej.

3.9 Trzecia zasada termodynamiki

Trzecia zasada termodynamiki dotyczy w laściwości uk ladów w szczególnych sytuacjach, gdy ich
temperatura d ↪aży do zera. Podobnie jak pozosta le zasady termodynamiki stanowi ona uogólnienie
obserwacji doświadczalnych, tym razem odnosz ↪acych si ↪e do niskich temperatur. Należy mieć na
uwadze fakt, iż informacje o stanach równowagowych uk ladów termodynamicznych w temperaturze
zera bezwzgl ↪ednego uzyskiwane s ↪a w ramach procedury ekstrapolacji danych otrzymanych w nieze-
rowych temperaturach, a nie metod ↪a bezpośredniego pomiaru. Procedura ta jest na ogó l bardzo
uci ↪ażliwa ze wzgl ↪edu na konieczność utrzymywania badanych uk ladów w stanach równowagi. Trze-
cia zasada termodynamiki jest przedstawiana albo w sformu lowaniu pochodz ↪acym od Nernsta i
nazywana jest postulatem Nernsta, albo w bardziej zaw ↪eżaj ↪acym sformu lowaniu pochodz ↪acym od
Plancka. Przedstawimy oba sformu lowania :

8Walther Hermann Nernst, (1864-1941), chemik niemiecki. W roku 1920 otrzyma l nagrod ↪e Nobla z chemii.
8Max Karl Ernst Ludwig Planck, (1858 -1947), fizyk niemiecki, jeden z twórców fizyki kwantowej, otrzyma l nagrod ↪e

Nobla z fizyki w roku 1918.
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Postulat Nernsta
Zmiana entropii uk ladu zamkni ↪etego w dowolnym procesie zachodz ↪acym w temper-
aturze zera bezwzgl ↪ednego wynosi zero.

Jeżeli do scharakteryzowania stanu uk ladu użyjemy dwóch paramterów, T oraz Q, to postulat
Nernsta można zapisać w postaci

lim
T→0

[S(T,Qk)− S(T,Qp)] = 0 . (3.80)

Innymi s lowy, izoterma T = 0 jest adiabat ↪a. Sformu lowanie to pokazuje, że trzecia zasada ter-
modynamiki ma nieco inny charakter od poprzednich zasad. Jej rezultatem nie jest pojawienie
si ↪e nowych wielkości termodynamicznych, tak jak to ma miejsce w przypadku pierwszej zasady
termodynamiki (energia wewn ↪etrzna, energia przekazana na sposób ciep la), drugiej zasady termo-
dynamiki (entropia), oraz zerowej zasady termodynamiki (temperatura empiryczna), lecz jedynie
na lożenie dodatkowych ograniczeń na entropi ↪e.

Jeszcze silniejsze warunki odnośnie zachowania si ↪e entropii w temperaturze zera bezwzgl ↪ednego za-
warte s ↪a w postulacie Plancka , zwanym czasami postulatem Nernsta-Plancka :

Entropia uk ladu zamkni ↪etego ma zerow ↪a wartość dla wszystkich stanów o T = 0:

lim
T→0

S(T,Q) = 0 . (3.81)

A zatem zgodnie z postulatem Plancka izoterma T = 0 jest nie tylko adiabat ↪a - co wynika już
z postulatu Nernsta - ale adiabat ↪a o S = 0. Z góry należy zastrzec, że ekstrapolacja danych
doświadczalnych dla pewnych uk ladów fizycznych nie spe lnia postulatu Plancka. Do podobnego
wniosku można doj́sć badaj ↪ac niektóre modele fizyczne w ramach (wykraczaj ↪acej poza termody-
namik ↪e) analizy opartej na kwantowej mechanice statystycznej.

Przejdźmy teraz do wniosków wynikaj ↪acych z trzeciej zasady termodynamiki. Z postulatu Nernsta
wynika bezpośrednio znikanie pochodnej

lim
T→0

(
∂S

∂Q

)
T,N

= 0 . (3.82)

Po skorzystaniu z tożsamości Maxwella (patrz nast ↪epny rozdzia l) wynika, iż w przypadkach gdy
Q = p lub Q = V oznacza to, iż

lim
T→0

(
∂V

∂T

)
p,N

= 0 , lim
T→0

(
∂p

∂T

)
V,N

= 0 . (3.83)

A zatem z postulatu Nernsta wynika znikanie wspó lczynnika rozszerzalności cieplnej α oraz wspó lczynnika
temperaturowego pr ↪eżności β w granicy T = 0.
Rozważmy teraz entropi ↪e molow ↪a s jako funkcj ↪e temperatury T i pewnego parametru q (np.
císnienia lub obj ↪etości molowej). W takim przypadku różniczka ds może być zapisana w postaci

ds(T, q) =
(
∂s

∂T

)
q

dT +
(
∂s

∂q

)
T

dq . (3.84)
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Ca lkuj ↪ac w granicach od 0 do T uzyskujemy

s(T, q)− s(0, q) =
∫ T

0

cq(T ′, q)
T ′

dT ′ . (3.85)

Zgodnie z postulatem Plancka funkcja s(0, q) musi być tożsamościowo równa zeru, zaś ca lka wyst ↪epuj ↪aca
w powyższym wzorze - zbieżna. Warunkiem zbieżności ca lki jest z kolei znikanie w granicy T → 0
ciep la w laściwego przy dowolnie ustalonym parametrze q

lim
T→0

cq(T, q) = 0 . (3.86)

Badania doświadczalne a także analiza modeli uk ladów fizycznych w ramach mechaniki statysty-
cznej potwierdzaj ↪a t ↪e w laściwość ciepe l w laściwych. Warto podkreślić, że zgodnie z powyższymi
rozważaniami entropi ↪e prostego uk ladu termodynamicznego możemy zapisać wzorem

s(T, q) =
∫ T

0

cq(T ′, q)
T ′

dT ′ . (3.87)

Istotn ↪a implikacj ↪a trzeciej zasady termodynamiki jest niemożność osi ↪agni ↪ecia temperatury zera
bezwzgl ↪ednego w trakcie kwazistatycznego procesu adiabatycznego. Rzeczywíscie, skoro zgodnie z
postulatem Plancka izoterma T = 0 jest również adiabat ↪a S = 0, to proces o S = const 6= 0 nie
może doprowadzić do temperatury T = 0. Do trzeciej zasady termodynamiki powrócimy w drugiej
cz ↪eści skryptu poświ ↪econej mechanice statystycznej.
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Rozdzia l 4

Potencja ly termodynamiczne

4.1 Energia wewn ↪etrzna jako potencja l termodynamiczny

Sformu lowana w poprzednim rozdziale druga zasada termodynamiki wyraża zasad ↪e wzrostu en-
tropii. Przypominamy, że zgodnie z t ↪a zasad ↪a zbiór parametrów ekstensywnych charakteryzuj ↪acych
stan równowagi izolowanego uk ladu termodynamicznego odpowiada globalnemu maksimum entropii
wyrażonej jako funkcja tych parametrów. Zasada wzrostu entropii jest przyk ladem - licznych w
fizyce - zasad ekstremum. Przyk ladowo, analizowane w ramach mechaniki klasycznej po lożenia
równowagi trwa lej cz ↪astki znajduj ↪acej si ↪e w polu si l potencjalnych s ↪a tożsame po lożeniom minimów
potencja lu tych si l. Ze wzgl ↪edu na to podobieństwo entropi ↪e zaliczamy do potencja lów termody-
namicznych. Potencja lem termodynamicznym nazywamy funkcj ↪e stanu, której ekstrema (minima
lub maksima) odpowiadaj ↪a stanom równowagi danego uk ladu termodynamicznego.

Energia wewn ↪etrzna jest również potencja lem termodynamicznym. Odpowiadaj ↪aca jej zasada ek-
stremum nosi nazw ↪e zasady minimum energii wewn ↪etrznej . Mówi ona, że wartości parametrów
ekstensywnych osi ↪agni ↪ete pod nieobecność wi ↪ezów minimalizuj ↪a energi ↪e wewn ↪etrzn ↪a (wyrażon ↪a jako
funkcj ↪e tychże parametrów ekstensywnych) uk ladu o ustalonej wartości entropii na zbiorze wszys-
tkich stanów równowagi z wi ↪ezami o tej wartości entropii.

Zasada minimum energii jest równoważna zasadzie maksimum entropii, co poniżej dowiedziemy.

– W pierwszej kolejności wykażemy, że z zasady maksimum entropii wynika zasada minimum en-
ergii wewn ↪etrznej (symbolicznie zapisujemy to w postaci: maxS ⇒ minU). Przeprowadzimy
dowód ad absurdum. Za lóżmy, że istnieje stan równowagi scharakteryzowany przez energi ↪e
wewn ↪etrzn ↪a U0 i entropi ↪e S0 taki, że - dla ustalonej entropii S0 - energia wewn ↪etrzna nie jest
minimalna. Wówczas istnieje stan (U, S0), taki że U < U0. Pozwala to przeprowadzić proces,
w którym od uk ladu w stanie (U0, S0) pobieramy kwazistatycznie energi ↪e w formie pracy me-
chanicznej, a nast ↪epnie t ↪e sam ↪a energi ↪e dostarczamy do uk ladu w formie ciep la. Symbolicznie
możemy to zapisać jako :

(U0, S0) → (U ′, S0) +W → (U ′, S0) +Q→ (U0, S) (4.1)

przy czym U ≤ U ′ < U0,W = Q > 0 oraz S > S0. W wyniku tego procesu uzyskujemy stan
o tej samej energii wewn ↪etrznej, lecz wi ↪ekszej entropii. Wnioskujemy zatem, że jeżeli (U0, S0)
nie by l stanem o minimalnej energii przy ustalonej entropii, to zarazem nie jest stanem o
maksymalnej entropii przy zadanej energii.

29
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– Pokażemy teraz odwrotne wynikanie (minU ⇒ maxS). Podobnie jak poprzednio przeprowadz-
imy dowód przez sprowadzenie do niedorzeczności. Za lóżmy, że uk lad jest w stanie (U0, S0)
przy czym entropia nie jest maksymalna przy tej wartości U0, tj. istnieje inny stan (U0, S),
taki że S > S0. Nast ↪epnie uk lad w stanie (U0, S) wprowadzamy w kontakt z termostatem
i odbieramy energi ↪e w formie ciep la Q tak, żeby uzyskać stan o entropii S0 i pewnej energii
wewn ↪etrznej U :

(U0, S) → (U, S0) +Q , (4.2)

przy czym U < U0. Wobec tego jeżeli stan (U0, S0) nie by l stanem o maksymalnej entropii
to nie jest także stanem o minimalnej energii, co kończy dowód równoważności obu zasad
ekstremum.

�

Poprzednio pokazalísmy, że entropia jest wkl ↪es l ↪a funkcj ↪a U , V oraz N . Podobnie można przekonać
si ↪e, że energia wewn ↪etrzna jest wypuk l ↪a funkcj ↪a S, V i N , tj.

U(αSA + (1− α)SB , αVA + (1− α)VB), αNA + (1− α)NB ≤ (4.3)
αU(SA, VA, NA) + (1− α)U(SB , VB) ,

gdzie α ∈ [0; 1].

Powyższa w laściwość pozwala nam przeprowadzić dowód równoważności zasady maksimum entropii
i zasady minimum energii w sposób bardziej formalny. Zgodnie z zasad ↪a maksimum entropii jeśli
(U0, X1,0, . . . , Xn,0) jest stanem równowagi to parametry go opisuj ↪ace odpowiadaj ↪a ekstremum S

∀i

(
∂S

∂Xi

)
U,X1,...,Xi−1,Xi+1,...,Xn

∣∣∣∣∣
U=U0,∀jXj=Xj,0

= 0 , (4.4)

przy czym wobec wkl ↪es lości entropii ekstremum tym jest maksimum.

Rozważmy pochodn ↪a
(

∂U
∂Xi

)
S,X1,...,Xi−1,Xi+1,...,Xn

. Zgodnie ze wzorem na pochodn ↪a funkcji uwik lanej

(
∂U

∂Xi

)
S,X1,...,Xi−1,Xi+1,...,Xn

= −

(
∂S
∂Xi

)
U,X1,...,Xi−1,Xi+1,...,Xn(

∂S
∂U

)
X1,...,Xn

= −T
(
∂S

∂Xi

)
U,X1,...,Xi−1,Xi+1,...,Xn

(4.5)
wi ↪ec wobec (4.4)

∀i

(
∂U

∂Xi

)
S,X1,...,Xi−1,Xi+1,...,Xn

∣∣∣∣∣
U=U0,∀jXj=Xj,0

= 0 . (4.6)

Wykazalísmy w ten sposób, że stan termodynamiczny, którego parametry ekstremalizuj ↪a entropi ↪e
przy ustalonej energii wewn ↪etrznej, odpowiada ekstremum energii wewn ↪etrznej przy ustalonej en-
tropii ze wzgl ↪edu na te same parametry. Wiemy jednak, że energia wewn ↪etrzna jest wypuk l ↪a funkcj ↪a
swoich parametrów, wi ↪ec ekstremum tym jest minimum.

4.2 Alternatywne reprezentacje zwi ↪azku podstawowego

Przedstawione w poprzednim podrozdziale zasady ekstremum odnosz ↪a si ↪e do prostych uk ladów
termodynamicznych, których stany charakteryzowane s ↪a przez zmienne {U, V,N} albo {S, V,N}.
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Wiemy jednak, że stan uk ladu można określić za pomoc ↪a różnych kompletów niezależnych para-
metrów termodynamicznych. Można zatem przypuszczać, że również dla tych innych zestawów
zmiennych charakteryzuj ↪acych stany prostego uk ladu termodynamicznego istniej ↪a odpowiednie za-
sady ekstremum. Przed przyst ↪apieniem do ich sformu lowania należy przepisać w nowych zmiennych
zwi ↪azek podstawowy. Zwi ↪azek podstawowy zawiera pe ln ↪a informacj ↪e o uk ladzie i dotychczas poz-
nalísmy jego dwie reprezentacje. Należy teraz - w oparciu o któr ↪aś z tych reprezentacji - dokonać
przepisania zwi ↪azku podstawowego w nowych zmiennych, w ten sposób by nic nie utracić z zawartej
w nim pe lnej informacji o uk ladzie.

Okazuje si ↪e, że w laściw ↪a metod ↪a przekszta lcenia zwi ↪azku podstawowego od starych do nowych
zmiennych jest transformacja Legendre’a. Tradycyjnie, za wyj́sciowy zwi ↪azek podstawowy uznaje
si ↪e zwi ↪azek podstawowy w reprezentacji energii wewn ↪etrznej U = U(S, V,N). W zależności od
dokonanego wyboru nowych zmiennych s luż ↪acych do określenia stanu uk ladu uzyskuje si ↪e - po
zastosowaniu transformacji Legendre’a - nast ↪epuj ↪ace reprezentacje zwi ↪azku podstawowego:

– reprezentacja energii swobodnej Helmholtza F (T, V,N) :

F (T, V,N) = inf
S

[U(S, V,N)− T S] , (4.7)

gdzie wielkość T wyst ↪epuj ↪aca po prawej stronie równania jest parametrem. W przypadku, gdy
U jest ścísle wypuk la̧, różniczkowaln ↪a funkcja̧ S definicja powyższa sprowadza si ↪e do postaci

F (T, V,N) = U(S(T, V,N), V,N)− T S(T, V,N) , (4.8)

przy czym entropi ↪e S - która przestaje być zmienn ↪a niezależn ↪a i staje si ↪e funkcj ↪a temperatury,
obj ↪etości i liczby moli - wyznaczamy z warunku wynikaj ↪acego z równania (4.7):

T =
(
∂U

∂S

)
V,N

⇒ S = S(T, V,N) . (4.9)

Wobec (3.29) energia swobodna Helmholtza prostego uk ladu termodynamicznego wyraża si ↪e
wzorem

F (T, V,N) = −pV + µN , (4.10)

zaś jej różniczka ma postać

dF = −S dT − p dV + µdN . (4.11)

Widać wi ↪ec ponownie, że zmiennymi niezależnymi s ↪a T, V,N oraz

S = −
(
∂F

∂T

)
V,N

, (4.12a)

p = −
(
∂F

∂V

)
T,N

, (4.12b)

µ =
(
∂F

∂N

)
T,V

. (4.12c)

Zmienne T, V,N nazywamy zatem naturalnymi zmiennymi niezależnymi w przypadku energii
swobodnej Helmholtza.
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– reprezentacja entalpii H(S, p,N)

H(S, p,N) = inf
V

[U(S, V,N) + p · V ] , (4.13)

gdzie −p jest parametrem. W przypadku, gdy U jest ścísle wypuk l ↪a i różniczkowaln ↪a funkcj ↪a
V parametr p zwi ↪azany jest z pochodn ↪a energii wewn ↪etrznej

p = −
(
∂U

∂V

)
S,N

⇒ V = V (S, p,N) (4.14)

i entalpi ↪e możemy zapisać jako :

H(S, p,N) = U(S, V (S, p,N), N) + p · V (S, p,N) (4.15)

Wobec (3.29) entalpia prostego uk ladu termodynamicznego wyraża si ↪e wzorem

H(S, p,N) = TS + µN , (4.16)

zaś jej różniczka
dH = T · dS + V · dp+ µ · dN (4.17)

wskazuje, że (naturalnymi) zmiennymi niezależnymi s ↪a S, p,N zaś

T =
(
∂H

∂S

)
p,N

, (4.18a)

V =
(
∂H

∂p

)
S,N

, (4.18b)

µ =
(
∂H

∂N

)
S,p

; (4.18c)

– reprezentacja entalpii swobodnej zwanej także energi ↪a swobodn ↪a Gibbsa lub potencja lem Gibbsa
G(T, p,N)

G(T, p,N) = inf
S,V

[U(S, V,N)− T · S + p V ] , (4.19)

gdzie T oraz −p s ↪a parametrami. W przypadku, gdy U jest ścísle wypuk l ↪a i różniczkowaln ↪a
funkcj ↪a S i V otrzymujemy

G(T, p,N) = U(S(T, p,N), V (T, p,N), N)− T S(T, p,N) + p V (T, p,N) , (4.20)

gdzie funkcje S(T, p,N), V (T, p,N) otrzymane zostaj ↪a w wyniku rozwi ↪azania równań

T =
(
∂U

∂S

)
V,N

, p = −
(
∂U

∂V

)
S,N

. (4.21)

Wobec (3.29) entalpia swobodna wyraża si ↪e wzorem

G(T, p,N) = µN , (4.22)

zaś jej różniczka
dG = −S dT + V dp+ µdN (4.23)
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pokazuje, że (naturalnymi) zmiennymi niezależnymi s ↪a T, p,N oraz

S = −
(
∂G

∂T

)
p,N

, (4.24a)

V =
(
∂G

∂p

)
T,N

, (4.24b)

µ =
(
∂G

∂N

)
T,p

. (4.24c)

– reprezentacja potencja lu wielkiego kanonicznego Ω(T, V, µ)

Ω(T, V, µ) = inf
S,N

[U(S, V,N)− TS − µN ] . (4.25)

W przypadku, gdy U jest ścísle wypuk l ↪a, różniczkowaln ↪a funkcj ↪a S i N :

Ω(T, V, µ) = U(S(T, V, µ), V,N(T, V, µ))− T S(T, V, µ)− µN(T, V, µ) , (4.26)

gdzie funkcje S(T, V, µ), N(T, V, µ) otrzymane zostaj ↪a w wyniku rozwi ↪azania równań

T =
(
∂U

∂S

)
V,N

, µ =
(
∂U

∂N

)
S,V

. (4.27)

Wobec (3.29) potencja l wielki kanoniczny wyraża si ↪e wzorem

Ω(T, V, µ) = −pV , (4.28)

zaś jego różniczka
dΩ = −S dT − p dV −N dµ (4.29)

wskazuje, że (naturalnymi) zmiennymi niezależnymi s ↪a T, V, µ oraz

S = −
(
∂Ω
∂T

)
V,µ

, (4.30a)

p = −
(
∂Ω
∂V

)
T,µ

, (4.30b)

N = −
(
∂Ω
∂µ

)
T,V

. (4.30c)

Transformacj ↪e Legendre’a można również zastosować do zwi ↪azku podstawowego w reprezentacji
entropii. Uzyskane w ten sposób funkcje nosz ↪a wspóln ↪a nazw ↪e funkcji Massieu-Plancka. W termo-
dynamice używane s ↪a zasadniczo trzy funkcje z tej grupy. S ↪a to:

– Ψ
(

1
T , V,N

)
- funkcja Massieu

Ψ
(

1
T
, V,N

)
= sup

U

[
S(U, V,N)− U

T

]
, (4.31)

gdzie 1
T pe lni rol ↪e parametru. Gdy S jest ścísle wkl ↪es l ↪a, różniczkowaln ↪a funkcj ↪a U parametr

1
T wyraża si ↪e wzorem

1
T

=
(
∂S

∂U

)
V,N

⇒ U = U(
1
T
, V,N) (4.32)
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i definicj ↪e funkcji Massieu możemy sprowadzić do postaci:

Ψ
(

1
T
, V,N

)
= S

(
U

(
1
T
, V,N

)
, V,N

)
− 1
T
U

(
1
T
, V,N

)
. (4.33)

Wobec tej definicji funkcja Massieu wyraża si ↪e wzorem

Ψ
(

1
T
, V,N

)
=
p

T
V − µ

T
N , (4.34)

czyli

Ψ = −F
T

. (4.35)

Wzór na różniczk ↪e funkcji Massieu ma postać

dΨ = −Ud 1
T

+
p

T
dV − µ

T
dN (4.36)

potwierdza, że zmiennymi niezależnymi s ↪a
1
T , V,N oraz że

U = −
(
∂Ψ
∂ 1

T

)
V,N

, (4.37a)

p

T
=
(
∂Ψ
∂V

)
1
T ,N

, (4.37b)

µ

T
= −

(
∂Ψ
∂N

)
1
T ,V

. (4.37c)

– Φ
(

1
T ,

p
T , N

)
- funkcja Plancka

Φ
(

1
T
,
p

T
,N

)
= sup

U,V

[
S(U, V,N)− 1

T
U − p

T
V

]
, (4.38)

gdzie 1
T oraz p

T s ↪a parametrami. W przypadku, gdy S jest ścísle wkl ↪es l ↪a, różniczkowaln ↪a
funkcj ↪a U i V definicja ta sprowadza si ↪e do

Φ(
1
T
,
p

T
,N) = S

(
U

(
1
T
,
p

T
,N

)
, V

(
1
T
,
p

T
,N

)
, N

)
− 1
T
U

(
1
T
,
p

T
,N

)
− p

T
V

(
1
T
,
p

T
,N

)
.

(4.39)
Funkcja Plancka wyraża si ↪e wzorem

Φ
(

1
T
,
p

T
,N

)
= −µ

T
N , (4.40)

czyli

Φ = −G
T

. (4.41)

Różniczka funkcji Plancka ma postać

dΦ = −Ud 1
T
− V d

p

T
− µ

T
dN , (4.42)
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sk ↪ad wynika że zmiennymi niezależnymi s ↪a
1
T , p

T , N oraz że

U = −
(
∂Φ
∂ 1

T

)
p
T ,N

, (4.43a)

V = −
(
∂Φ
∂ p

T

)
1
T ,N

, (4.43b)

µ

T
= −

(
∂Φ
∂N

)
1
T , p

T

. (4.43c)

– q
(

1
T , V,

µ
T

)
- funkcja Kramersa

q

(
1
T
, V,

µ

T

)
= sup

U,N

[
S(U, V,N)− 1

T
U +

µ

T
N

]
, (4.44)

gdzie 1
T oraz − µ

T s ↪a parametrami. W przypadku, gdy S jest ścísle wkl ↪es l ↪a, różniczkowaln ↪a
funkcj ↪a S i N definicja ta sprowadza si ↪e do postaci

q

(
1
T
, V,

µ

T

)
= S

(
U

(
1
T
, V,

µ

T

)
, V,N

(
1
T
, V,

µ

T

))
− 1
T
U

(
1
T
, V,

µ

T

)
+
µ

T
N

(
1
T
, V,

µ

T

)
.

(4.45)
Funkcja Kramersa wyraża si ↪e wzorem

q

(
1
T
, V,

µ

T

)
=
p

T
V , (4.46)

czyli

q = −Ω
T

. (4.47)

Różniczka funkcji Kramersa

dq = −Ud 1
T

+
p

T
dV +Nd

µ

T
, (4.48)

wskazuje, że zmiennymi niezależnymi s ↪a
1
T , V , µ

T oraz że

U = −
(
∂q

∂ 1
T

)
V, µ

T

, (4.49a)

p

T
=
(
∂q

∂V

)
1
T , µ

T

, (4.49b)

N =
(
∂q

∂ µ
T

)
1
T ,V

. (4.49c)
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4.3 Zasady ekstremum dla potencja lów termodynamicznych

Rozważmy uk lad opisywany przez zmienne ekstensywne Q1, . . . , Qn (wśród których wyst ↪epuje en-
tropia) pozostaj ↪acy w równowadze z otoczeniem R. Sk lada si ↪e ono ze zbiorników R1, . . . , Rm (m <
n) scharakteryzowanych odpowiednio przez parametry intensywne PR1 , . . . , PRm . Pod poj ↪eciem
zbiornika o ustalonym parametrze intensywnym PRj

rozumiemy uk lad termodynamiczny na tyle
duży, że w trakcie procesów w nim przebiegaj ↪acych parametr PRj

nie ulega zmianie. Jeżeli uk lad po-
zostaje w równowadze z j-tym zbiornikiem to jego rola polega na umożliwieniu wymiany z uk ladem
wielkości fizycznej opisywanej przez zmienn ↪a Qj . W zwi ↪azku z tym odpowiednie parametry inten-
sywne uk ladu Pj oraz otoczenia PRj s ↪a sobie równe i nie ulegaj ↪a zmianie podczas procesu wymiany
wielkości Qj

PRj
= Pj , (4.50)

dQRj + dQj = 0 , (4.51)

gdzie j = 1, . . . ,m. Przyk ladem jest zbiornik obj ↪etości, którego císnienie nie ulega zmianie w trakcie
przebiegaj ↪acych w nim procesów oraz zbiornik ciep la, którego temperatura pozostaje sta la w trakcie
przebiegaj ↪acych w nim procesów. Uk lad b ↪ed ↪acy w równowadze ze zbiornikem obj ↪etości jest od niego
oddzielony ruchom ↪a ściank ↪a a w równowadze ze zbiornikiem ciep la - ściank ↪a diatermiczn ↪a.

W odniesieniu do ca lości, tzn. uk ladu badanego oraz otoczenia można zastosować zasad ↪e minimum
energii. Zgodnie z ni ↪a wirtualne zmiany parametrów ekstensywnych s ↪a takie, że

d(U + UR) = 0 , (4.52)

d2(U + UR) > 0 (4.53)

przy warunku
d(S + SR) = 0 . (4.54)

Zmiana energii wewn ↪etrznej otoczenia wyraża si ↪e wzorem

dUR =
m∑

i=1

PRi
dQRi

= −
m∑

i=1

PidQi . (4.55)

Ponieważ parametry intensywne Pi, i = 1, . . . ,m s ↪a sta le (dPi = 0 ) to wzór (4.52) przyjmuje postać

d(U −
m∑

i=1

PiQi) = 0 . (4.56)

Ze wzgl ↪edu na wielkość zbiorników ich parametry intensywne PRi nie ulegaj ↪a zmianom. Dlatego
znika wielkość d2UR =

∑m
i,j=1

∂PRi

∂QRj

dQRidQRj i można napisać

d2(U −
m∑

i=1

PiQi) > 0 . (4.57)

Wyrażenie U −
∑m

i=1 PiQi jest transformat ↪a Legendre’a energii wewn ↪etrznej i dzi ↪eki temu wzory
(4.56) i (4.57) możemy wyrazić s lowami jako zasad ↪e minimum transformaty Legendre’a energii
wewn ↪etrznej : wartości parametrów ekstensywnych uk ladu pozostaj ↪acego w równowadze ze zbiornikami
scharakteryzowanymi przez parametry intensywne PR,1, . . . , PR,m osi ↪agni ↪ete pod nieobecność wi ↪ezów
wewn ↪etrznych minimalizuj ↪a transformat ↪e Legendre’a energii wewn ↪etrznej wzgl ↪edem parametrów
Q1, . . . , Qm na zbiorze wszystkich stanów równowagi z wi ↪ezami o P1 = PR1 , . . . , Pm = PRm oraz
przy ustalonych wartościach pozosta lych parametrów Qm+1, . . . , Qn określaj ↪acych stan uk ladu.

Z tego ogólnego sformu lowania wynikaj ↪a nast ↪epuj ↪ace przypadki szczególne:
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– Zasada minimum entalpii : wartości parametrów ekstensywnych uk ladu pozostaj ↪acego w
równowadze ze zbiornikiem obj ↪etości o císnieniu p0 minimalizuj ↪a entalpi ↪e na zbiorze wszyst-
kich stanów równowagi o sta lym císnieniu p = p0, ustalonej wartości entropii oraz pozosta lych
(poza V i S) parametrów ekstensywnych określaj ↪acych stan uk ladu.

– Zasada minimum energii swobodnej Helmholtza : wartości parametrów ekstensywnych uk ladu
pozostaj ↪acego w równowadze ze zbiornikiem ciep la o temperaturze T0 minimalizuj ↪a energi ↪e
swobodn ↪a Helmholtza na zbiorze wszystkich stanów równowagi o sta lej temperaturze T =
T0, ustalonej wartości obj ↪etości oraz pozosta lych (poza S i V ) parametrów ekstensywnych
określaj ↪acych stan uk ladu.

– Zasada minimum entalpii swobodnej : wartości parametrów ekstensywnych uk ladu pozostaj ↪acego
w równowadze ze zbiornikiem obj ↪etości o císnieniu p0 i zbiornikiem ciep la o temperaturze T0

minimalizuj ↪a entalpi ↪e swobodn ↪a na zbiorze wszystkich stanów równowagi o sta lym císnieniu
p = p0 i temperaturze T = T0 oraz ustalonej wartości pozosta lych (poza V i S) parametrów
ekstensywnych określaj ↪acych stan uk ladu. .

– Zasada minimum wielkiego potencja lu kanonicznego : wartości parametrów ekstensywnych
uk ladu pozostaj ↪acego w równowadze ze zbiornikiem ciep la o temperaturze T0 i zbiornikiem
masy o potencjale chemicznym µ0 minimalizuj ↪a wielki potencja l kanoniczny na zbiorze wszys-
tkich stanów równowagi o sta lej temperaturze T = T0 i potencjale chemicznym µ = µ0,
ustalonej wartości obj ↪etości oraz pozosta lych (poza S,N i V ) parametrów ekstensywnych
określaj ↪acych stan uk ladu.

Zwróćmy uwag ↪e, że np. w przypadku zasady minimum energii swobodnej Helmholtza warunek
sta lości temperatury T , ca lkowitej obj ↪etości uk ladu V oraz pozosta lych parametrów ekstensywnych
określaj ↪acych stan uk ladu jako ca lości nie eliminuje zmian w uk ladzie zachodz ↪acych w wyniku
usuni ↪ecia wi ↪ezów wewn ↪etrznych, gdy uk lad dochodzi do nowego stanu równowagi. Jeżeli uk lad
sk lada si ↪e z dwóch poduk ladów o obj ↪etościach VA oraz VB to wprawdzie podczas osi ↪agania stanu
równowagi VA + VB = V = const, ale wielkości VA oraz VB mog ↪a si ↪e zmieniać tak by spe lniony by l
warunek sta lości ca lkowitej obj ↪etości V . Analogicznie rzecz si ↪e ma w przypadku pozosta lych zasad
minimum.

4.4 Tożsamości Maxwella

Pod poj ↪eciem tożsamości (zwi ↪azków) Maxwella rozumie si ↪e zwi ↪azki pomi ↪edzy pochodnymi cz ↪astkowymi
parametrów termodynamicznych. Wynikaj ↪a one z równości drugich pochodnych mieszanych po-
tencja lów termodynamicznych. Jeżeli dany potencja l termodynamiczny zależy od n zmiennych,
to na podstawie równości drugich pochodnych mieszanych możemy uzyskać n(n−1)

2 tożsamości
wi ↪aż ↪acych pochodne cz ↪astkowe parametrów termodynamicznych czyli pierwszych pochodnych cz ↪astkowych
potencja lu.

Przyk ladowo, energia wewn ↪etrzna U jednosk ladnikowego prostego uk ladu termodynamicznego zależy
od trzech zmiennych S, V N . Zgodnie z powyższ ↪a analiz ↪a otrzymujemy trzy tożsamości Maxwella :(

∂T

∂V

)
S,N

= −
(
∂p

∂S

)
V,N

(4.58a)

(
∂T

∂N

)
S,V

=
(
∂µ

∂S

)
V,N

(4.58b)

−
(
∂p

∂N

)
S,V

=
(
∂µ

∂V

)
S,N

(4.58c)
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Jeśli chcemy wyprowadzić tożsamość Maxwella dla danej pochodnej to stosujemy nast ↪epuj ↪ac ↪a ogóln ↪a
procedur ↪e:

1. Ustalamy zbiór zmiennych niezależnych. S ↪a to: zmienna, po której różniczkujemy oraz zmi-
enne, którepozostaj ↪a ustalone podczas różniczkowania.

2. Ustalamy potencja l termodynamiczny, dla którego zbiór zmiennych niezależnych wyznaczony
w pkt 1 jest naturalnym zbiorem zmiennych.

3. Wielkość różniczkowan ↪a zapisujemy jako odpowiedni ↪a pochodn ↪a tego potencja lu termodynam-
icznego. Iinteresuj ↪aca nas pochodna cz ↪astkowa jest drug ↪a pochodn ↪a odpowiedniego potencja lu
termodynamicznego.

4. Zamieniamy kolejność różniczkowania i wyznaczamy pochodn ↪a potencja lu termodynamicznego.

Przyk lad: (
∂S

∂V

)
T,N

=
∂

∂V

∣∣∣∣
T,N

[
−
(
∂F

∂T

)
V,N

]
= −

(
∂2F

∂V ∂T

)
N

=

−
(
∂2F

∂T∂V

)
N

=
∂

∂T

∣∣∣∣
V,N

[
−
(
∂F

∂V

)
T,N

]
=
(
∂p

∂T

)
V,N

.

(4.59)

Warto dodać, że istniej ↪a regu ly mnemotechniczne u latwiaj ↪ace zapami ↪etanie kompletu tożsamości
Maxwella dla prostego uk ladu termodynamicznego, w którym nie ulega zmianie liczba moli. Nie po-
dajemy ich w tym miejscu uznaj ↪ac że przedstawiona powyżej procedura wyprowadzania tożsamości
Maxwella jest naturalna i wystarczaj ↪aco klarowna.

Udowodnimy teraz tożsamość Maxwella(
∂U

∂V

)
T

= T

(
∂p

∂T

)
V

− p . (4.60)

Wykorzystuj ↪ac funkcj ↪e Massieu (4.34) (4.36) otrzymujemy(
∂U

∂V

)
T

=
(
∂U

∂V

)
1
T

= −
(
∂ p

T

∂ 1
T

)
V

= −(p+
1
T

(
∂p

∂ 1
T

)
V

) = −
[
p− T

(
∂p

∂T

)
V

]
. (4.61)

�

Możemy przeprowadzić również dowód alternatywny. Ze wzoru na zamian ↪e zmiennych(
∂U

∂V

)
T

=
(
∂U

∂V

)
S

+
(
∂U

∂S

)
V

(
∂S

∂V

)
T

. (4.62)

Jednakże wobec (3.18) oraz (3.19) (
∂U

∂V

)
T

= −p+ T

(
∂S

∂V

)
T

(4.63)

i ostatecznie przy wykorzystaniu (4.59) uzyskujemy (4.60).

�
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Znajomość formalizmu tożsamości Maxwella pozwala nam wyznaczyć zwi ↪azek mi ↪edzy ciep lem
w laściwym przy ustalonym císnieniu i ciep lem w laściwym przy ustalonej obj ↪etości. Wykorzysuj ↪ac
wzór na zamian ↪e zmiennych uzyskujemy

cp =
T

N

(
∂S

∂T

)
p

=
T

N

((
∂S

∂T

)
V

+
(
∂S

∂V

)
T

(
∂V

∂T

)
p

)
= cV +

T

N

(
∂S

∂V

)
T

(
∂V

∂T

)
p

(4.64)

i st ↪ad przy użyciu tożsamość Maxwella (4.59) oraz wzoru na pochodn ↪a funkcji uwik lanej

cp = cV +
T

N

(
∂p

∂T

)
V

(
∂V

∂T

)
p

= cV −
T

N

(
∂V
∂T

)
p(

∂V
∂p

)
T

(
∂V

∂T

)
p

(4.65)

i ostatecznie przy wykorzystaniu definicji wspó lczynnika rozszerzalności termicznej (3.73) oraz
wspó lczynnika ścísliwości izotermicznej (3.71)

cp = cV + Tvα2κ−1
T (4.66)

W ten sam sposób możemy wyznaczyć zwi ↪azek mi ↪edzy ścísliwości ↪a adiabatyczn ↪a i izotermiczn ↪a

κS = κT − Tvα2c−1
p . (4.67)

Powyższe wzory s ↪a dobr ↪a ilustracj ↪a wniosków, do których prowadzi ogólna analiza termodynam-
iczna. W ramach termodynamiki można znaleźć - niezależne od natury badanego uk ladu - zwi ↪azki
pomi ↪edzy różnymi wielkościami termodynamicznymi, ale a priori nie jesteśmy w stanie wyznaczyć
każej z tych wielkości z osobna.

4.5 Zagadnienie pracy maksymalnej

Jeżeli określone zostan ↪a stany pocz ↪atkowy i końcowy pewnego uk ladu termodynamicznego to na
ogó l możliwe s ↪a różne procesy, które je  l ↪acz ↪a. W trakcie każdego takiego hipotetycznego procesu
b ↪adź uk lad może wykonywać nad otoczeniem pewn ↪a (dodatni ↪a) prac ↪e b ↪adź otoczenie może wykonać
(dodatni ↪a) prac ↪e nad uk ladem. W termodynamice istotnym zagadnieniem jest wyznaczenie tego
spośród możliwych procesów, w którym praca wykonana przez uk lad jest najwi ↪eksza. Jest to tzw.
zagadnienie pracy maksymalnej .

Nim przyst ↪apimy do jego rozwi ↪azania przypomnimy definicje pewnych pomocniczych uk ladów.

Kwazistatycznym źród lem pracy nazywamy uk lad os loni ↪ety ściank ↪a adiabatyczn ↪a oraz taki, że prze-
biegaj ↪ace w nim procesy s ↪a kwazistatyczne. Implikuje to sta lość jego entropii. Kwazistatyczne
źród lo pracy obj ↪etościowej, które jest na tyle duże, że císnienie w nim panuj ↪ace pozostaje sta le w
trakcie przebiegaj ↪acych w nim procesów nazywamy zbiornikiem ( lub rezerwuarem ) obj ↪etości .

Kwazistatycznym źród lem ciep la nazywamy uk lad os loni ↪ety ściank ↪a nieruchom ↪a i nieprzepuszczaln ↪a
oraz taki, że przebiegaj ↪ace w nim procesy s ↪a kwazistatyczne. Kwazistatyczne źród lo ciep la, które
jest na tyle duże, że jego temperatura pozostaje sta la podczas przebiegaj ↪acych w nim procesów
nazywamy zbiornikiem (lub rezerwuarem) ciep la .

Rozważmy uk lad K oraz jego otoczenie R reprezentowane przez odpowiedni uk lad zbiorników.
Należy do niego zbiornik ciep la i zbiorniki obj ↪eto’sci. W zależności od rodzaju procesu przebie-
gaj ↪acego w uk ladzie b ↪edzie on pozostawa l w kontakcie z takim lub innym zbiornikiem reprezen-
tuj ↪acym otoczenie. Na przyk lad, warunek izotermiczności przebiegaj ↪acego w uk ladzie procesu za-
pewnimy poprzez kontakt uk ladu ze zbiornikiem ciep la.
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Uk ladK poddajemy procesowi przebiegaj ↪acemu mi ↪edzy określonymi stanami pocz ↪atkowym i końcowym.
Dopuszczamy sytuacj ↪e, w której cz ↪eść pracy wykonanej przez uk lad w badanym procesie nie jest
zwi ↪azan ↪a z oddzia lywaniem uk ladu z otoczeniem. Zostaje ona wykonana nad odizolowanym od
otoczenia kwazistatycznym źród lem pracy Z. Praca ta może być w szczególności nieobj ↪etościowa,
np. elektryczna.
Z drugiej zasady termodynamiki wynika, że entropia uk ladu izolowanego z lożonego z poduk ladów
K, R i Z spe lnia nierówność

∆SK+R+Z = ∆SK + ∆SR + ∆SZ ≥ 0 , (4.68)

podczas gdy jego energia jest sta la

∆UK+R+Z = ∆UK + ∆UR + ∆UZ = 0 . (4.69)

We wzorze (4.68) równość zachodzi wy l ↪acznie dla procesu kwazistatycznego. Z uczynionych za lożeń
wynika, że zmiana energii wewn ↪etrznej zbiornika Z jest równa pracy wykonanej nad nim przez uk lad
K

∆UZ = W , (4.70)

a zmiana jego entropii jest równa zeru
∆SZ = 0 , (4.71)

wi ↪ec
W = −(∆UK + ∆UR) (4.72)

∆SK + ∆SR ≥ 0 . (4.73)

Rozważmy teraz zmian ↪e entropii otoczenia. Na podstawie definicji poszczególnych zbiorników
stwierdzamy, że zmiana entropii otoczenia jest zwi ↪azana jedynie ze zmian ↪a entropii zbiornika ciep la.
Oznacza to, że musimy przeanalizować dwa przypadki w zależności od tego czy zbiornik ciep la jest
cz’eści ↪a otoczenia czy też nie.

– cz ↪eści ↪a otoczenia jest zbiornik ciep la. Wówczas zmiana energii otoczenia może być rozbita
na sum ↪e dwóch sk ladników, z których pierwszy odpowiada zmianie energii zbiornika ciep la, a
drugi - pozosta lych zbiorników R′

∆UR = TR∆SR + ∆UR′ , (4.74)

czyli
W = −(∆UK + TR∆SR + ∆UR′) . (4.75)

Jednakże z (4.73) wynika, że

W ≤ −(∆UK − TR∆SK + ∆UR′) . (4.76)

A zatem maksymalna praca wykonywana przez uk lad równa

Wmax = −∆(UK − TRSK + UR′) (4.77)

jest osi ↪agana w procesie kwazistatycznym. Zwróćmy uwag ↪e, że we wzorze (4.77) nie po lożylísmy
TR = TK . Innymi s lowy, na razie nie zak ladamy, że uk lad - w trakcie przebiegaj ↪acego w nim
procesu - pozostaje w równowadze ze zbiornikiem ciep la. Dla jasności warto dodać, że w
rozdziale 4.3 podczas omawiania zasad ekstremum dla potencja lów termodynamicznych ko-
rzystalísmy z takiego za lożenia.
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– otoczenie nie zawiera zbiornika ciep la. W tym przypadku (4.73) redukuje si ↪e do postaci

∆SK ≥ 0 . (4.78)

Rozważmy zależność pracy wykonanej przez uk lad od entropii. W tym celu zróżniczkujmy
(4.72) obustronnie po entropii stanu końcowego przy ustalonych pozosta lych parametrach ek-
stensywnych. Zauważaj ↪ac, że w (4.72) zależność ta wyst ↪epuje jedynie w energii wewn ↪etrznej
stanu końcowego uzyskujemy(

∂W

∂SK,k

)
V,N

= −
(
∂UK,k

∂SK,k

)
V,N

= −TK,k < 0 . (4.79)

Praca wykonana przez uk ladK jest wi ↪ec malej ↪ac ↪a funkcj ↪a entropii stanu końcowego, co oznacza
- przy uwzgl ↪ednieniu (4.78) - że praca ta b ↪edzie najwi ↪eksza, gdy entropia stanu końcowego
b ↪edzie równa entropii stanu pocz ↪atkowego. Maksymalna praca wykonywana przez uk lad jest
równa

Wmax = −∆(UK + UR) (4.80a)

przy dodatkowym warunku
∆SK = 0 . (4.80b)

Uzyskane wnioski pozwalaj ↪a sformu lować zasad ↪e pracy maksymalnej : Proces termodynamiczny
zachodz ↪acy w uk ladzie (pozostaj ↪acym ewentualnie w kontakcie z określonymi rezerwuarami) mi ↪edzy
określonym stanem pocz ↪atkowym i końcowym jest odwracalny wtedy i tylko wtedy, gdy przebiega
po drodze odpowiadaj ↪acej wykonaniu przez uk lad maksymalnej ilości pracy.

Zauważmy, że wzory (4.77) i (4.80a) nie gwarantuj ↪a dodatniości pracy maksymalnej. W sytuacji,
gdy praca maksymalna okazuje si ↪e mniejsza od zera bardziej naturalnym jest mówienie o minimalnej
pracy Wmin = −Wmax wykonanej nad uk ladem, która jest w tym przypadku dodatnia. Zasada
pracy maksymalnej sformu lowana w tym j ↪ezyku nosi nazw ↪e zasady pracy minimalnej : Proces
termodynamiczny zachodz ↪acy w uk ladzie (pozostaj ↪acym ewentualnie w kontakcie z określonymi
rezerwuarami) mi ↪edzy określonym stanem pocz ↪atkowym i końcowym jest odwracalny wtedy i tylko
wtedy, gdy przebiega po drodze odpowiadaj ↪acej pobraniu przez uk lad minimalnej ilości pracy.

Rozważmy teraz przypadki szczególne, gdy przemiany zachodz ↪ace w uk ladzie K spe lniaj ↪a pewne
dodatkowe warunki:

– Uk lad K jest izolowany od otoczenia. Wówczas zgodnie z (4.80a)

Wmax = −∆UK , (4.81)

czyli - uzyskiwana przy sta lej entropii - praca maksymalna jest równa wzi ↪etej ze znakiem mi-
nus zmianie energii wewn ↪etrznej. Alternatywnie otrzymujemy Wmin = ∆UK .

– Uk lad K pozostaje w równowadze ze zbiornikiem pracy obj ↪etościowej, co oznacza, że za-
chodz ↪acy proces jest izobaryczny pK = pR. Wówczas zgodnie z (4.80a)

Wmax = −∆(UK − pRVR) = −∆(UK − pKVR) . (4.82)

Jeśli teraz uk lad wymienia obj ↪etościow ↪a prac ↪e mechaniczn ↪a wy l ↪acznie ze zbiornikiem obj ↪etości
to

Wmax = −∆(UK + pKVK) = −∆HK , (4.83)

czyli w tym przypadku praca maksymalna jest równa wzi ↪etej ze znakiem minus zmianie en-
talpii albo Wmin = ∆HK . Zauważmy, że kontakt ze zbiornikiem obj ↪etości poci ↪aga za sob ↪a
konieczność wy l ↪aczenia pracy obj ↪etościowej z pracy odprowadzanej do uk ladu Z.
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– Uk lad K pozostaje w równowadze ze zbiornikiem ciep la, co oznacza że zachodz ↪acy w nim
proces jest izotermiczny TK = TR. Wówczas zgodnie z (4.77)

Wmax = −∆(UK − TRSK) = −∆(UK − TKSK) = −∆FK , (4.84)

czyli w procesach izotermicznych praca maksymalna jest równa wzi ↪etej ze znakiem minus zmi-
anie energii swobodnej Helmholtza. Gdy zmiana ta jest ujemna to wygodniej jest mówić o
pracy minimalnej, któr ↪a trzeba wykonać nad uk ladem by go przeprowadzić z zadanego stanu
pocz ↪atkowego do zadanego stanu końcowego Wmin = ∆FK .

– uk lad K pozostaje w równowadze ze zbiornikiem ciep l ↪a i zbiornikiem pracy obj ↪etościowej, tj.
zachodz ↪acy proces jest izotermiczny TK = TR i izobaryczny pK = pR. Wówczas na mocy
(4.77)

Wmax = −∆(UK − TRSK − pRVR) = −∆(UK − TKSK − pKVR) . (4.85)

Przy za lożeniu, że uk ladK wymienia obj ↪etościow ↪a prac ↪e mechaniczn ↪a wy l ↪acznie ze zbiornikiem
obj ↪etości

Wmax = −∆(UK − TKSK + pKVK) = −∆GK , (4.86)

czyli w tym przypadku praca maksymalna jest równa wzi ↪etej ze znakiem minus zmianie entalpii
swobodnej (energii swobodnej Gibbsa).

Na zakończenie rozważań dotycz ↪acych pracy maksymalnej warto zwrócić uwag ↪e na ich podobieństwo
do wyprowadzenia zasad ekstremum dla potencja lów termodynamicznych. Przyk ladowo, w os-
tatnim rozważanym przez nas przypadku uk ladu K pozostaj ↪acego w kontakcie ze zbiornikiem
ciep la i zbiornikiem obj ↪etości doszlísmy do wniosku, że praca W wykonana nad uk ladem Z spe lnia
nierówność

W ≤ −∆GK , (4.87)

przy czym znak równości dotyczy procesów kwazistatycznych. Jeżeli zatem uk ladK jest w kontakcie
wy l ↪acznie ze zbiornikiem ciep la i zbiornikiem obj ↪etości (tzn. nie wyst ↪epuje oddzia lywanie z uk ladem
Z) to W = 0, ∆GK ≤ 0 i

GK,k ≤ GK,p . (4.88)

Procesy nieodwracalne (spontaniczne) przebiegaj ↪ace w takim uk ladzie prowadz ↪a do zmniejszenia
wartości entalpii swobodnej.

4.6 Stabilność stanów równowagi

W podrozdziale 4.3 wskazalísmy sposoby wyznaczania stanów równowagi uk ladu termodynam-
icznego. Rozważymy teraz stabilność stanów równowagi uk ladów jednorodnych. Stan równowagi
b ↪edziemy określać jako stabilny, gdy jego zmiana b ↪edzie wymaga la wykonania nad uk ladem do-
datniej pracy. Aby dok ladniej zbadać to zagdnienie wydzielamy z badanego uk ladu ma l ↪a, choć
makroskopow ↪a jego cz ↪eść. Reszt ↪e uk ladu - ze wzgl ↪edu na jej rozmiary - możemy reprezentować
przy pomocy zbiornika ciep la o temperaturze T0, zbiornika obj ↪etości o císnieniu p0 oraz źród la
pracy. Zmiana stabilnego stanu termodynamicznego wymaga wykonania nad uk ladem dodatniej
pracy. Innymi s lowy odpowiadaj ↪aca tej zmianie praca maksymalna musi być mniejsza od zera.
Prac ↪e maksymaln ↪a w rozważanym procesie, tzn. od stanu pocz ↪atkowego scharakteryzowanego przez
To, po (uk lad jest w równowadze z otoczeniem) do pewnego stanu końcowego wyraża wzór (4.77), w
którym w obecnej sytuacji trzeba po lożyć ∆U ′R = −po∆VR = po∆V . A zatem dla stabilnego stanu
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pocz ↪atkowego musi zachodzić (w wielkościach odnoszacych si ↪e wydzielonego uk ladu opuszczamy
indeks K)

∆U + po∆V − To∆S ≥ 0 , (4.89)

gdzie ∆U = Uk − Up, ∆V = Vk − Vp, ∆S = Sk − Sp oznaczaj ↪a zmiany parametrów towarzysz ↪ace
wymuszonej na uk ladzie zmianie jego stanu pocz ↪atkowego. Potraktujmy teraz U jako funkcj ↪e S
oraz V przy ustalonym N i za lóżmy, że powyższe zmiany s ↪a niewielkie. Dokonamy rozwini ↪ecia ∆U
w szereg wzgl ↪edem pot ↪eg ∆S = Sk−Sp i ∆V = Vk−Vp z dok ladności ↪a do wyrazów kwadratowych.
Pami ↪etamy przy tym, że stan pocz ↪atkowy jest stanem równowagi w obecności zbiornika ciep la i
obj ↪etości, tzn. Tp = To, pp = po. W wyniku rozwini ↪ecia otrzymujemy

∆U =U(Sk, Vk)− U(Sp, Vp) ≈
∂U

∂S
∆S +

∂U

∂V
∆V +

1
2

(
∂2U

∂S2
(∆S)2 + 2

∂2U

∂S∂V
∆S∆V +

∂2U

∂V 2
(∆V )2

)
=

To∆S − po∆V +
1
2

(
∂2U

∂S2
(∆S)2 + 2

∂2U

∂S∂V
∆S∆V +

∂2U

∂V 2
(∆V )2

)
.

(4.90)

Po podstawieniu do wzoru (4.89) otrzymujemy

∂2U

∂S2
(∆S)2 + 2

∂2U

∂S∂V
∆S∆V +

∂2U

∂V 2
(∆V )2 > 0 . (4.91)

Zwróćmy uwag ↪e, że nierówność (4.91) jest równoważna - po wykorzystaniu d2UR = 0 - wzorowi
(4.53). Powyższ ↪a form ↪e kwadratow ↪a zmiennych ∆S i ∆V sprowadzamy do postaci kanonicznej. W

tym celu przed ca lość wy l ↪aczamy
(

∂2U
∂S2

)−1

(
∂2U

∂S2

)−1
[(

∂2U

∂S2

)2

(∆S)2 + 2
∂2U

∂S2

∂2U

∂S∂V
∆S∆V +

∂2U

∂S2

∂2U

∂V 2
(∆V )2

]
(4.92)

i pierwsze dwa sk ladniki w nawiasie kwadratowym dope lniamy do kwadratu sumy. W konsekwencji
uzyskujemy(

∂2U

∂S2

)−1 [
∂2U

∂S2
∆S +

∂2U

∂S∂V
∆V

]2
+

[
∂2U

∂V 2
−
(
∂2U

∂S∂V

)2(
∂2U

∂S2

)−1
]

(∆V )2 > 0 (4.93)

Powyższa nierówność musi obowi ↪azywać dla dowolnych odchyleń ∆S i ∆V od stanu równowagi
pocz ↪atkowej. Z powyższego wzoru wynikaj ↪a nast ↪epuj ↪ace dwa warunki

1.
∂2U

∂S2
> 0 . (4.94)

Ponieważ
∂2U

∂S2
=
(
∂T

∂S

)
V,N

=
1

( ∂S
∂T )V,N

=
T

Cv
(4.95)

oraz temperatura bezwzgl ↪edna jest nieujemna, wi ↪ec dostajemy

Cv > 0 . (4.96)

Oznacza to, że pojemność cieplna przy sta lej obj ↪etości u ladu w stabilnych stanach termo-
dynamicznych jest dodatnia. W konsekwencji wzrost temperatury przy ustalonej obj ↪etości
prowadzi do wzrostu energii wewn ↪etrznej.
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2.
∂2U

∂V 2
−
(
∂2U

∂S∂V

)2(
∂2U

∂S2

)−1

> 0 (4.97)

Przekszta lcaj’ac powyższ ↪a nierówność otrzymujemy

0 <
∂2U

∂S2

∂2U

∂V 2
−
(
∂2U

∂S∂V

)2

= −
(
∂p

∂V

)
S

(
∂T

∂S

)
V

+
(
∂T

∂V

)
S

(
∂p

∂S

)
V

=

− ∂(T, p)
∂(S, V )

= − ∂(T, p)
∂(T, V )

∂(T, V )
∂(S, V )

= −
(
∂p

∂V

)
T

1(
∂S
∂T

)
V

= − T

Cv

(
∂p

∂V

)
T

,

(4.98)

co prowadzi do wniosku, że (
∂p

∂V

)
T,N

< 0 . (4.99)

Warunek ten możemy zapisać, pos luguj ↪ac si ↪e definicj ↪a wspó lczynnika ścísliwości izotermicznej
(3.71), w postaci równoważnej

κT = − 1
V

(
∂V

∂p

)
T

> 0 (4.100)

Z powyższej nierówności wynika, że izotermicznemu zwi ↪ekszaniu obj ↪etości stabilnego uk ladu
termodynamicznego towarzyszy zmniejszanie si ↪e jego císnienia.

Zastosowanie warunku stabilności (4.100) do (4.66) prowadzi do wniosku, że dla stabilnego uk ladu
termodynamicznego ciep lo w laściwe przy sta lym císnieniu jest zawsze wi ↪eksze od ciep la w laściwego
przy sta lej obj ↪etości i w konsekwencji jest również wi ↪eksze od zera

cp > cV > 0 . (4.101)

Rozważmy teraz ograniczenia narzucane przez warunki stabilności na ścísliwość adiabatyczn ↪a. Anal-
iza wzoru (4.67) pokazuje, że ścísliwość adiabatyczna jest mniejsza od ścísliwości izotermicznej

κS < κT . (4.102)

Ścísliwość adiabatyczna pozostaje jednak nadal wi ↪eksza od zera, co pokazuje poniższy rachunek(
∂p

∂V

)
S

=
∂(p, S)
∂(V, S)

=
∂(p, S)
∂(V, T )

∂(V, T )
∂(V, S)

=((
∂p

∂V

)
T

(
∂S

∂T

)
V

−
(
∂p

∂T

)
V

(
∂S

∂V

)
T

)(
∂T

∂S

)
V

=(
∂p

∂V

)
T

−
(
∂p

∂T

)2

V

(
∂T

∂S

)
V

=
(
∂p

∂V

)
T

− T

CV

(
∂p

∂T

)2

V

,

(4.103)

czyli wobec warunków stabilności (4.96) i (4.100) stwierdzamy że(
∂p

∂V

)
S

< 0 ⇒ κS > 0 . (4.104)

Na zakończenie warto zwrócić uwag ↪e, że przy wyprowadzaniu warunków stabilności istotne by lo
za lożenie o jednorodności rozważanego poduk ladu. Reakcj ↪a jednorodnego uk ladu na naruszenie
warunków stabilności jego stanu termodynamicznego może być przemiana uk ladu do stanu niejed-
norodnego, np. takiego, w którym jednorodne fazy wspó listniej ↪a ze sob ↪a.
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4.7 Zasada le Chateliera-Brauna

Niektóre zagadnienia termodynamiczne można przeanalizowć pos luguj ↪ac si ↪e fenomenologiczn ↪a za-
sad ↪a le Chateliera-Brauna, zwan ↪a także zasad ↪a przekory. Brzmi ona nast ↪epuj ↪aco:

Bodziec zewen ↪etrzny zak lócaj ↪ac stan równowagi uk ladu wywo luje w nim procesy os labiaj ↪ace skutki
dzia lania tego bodźca.

W celu udowodnienia tej zasady rozważmy uk lad termodynamiczny, którego stan zadany jest
poprzez m parametrów esktensywnych Qi, i = 1, . . . ,m oraz n parametrów intensywnych Zj , j =
m+ 1, . . . ,m+ n. Potencja l termodynamiczny, dla którego Qi oraz Zj s ↪a naturalnymi zmiennymi
oznaczymy Φ(Q1, . . . , Qm, Zm+1, . . . , Zm+n), przy czym

dΦ =
i=m∑
i=1

PidQi −
i=m+n∑
i=m+1

WidZi . (4.105)

Uwag ↪e nasz ↪a skoncentrujemy na dwóch parametrach ekstensywnych: Qb oraz Qp. Sprz ↪eżone z nimi
parametry Pb oraz Pp s ↪a funkcjami Qi, i = 1, . . . ,m oraz Zj , j = m+ 1, . . . ,m+ n

dPs =
i=m∑
i=1

∂Ps

∂Qi
dQi +

i=m+n∑
i=m+1

∂Ps

∂Zi
dZi , s = p, b . (4.106)

Parametr Qb b ↪edzie odgrywa l rol ↪e bodźca zewn ↪etrznego, który powoduje zmiany sprz ↪eżonego z nim
parametru Pb, podczas gdy zmiany parametru Qp odzwierciedlaj ↪a procesy mog ↪ace spontanicznie
przebiegać w uk ladzie.

Rozważmy teraz proces, w trakcie którego niezmienione pozostaj ↪a parametry Pp, Zj , j = m +
1, . . . ,m+ n, oraz Qi, i = 1, . . . ,m z wyj ↪atkiem Qb i Qp. Wówczas poprzednie równanie przyjmuje
postać

0 = dPp =
∂Pp

∂Qp
dQp +

∂Pp

∂Qb
dQb (4.107)

sk ↪ad wynika, że

dQp = −
∂Pp

∂Qb

∂Pp

∂Qp

dQb . (4.108)

Na podstawie (4.105) otrzymujemy tożsamość Maxwella ∂Pp

∂Qb
= ∂Pb

∂Qp
, dzi ↪eki której

dQp = −
∂Pb

∂Qp

∂Pp

∂Qp

dQb . (4.109)

Obliczmy teraz

dPb =
∂Pb

∂Qb
dQb +

∂Pb

∂Qp
dQp (4.110)

sk ↪ad w rozpatrywanym przypadku Pp = const otrzymujemy

(
∂Pb

∂Qb

)
Pp

=
(
∂Pb

∂Qb

)
Qp

−

(
∂Pb

∂Qp

)2

Qb(
∂Pp

∂Qp

)
Qb

. (4.111)
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Na podstawie waruków stabilności analizowanego uk ladu wiemy, że ∂Pp

∂Qp
> 0 a zatem(

∂Pb

∂Qb

)
Pp

<

(
∂Pb

∂Qb

)
Qp

. (4.112)

Wzór powyższy zwany nierówności ↪a Plancka pokazuje, że zmiana parametru Pb wywo lana zmian ↪a
parametru Qb jest mniejsza w sytuacji, gdy parametr Qp może ulegać zmianom aniżeli w sytuacji,
gdy si ↪e nie zmienia. A zatem nierówność Plancka prowadzi do Zasady Le Chateliera - Brauna.

Jako przyk lad nierówności Plancka rozważmy przypadek gdy Qb = S oraz Qp = V . Wówczas
Pb = T oraz Pp = −p i (

∂T

∂S

)
p

<

(
∂T

∂S

)
V

. (4.113)

Ta sk ↪adin ↪ad dobrze znana nierówność cV < cp może być w obecnym kontekście interpretowana w ten
sposób, że dostarczenie do uk ladu pewnej ilości ciep la w mniejszym stopniu spowoduje zwi ↪ekszenie
jego temperatury jeżeli równocześnie nast ↪epuje zmiana obj ↪etości uk ladu, niż w sytuacji gdy obj ↪etość
jest sta la. A zatem ogrzewanie cia la wywo luje w nim procesy prowadz ↪ace do obniżenia jego tem-
peratury.

4.8 Dalsze konsekwencje trzeciej zasady termodynamiki

Posiadaj ↪ac wiedz ↪e o potencja lach termodynamicznych możemy dokończyć rozpocz ↪et ↪a w podrozdziale
3.9 dyskusj ↪e trzeciej zasady termodynamiki.

W pierwszej kolejności przedyskutujmy zwi ↪azki trzeciej zasady termodynamiki z empiryczn ↪a zasad ↪a
Thomsena - Berthelota . W historycznym rozwoju zasada ta poprzedzi la sformu lowanie trzeciej
zasady termodynamiki. Zasada Thomsena-Berthelota zosta la sformu lowana przez chemików w toku
badań reakcji chemicznych. Stwierdzili oni, że stanem równowagi, który ustali si ↪e po zmieszaniu
dwóch reagentów w uk ladzie utrzymywanym w sta lej temperaturze i pod sta lym císnieniem, jest
ten stan, którego osi ↪agni ↪eciu towarzyszy najwi ↪ekszy wyp lyw ciep la. Oczywíscie zasada Thomsena
- Berthelota nie może być ogólnie s luszna, gdyż wiemy, że samorzutnie mog ↪a przebiegać zarówno
reakcje egzotermiczne, jak i endotermiczne. Zasad ↪e Thomsena - Berthelota możemy sformu lować
w równoważny sposób stwierdzaj ↪ac, że stan równowagi minimalizuje entalpi ↪e, gdyż ciep lo odebrane
od uk ladu utrzymywanego pod sta lym císnieniem wyraża si ↪e wzorem

Qp,T = −∆H (4.114)

Jednakże wiemy, że stan równowagi uk ladu podleg lego przemianie izotermiczno - izobarycznej pod
nieobecność pracy nieobj ↪etościowej jest określony przez zasad ↪e minimum potencja lu Gibbsa (entalpii
swobodnej). Na podstawie ogólnych w lasności stwierdzamy, że w procesie izotermicznym

∆G = ∆H − T∆S (4.115)

Z powyższego wzoru wynika, że zasada Thomsena - Berthelota jest s luszna jedynie w punkcie T = 0,
podczas gdy w innych temperaturach może być spe lniona jedynie w przybliżeniu. Z tej przyczyny
w latach późniejszych pod poj ↪eciem zasady Thomsena-Berthelota przyjmowano regu l ↪e g losz ↪ac ↪a, że

lim
T→0

∆G = lim
T→0

∆H . (4.116)
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Problemem pozostaje nadal, dlaczego ∆G = ∆H nie tylko w T = 0 ale w pewnym zakresie tem-
peratur w otoczeniu zera bezwzgl ↪ednego. Aby to wyjaśnić przepiszmy (4.115) w postaci

∆H −∆G
T

= ∆S . (4.117)

Jeśli chcemy zbadać granic ↪e T → 0 to zgodnie z (4.116) po lewej stronie równości otrzymujemy
symbol nieoznaczony. Korzystaj ↪ac z regu ly de l’Hospitala możemy wyrazić granic ↪e jako

lim
T→0

(
∂∆G
∂T

− ∂∆H
∂T

) = lim
T→0

∆S . (4.118)

Jednak zgodnie z postulatem Nernsta (3.80) prawa strona powyższej równości jest równa zeru, wi ↪ec

lim
T→0

∂∆G
∂T

= lim
T→0

∂∆H
∂T

, (4.119)

czyli w temperaturze zera bezwzgl ↪ednego ∆H i ∆G maj ↪a nie tylko identyczne wartości, lecz również
identyczne pochodne.

Z pomoc ↪a tożsamości Maxwella możemy w oparciu o (3.83) wci ↪agn ↪ać wnioski dotycz ↪ace zachowania
wspó lczynnika rozszerzalności cieplnej α (3.73) oraz wspó lczynnika temperaturowego pr ↪eżności β
(3.74) w temperaturze zera bezwzgl ↪ednego. Rozważaj ↪ac izotermiczn ↪a zmian ↪e entropii wywo lan ↪a
infinitezymaln ↪a zmian ↪a císnienia lub obj ↪etości stwierdzamy

lim
T→0

(
∂S

∂p

)
T

= 0 ⇔ − lim
T→0

(
∂V

∂T

)
p

= 0 ⇔ − lim
T→0

(V α) = 0 (4.120)

lim
T→0

(
∂S

∂V

)
T

= 0 ⇔ lim
T→0

(
∂p

∂T

)
V

= 0 ⇔ lim
T→0

(pβ) = 0 , (4.121)

czyli w temperaturze T = 0 znikaj ↪a wspó lczynniki: rozszerzalności termicznej i temperaturowy
pr ↪eżności.
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Rozdzia l 5

Przyk lady uk ladów
termodynamicznych i ich przemian

5.1 Równania stanu

Poprzednie rozdzia ly koncentrowa ly si ↪e na przedstawieniu formalizmu, w szczególności zasad ter-
modynamiki i wniosków z nich wyp lywaj ↪acych. Zastosowanie poznanego formalizmu do rzeczy-
wistych uk ladów wymaga znajomości równań stanu substancji tworz ↪acej uk lad. Równaniem stanu
nazywamy zwi ↪azek pomi ↪edzy parametrami stanu charakteryzuj ↪acymi stany równowagi określonej
substancji. Jak już wspomnielísmy zwi ↪azków tego typu nie jesteśmy w stanie wyprowadzić w ra-
mach termodynamiki fenomenologicznej - musimy znać je sk ↪adin ↪ad, np. na podstawie analizy
danych doświadczalnych, albo też wyprowadzenia z mikroskopowego modelu substancji w oparciu
o formalizm mechaniki statystycznej.

Wśród równań stanu prostego uk ladu termodynamicznego szczególnie istotne s ↪a równania dwóch
typów

– termiczne równanie stanu , zwane zazwyczaj skrótowo równaniem stanu , wyrażaj ↪ace císnienie
jako funkcj ↪e temperatury i obj ↪etości molowej

p = p(T, v) , (5.1)

– kaloryczne równanie stanu, wyrażaj ↪ace molow ↪a energi ↪e wewn ↪etrzn ↪a jako funkcj ↪e temperatury
i obj ↪etości molowej

u = u(T, v) . (5.2)

Znaj ↪ac termiczne i kaloryczne równanie stanu możemy wyznaczyć zwi ↪azek podstawowy dla danej
substancji i w konsekwencji uzyskać wszystkie interesuj ↪ace nas wiadomości. Do wyznaczenia zwi ↪azku
podstawowego wystarczy nawet uboższa informacja, gdyż termiczne i kaloryczne równania stanu
nie s ↪a niezależne. Musz ↪a one bowiem spe lniać ogóln ↪a tożsamość (4.60), co prowadzi do wniosku,
że do uzyskania zwi ↪azku podstawowego wystarczy - prócz znajomości termicznego równania stanu
- znajomość kalorycznego równania stanu dla pewnej ustalonej obj ↪etości molowej.

Wzór (4.60) pozwala nam wyprowadzić ogóln ↪a postać równania stanu dla substancji, której cz ↪astki
nie ulegaj ↪a ani asocjacji, ani dysocjacji. Po obustronnym wyca lkowaniu wzoru(

∂u

∂v

)
T

= T 2

(
∂ p

T

∂T

)
v

, (5.3)

49
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po temperaturze uzyskujemy

p

T
+ ψ(v) =

∫ T 1
T ′2

(
∂u

∂v

)
T ′
dT ′ , (5.4)

gdzie ψ(v) jest pewn ↪a funkcj ↪a obj ↪etości molowej. Ze wzgl ↪edu na dalsze zastosowania wzór ten
wygodnie jest przepisać w postaci

(p+ ξ(T, v))φ(v) = RT , (5.5)

gdzie

ξ(T, v) = −T
∫ T 1

(T ′)2

(
∂u

∂v

)
T ′
dT ′ , (5.6)

φ(v) = − R

ψ(v)
, (5.7)

oraz R = 8, 31434(35) J
K·mol jest sta l ↪a gazow ↪a .

5.2 Gaz doskona ly

Gaz doskona ly jest najprostszym modelem gazu. Jak si ↪e przekonamy w ramach mechaniki statysty-
cznej tworz ↪a go cz ↪astki ze sob ↪a nieoddzia luj ↪ace. W ramach termodynamiki fenomenologicznej gaz
doskona ly definiujemy jako gaz o równaniach stanu

p(T, v) =
RT

v
, (5.8a)

u(T, v) =
∫ T

T0

cv(T ′)dT ′ + u0 . (5.8b)

Zwi ↪azek (5.8a) nosi nazw ↪e równania stanu gazu doskona lego lub równania Clapeyrona .

Zwróćmy uwag ↪e, że wzór (5.8b) postuluje niezależność energii wewn ↪etrznej gazu doskona lego od
obj ↪etości, w tym niezależność cv od v. Pokażemy teraz, że fakt ten jest w lasności ↪a wszystkich gazów
o termicznym równaniu stanu postaci (5.8a), a nie za lożeniem ograniczaj ↪acym ogólność rozważań.
Wykorzystuj ↪ac w tym celu równanie (4.60) dochodzimy do wniosku, że(

∂u

∂v

)
T

= T

(
∂p

∂T

)
v

− p = T
R

v
− p = 0 , (5.9)

czyli, istotnie, energia wewn ↪etrzna musi być niezależna od obj ↪etości.

Aby uzyskać zwi ↪azek podstawowy w postaci parametrycznej musimy teraz wyznaczyć entropi ↪e
molow ↪a w funkcji temperatury i obj ↪etości. Zależność t ↪a możemy wyznaczyć na dwa sposoby.

Pierwszy sposób polega na wykorzystaniu definicji ciep la w laściwego przy sta lej obj ↪etości. Z tej
definicji wynika równość (

∂s

∂T

)
v

=
cv
T

, (5.10)

z której po obustronnym wyca lkowaniu uzyskujemy

s(T, v) =
∫ T

T0

cv(T ′)
T ′

dT ′ + f(v) . (5.11)
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W celu wyznaczenia postaci f(v) wykorzystamy tożsamość Maxwella (4.59), z której wynika

df

dv
=
R

v
, (5.12)

czyli

f(v) = R ln
(
v

v0

)
+ s0 . (5.13)

Ostatecznie

s(T, v) =
∫ T

T0

cv(T ′)
T ′

dT ′ +R ln
(
v

v0

)
+ s0 . (5.14)

Powyższe równanie wraz z (5.8b) tworzy zwi ↪azek podstawowy w postaci parametrycznej. Aby
uzyskać zwi ↪azek podstawowy explicite należy z równania (5.8b) wyznaczyć T = T (u, v) i podstawić
do równania (5.14).

Druga metoda wyznaczenia entropii molowej w funkcji temperatury i obj ↪etości molowej opiera si ↪e
na bezpośrednim wykorzystaniu zwi ↪azku

s =
u

T
+
pv

T
− µ

T
. (5.15)

Podstawiaj ↪ac (5.8a) i (5.8b) uzyskujemy

s(T, v) =
u0

T
+

1
T

∫ T

T0

cv(T ′)dT ′ +R− µ

T
. (5.16)

Musimy teraz znależć wzór określaj ↪acy potencja l chemiczny gazu doskona lego w funkcji temper-
atury i obj ↪etości molowej. Wykorzystajmy w tym celu wzór Gibbsa-Duhema (3.34), do którego
podstawiamy wynikaj ↪ace z równań stanu (5.8a) i (5.8b) wzory na u i v otrzymuj ↪ac

d
(µ
T

)
=

(∫ T

T0

cv(T ′)dT ′
)
d

(
1
T

)
+ u0d

(
1
T

)
+
RT

p
d
( p
T

)
. (5.17)

Przekszta lćaj ↪ac pierwszy wyraz po prawej stronie

−

(∫ T

T0

cv(T ′)dT ′
)
d

(
1
T

)
=

1
T 2

(∫ T

T0

cv(T ′)dT ′
)
dT = d

(∫ T

T0

1
(T ′′)2

(∫ T ′′

T 0
cv(T ′)dT ′

)
dT ′′

)
=

d

(∫ T

T0

∫ T ′

T0

cv(T ′′)
(T ′)2

dT ′′dT ′

)
= d

(∫ T

T0

∫ T

T ′′

cv(T ′′)
(T ′)2

dT ′dT ′′

)
=

d

(∫ T

T0

cv(T ′′)
(

1
T ′′

− 1
T

)
dT ′′

)
(5.18)

uzyskujemy

d
(µ
T

)
= d

(
u0

T
−
∫ T

T0

cv(T ′′)
(

1
T ′′

− 1
T

)
dT ′′

)
+
RT

p
d
( p
T

)
(5.19)

i w konsekwencji

µ

T
=
µ0

T0
+
u0

T
− u0

T0
−
∫ T

T0

cv(T ′)
(

1
T ′
− 1
T

)
dT ′ +R ln

(
p

T

T0

p0

)
. (5.20)
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Zauważmy, że uzyskalísmy przy okazji wzór wyrażaj ↪acy potencja l chemiczny gazu doskona lego w
funkcji temperatury i císnienia:

µ = RT (Φ(T ) + ln
p

p0
) , (5.21)

gdzie

Φ(T ) =
1
R

(∫ T

T0

cv(T ′)
(

1
T
− 1
T ′

)
dT ′ +

µ0

T0
+
u0

T
− u0

T0

)
+ ln

(
T0

T

)
. (5.22)

Wzór (5.20) za pomoc ↪a (5.8a) może być przepisany na zależność od temperatury i obj ↪etości molowej

µ

T
=
µ0

T0
+
u0

T
− u0

T0
−
∫ T

T0

cv(T ′)
(

1
T ′
− 1
T

)
dT ′ +R ln

(v0
v

)
. (5.23)

Podstawiaj ↪ac (5.23) do (5.16) i przyjmuj ↪ac

s0 =
u0

T0
+
p0v0
T0

− µ0

T0
(5.24)

uzyskujemy ponownie (5.14).

Rekapituluj ↪ac nasze roważania stwierdzamy, że zwi ↪azek podstawowy dla gazu doskona lego w postaci
parametrycznej ma postać

U(T, V,N) = N

∫ T

T0

cv(T ′)dT ′ +N
U0

N0
(5.25a)

S(T, V,N) = N

∫ T

T0

cv(T ′)
T ′

dT ′ +NR ln
(
V

N

N0

V0

)
+N

S0

N0
. (5.25b)

W szczególnym przypadku gazu o sta lym cieple w laściwym cv powyższe wzory sprowadzaj ↪a si ↪e do
postaci

U(T, V,N) = Ncv(T − T0) +N
U0

N0
= NcvT (5.26a)

S(T, V,N) = Ncv ln(
T

T0
) +NR ln(

V

N

N0

V0
) +N

S0

N0
(5.26b)

Z pierwszego z równań możemy wyznaczyć temperatur ↪e

T =
U

Ncv
(5.27)

i po podstawieniu do drugiego równania uzyskać zwi ↪azek podstawowy w reprezentacji entropii dla
gazu doskona lego o sta lym cieple w laściwym

S(U, V,N) = N
S0

N0
+NR ln

((
U

U0

)cv/R
V

V0

(
N

N0

)−(1+cv/R)
)

(5.28)

Należy pami ↪etać, że uzyskany wzór nie stosuje si ↪e w dowolnym zakresie temperatur (w szczególności
dla niskich temperatur - sama idea gazu doskona lego traci wówczas sens). Jednakże o zakresie
stosowalności powyższego wzoru do opisu gazów rzeczywistych nie dowiemy si ↪e na podstawie analizy
tego wzoru. Informacj ↪e t ↪e musimy wbudować do teorii, np. w wyniku porównania z doświadczeniem
albo uzyskać j ↪a na podstawie mechaniki statystycznej.
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5.3 Gazy rzeczywiste

Wyniki doświadczalne pokazuj ↪a, że różne substancje w stanie gazowym wykazuj ↪a odst ↪epstwa od
równania stanu gazu doskona lego. Takie gazy nazywamy gazami rzeczywistymi. Definiujemy je
zazwyczaj poprzez termiczne równanie stanu.

Najszerzej znanym gazem rzeczywistym jest gaz van der Waalsa o termicznym równaniu stanu

p =
RT

v − b
− a

v2
, (5.29)

gdzie a i b s ↪a dodatnimi sta lymi wyznaczanymi empirycznie dla danej substancji. Rachunek oparty
na (4.60) pokazuje, że energia wewn ↪etrzna tego gazu jest zależna od obj ↪etości, zaś ciep lo w laściwe
przy sta lej temperaturze od obj ↪etości molowej nie zależy. Znajomość postaci cv(T ) pozwala nam
skonstruować - w sposób analogiczny jak dla gazu doskona lego - zwi ↪azek podstawowy. Zwi ↪azek
podstawowy w postaci parametrycznej dla gazu van der Waalsa ma postać

U(T, V,N) = N
U0

N0
+N

∫ T

T0

cv(T ′)dT ′ − a
N2

V
, (5.30a)

S(T, V,N) = N
S0

N0
+N

∫ T

T0

cv(T ′)
T ′

dT ′ +NR ln
(
V −Nb

N

)
. (5.30b)

Warto zauważyć, że energia wewn ↪etrzna gazu van der Waalsa zależy tylko od parametru a, nie
zależy zaś od b, natomiast jego entropia odwrotnie - zależy od b i nie zależy od a.

Innym przyk ladem gazu rzeczywistego może być gaz Berthelota o równaniu stanu(
p+

a

Tv2

)
(v − b) = RT . (5.31)

Równania stanu gazu van der Waalsa i gazu Berthelota - podobnie jak jakiegokolwiek gazu o
równaniu stanu postaci (5.5) - nie uwzgl ↪edniaj ↪a zjawiska asocjacji, czy ewentualnie dysocjacji
cz ↪asteczek. Przyk ladem równania stanu gazu uwzgl ↪edniaj ↪acego asocjacj ↪e cz ↪asteczek jest równanie
stanu gazu Dietericiego

p(v − b) = RT exp
(
− a

RTv

)
. (5.32)

Wśród równań stanu gazów rzeczywistych szczególnie ważn ↪a rol ↪e odgrywa wirialne równanie stanu

p =
RT

v

[
1 +

∞∑
n=2

Bn(T )
vn−1

]
. (5.33)

Funkcja Bn(T ) nosi nazw ↪e n-tego wspó lczynnika wirialnego. Termiczne równanie stanu danego gazu
zostaj ↪a w pe lni określone poprzez podanie wartości jego wszystkich wspó lczynników wirialnych.

Wirialne równanie stanu ma charakter rozwini ↪ecia císnienia w szereg wzgl ↪edem v0
v - gdzie v0 określa

skal ↪e obj ↪etości molowej - w zwi ↪azku z czym cz ↪esto jest określane jako rozwini ↪ecie wirialne . Dowolne
równanie stanu w wyniku standardowej procedury rozwijania w szereg może być zapisane w postaci
rozwini ↪ecia wirialnego . Przyk ladowo prosta obserwacja pokazuje, że dla gazu doskona lego wszystkie
wspó lczynniki wirialne s ↪a równe zeru, zaś po krótkich rachunkach stwierdzamy, że dla gazu van der
Waalsa

B2(T ) = b− a

RT
, ∀n>2 Bn(T ) = bn−1 . (5.34)
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Jak już wspomnielísmy do pe lnego określenia w laściwości uk ladu potrzebna jest znajomość wszys-
tkich wspó lczynników wirialnych. Jednak cz ↪esto w praktyce dane doświadczalne s ↪a wystarczy zna-
jomość kilku pierwszych. Gdy badamy uk lad w obszarze dużych obj ↪etości molowych szereg w (??)
możemy obci ↪ać po odpowiedniej liczbie wyrazów. W szczególności w obszarze bardzo dużych v

Q(T, v) ≈ 1 , (5.35)

czyli w niskich císnieniach i wysokich temperaturach gazy rzeczywiste zachowuj ↪a si ↪e jak gaz doskona ly.
Dla nico mniejszych wartości v

Q(T, v) ≈ 1 +
B2(T )
v

. (5.36)

Widzimy, że w tym przypadku gaz rzeczywisty b ↪edzie si ↪e zachowywa l jak gaz doskona ly, gdy jego
drugi wspó lczynnik wirialny b ↪edzie równy zeru. Temperatur ↪a Boyle’a TB nazywamy temperatur ↪e,
w której znika drugi wspó lczynnik wirialny

B2(TB) = 0 . (5.37)

W temperaturze Boyle’a rozrzedzony gaz rzeczywisty zachowuje si ↪e jak gaz doskona ly.

Przedstawione rozwini ↪ecie wirialne prowadzone by lo wzgl ↪edem obj ↪etości. W praktyce konieczne
jest niekiedy prowadzenie rozwini ↪ecia wzgl ↪edem císnienia. Wówczas

v =
RT

p
R(T, p) , (5.38)

gdzie

R(T, p) = 1 +
∞∑

n=2

Cn(T )pn−1 . (5.39)

5.4 Najprostsze procesy termodynamiczne

Najprostszymi procesami termodynamicznymi s ↪a procesy odpowiadaj ↪ace ustaleniu jednego z para-
metrów termodynamicznych uk ladu, np. císnienia, czy temperatury. Procesy tego typu pos lugiwalísmy
si ↪e już w poprzednich rozdzia lach - tutaj zbierzemy ich określenia w jednym miejscu. I tak:

– procesem izotermicznym nazywamy proces zachodz ↪acy przy ustalonej temperaturze. Krzyw ↪a
w przestrzeni stanów określaj ↪ac ↪a przebieg procesu izotermicznego nazywamy izoterm ↪a .

– procesem izobarycznym nazywamy proces zachodz ↪acy przy ustalonym císnieniu. Krzyw ↪a w
przestrzeni stanów określaj ↪ac ↪a przebieg procesu izobarycznego nazywamy izobar ↪a .

– procesem izochorycznym nazywamy proces zachodz ↪acy przy ustalonej obj ↪etości. Krzyw ↪a w
przestrzeni stanów określaj ↪ac ↪a przebieg procesu izochorycznego nazywamy izochor ↪a .

Znajomość równania Clapeyrona (5.8a) pozwala określić zachowanie gazu doskona lego podczas
wymienionych przemian. Możemy przedstawić w postaci trzech praw:

– prawo Boyle’a - Mariotte’a : iloczyn císnienia i obj ↪etości gazu doskona lego w trakcie przemiany
izotermicznej pozostaje sta ly

pV = const ; (5.40)

– prawo Gay - Lussaca : iloraz obj ↪etości i temperatury gazu doskona lego w trakcie przemiany
izobarycznej pozostaje sta ly

V

T
= const ; (5.41)
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– prawo Charlesa : iloraz císnienia i temperatury gazu doskona lego w trakcie przemiany izo-
chorycznej pozostaje sta ly

p

T
= const . (5.42)

Powyższe prawa przedstawione jako wniosek z równania stanu gazu doskona lego wydaj ↪a si ↪e try-
wialne. Jednak w historycznym rozwoju fizyki zosta ly one sformu lowane na podstawie badań
doświadczalnych i to w laśnie one stanowi ly podstaw ↪e do skonstruowania równania stanu gazu
doskona lego.

Na zakończenie niniejszego podrozdzia lu rozważmy konsekwencje styczności izotermy lub adiabaty
do krzywej określaj ↪acej przebieg jakiegoś procesu. Dla uproszczenia ustalmy, że proces przebiega
przy ustalonej liczbie moli N , a krzywe wykreślane s ↪a w p laszczyźnie p−V . Dla zadanego procesu,
w trakcie którego ustalony jest parametr π efekt cieplny przy infinitezymalnej zmianie obj ↪etości
wyraża si ↪e wzorem

d̄Q|π = TdS|π = T

(
∂S

∂V

)
π

dV . (5.43)

Styczność krzywej określaj ↪acej przebieg procesu do adiabaty oznacza(
∂p

∂V

)
π

=
(
∂p

∂V

)
S

. (5.44)

Wiemy jednak, że w ogó lności(
∂p

∂V

)
π

=
(
∂p

∂V

)
S

+
(
∂p

∂S

)
V

(
∂S

∂V

)
π

, (5.45)

wi ↪ec porównuj ↪ac z (5.44) stwierdzamy, że w punkcie styczności(
∂S

∂V

)
π

= 0 , (5.46)

czyli d̄Q = 0. W punkcie styczności krzywej określaj ↪acej przebieg procesu i adiabaty efekt cieplny
staje si ↪e równy zeru. Gdy krzywe te nie przecinaj ↪a si ↪e w punkcie tym ulega zmianie kierunek
przep lywu ciep la.

Analogicznie dla przypadku styczności krzywej określaj ↪acej proces i izotermy. Efekt termiczny przy
infinitezymalnej zmianie obj ↪etości

dT =
(
∂T

∂V

)
π

dV . (5.47)

W punkcie styczności (
∂p

∂V

)
π

=
(
∂p

∂V

)
T

. (5.48)

wi ↪ec z ogólnego wzoru (
∂p

∂V

)
π

=
(
∂p

∂V

)
T

+
(
∂p

∂T

)
V

(
∂T

∂V

)
π

, (5.49)

wynika (
∂T

∂V

)
π

= 0 , (5.50)

czyli dT = 0. W punkcie styczności krzywej określaj ↪acej przebieg procesu i izotermy efekt termiczny
staje si ↪e równy zeru. Jeśli krzywe te w punkcie styczności nie przecinaj ↪a si ↪e to w punkcie tym ulega
zmianie charakter efektu termicznego.
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5.5 Proces Joule’a

Proces Joule’a polega na swobodnym, adiabatycznym rozpr ↪eżaniu gazu do próżni. W przypadku
swobodnego rozpr ↪eżania do próżni gaz nie wykonuje pracy jak również nie pobiera ciep la (proces
jest adiabatyczny). Oznacza to, że w procesie Joule’a energia wewn ↪etrzna nie ulega zmianie. Wyz-
naczymy zmian ↪e temperatury oraz zbadamy zmian ↪e entropii podczas procesu, w trakcie którego gaz
rozpr ↪eży l si ↪e od pocz ↪atkowej obj ↪etości Vp do końcowej obj ↪etości Vk. Za lóżmy, że procesowi Joule’a
zosta lo poddanych N moli gazu opisanego przez równania

p = p(T, v) , cv = cv(T, v) . (5.51)

Ponieważ proces Joule’a przebiega przy sta lej energii wewn ↪etrznej oraz liczbie moli to zmiana tem-
peratury gazu wyraża si ↪e wzorem

∆T =
∫ Tk

Tp

dT =
∫ vk

vp

(
∂T

∂v

)
u

dv =
∫ vk

vp

κJdv , (5.52)

gdzie κJ =
(

∂T
∂v

)
u

nosi nazw ↪e wspó lczynnika Joule’a . Pos luguj ↪ac si ↪e wzorami na przekszta lcanie
pochodnych termodynamicznych wspó lczynnik ten możemy przepisać jako

κJ = −
(

∂u
∂v

)
T(

∂u
∂T

)
v

(5.53)

i po wykorzystaniu definicji ciep la w laściwego oraz wzoru (4.60) otrzymujemy

κJ =
1
cv

(
p− T

(
∂p

∂T

)
v

)
. (5.54)

Efekt cieplny procesu Joule’a jest zależny od znaku wspó lczynnika Joule’a. Jak  latwo si ↪e przekonać
w przypadku gazu doskona lego wspó lczynnik Joule’a jest tożsamościowo równy zeru i w tym procesie
gaz doskona ly nie zmienia swej temperatury. W przypadku gazu van der Waalsa

κJ,vdW = − a

cv(T )v2
. (5.55)

A zatem w procesie Joule’a gaz van der Waalsa zmniejsza sw ↪a temperatur ↪e.

Rozważmy teraz zmian ↪e entropii w procesie Joule’a. Ograniczmy si ↪e do procesu infinitezymalnego.
Wówczas

δs =
(
∂s

∂v

)
u

δv =
p

T
δv . (5.56)

Ponieważ w procesie Joule’a δv > 0, wi ↪ec również δs > 0. Proces Joule’a jest wi ↪ec nieodwracalnym
procesem adiabatycznym. Jego nieodwracalność wynika z oczywistego faktu, że nie jest on kwazis-
tatyczny. Należy jednak zwrócić uwag ↪e, że może on być przeprowadzony w sposób pseudostatyczny.

5.6 Proces Joule’a - Thomsona

Proces Joule’a - Thomsona polega na powolnym przeciskaniu gazu poprzez porowat ↪a przegrod ↪e z
jednego poduk ladu do drugiego przy ustalonych wartościach císnień w obu poduk ladach (równych
odpowiednio pA i pB , pA > pB) i przy adiabatycznym os loni ↪eciu ca lego uk ladu. Sta lość císnień
gazu w każdym z poduk ladów zapewniona jest dzi ↪eki powolnemu ruchowi t loków ograniczaj ↪acych
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te poduk lady. Ruch t loka w poduk ladzie o wi ↪ekszym císnieniu zwi ↪azany jest ze zmniejszaniem
jego obj ↪etości w trakcie przechodzenia gazu przez porowat ↪a przegrod ↪e; w poduk ladzie o mniejszym
císnieniu ruchowi t loka towarzyszy zwi ↪ekszanie jego obj ↪etości.

W pierwszej kolejności wykażemy, że proces Joule’a - Thomsona jest procesem izoentalpowym. W
tym celu rozważmy proces, w wyniku którego obj ↪etość poduk ladu A zmniejszy la si ↪e z VA,p do
VA,k, zaś poduk ladu B zwi ↪ekszy la z VB,p do VB,k. Rozważmy bilans energii wewn ↪etrznej w trakcie
procesu. Wobec adiabatycznej izolacji uk ladu

UA+B,k = UA+B,p +W , (5.57)

gdzie W oznacza prac ↪e mechaniczn ↪a wykonan ↪a nad uk ladem A+B. Praca ta - dzi ↪eki sta lości císnień
w obu poduk ladach - wyraża si ↪e wzorem

W = −pA(VA,k − VA,p)− pB(VB,k − VB,p) . (5.58)

Po podstawieniu do (5.57) uzyskujemy

UA+B,p + pAVA,p + pBVB,p = UA+B,k + pAVA,k + pBVB,k . (5.59)

Wykorzystuj ↪ac definicj ↪e entalpii oraz addytywność energii wewn ↪etrznej i entalpii otrzymujemy, że

HA+B,p = HA+B,k . (5.60)

�

W szczególności można rozważyć taki proces Joule’a-Thomsona, w którym ca ly gaz zawarty pocz ↪atkowo
w poduk ladzie A zostaje przepchni ↪ety do poduk ladu B. Wtedy VB,p = 0, VA,k = 0 oraz UA,k = 0,
UB,p = 0.

Zbadajmy teraz zmian ↪e temperatury gazu przepchni ↪etego w procesie Joule’a-Thomsona z po-
duk ladu A do poduk ladu B. Niech procesowi b ↪edzie poddanych N moli gazu opisanego równaniami

p = p(T, v) i cv = cv(T, v) . (5.61)

Ograniczmy si ↪e do procesu infinitezymalnego. Wówczas zmiany temperatury δT = TB − TA i
císnienia δp = pB − pA < 0 zwi ↪azane s ↪a wzorem

δT = κJT δp , (5.62)

gdzie κJT =
(

∂T
∂p

)
H,N

nosi nazw ↪e wspó lczynnika Joule’a-Thomsona . Wspó lczynnik Joule’a -

Thomsona możemy przekszta lcić pos luguj ↪ac si ↪e procedur ↪a redukcji pochodnych cz ↪astkowych

κJT = −
(∂H

∂p )T

(∂H
∂T )p

(5.63)

Wykorzystuj ↪ac (
∂H

∂p

)
T

= T

(
∂S

∂p

)
T

+ V = −T
(
∂V

∂T

)
p

+ V = −V (Tα− 1) (5.64)

oraz (
∂H

∂T

)
p

= T

(
∂S

∂T

)
p

= Cp (5.65)



58 ROZDZIA L 5. PRZYK LADY UK LADÓW TERMODYNAMICZNYCH I ICH PRZEMIAN

otrzymujemy
κJT =

v

cp
(Tα− 1) . (5.66)

Kierunek zmiany temperatury jest zależny od znaku wyrażenia Tα − 1. W przypadku, gdy jest
ono wi ↪eksze od zera mamy do czynienia ze spadkiem temperatury, gdy jest mniejsze od zera - ze
wzrostem temperatury zaś gdy jest równe zeru - temperatura nie ulega zmianie. Punkt w przestrzeni
stanów uk ladu termodynamicznego, w którym znika wspó lczynnik Joule’a-Thomsona nosi nazw ↪e
punktu inwersji. Temperatura odpowiadaj ↪aca temu punktowi nosi nazw ↪e temperatury inwersji Ti

κJT (Ti, p) = 0 , (5.67)

gdzie jako drug ↪a zmienn ↪a niezależn ↪a przyj ↪elísmy císnienie p. Krzywa w przestrzeni stanów uk ladu
- zadanych np. poprzez temperatur ↪e i císnienie - określona równaniem

Tα− 1 = 0 (5.68)

nosi nazw ↪e krzywej inwersji . Znajomość krzywej inwersji dla konkretnego gazu posiada istotne
znaczenie z punktu widzenia wykorzystania procesu Joule’a-Thomsona do ch lodzenia tego gazu.

Dla gazu doskona lego wspó lczynnik Joule’a - Thomsona jest tożsamościowo równy zeru; gaz doskona ly
poddany procesowi Joule’a - Thomsona nie zmienia swej temperatury. Wyznaczenie krzywej inwer-
sji w przypadku gazu van der Waalsa jest trudniejsze. Bezpośrednie wykorzystanie wzoru (5.68)
wymaga uprzedniego rozwi ↪azania równania stanu (5.29) wzgl ↪edem v. W wypadku gazu van der
Waalsa jest to oczywíscie możliwe, gdyż uzyskiwane równanie na v jest równaniem algebraicznym
trzeciego stopnia. Do wyznaczenia krzywej inwersji użyjemy jednak innego sposobu, użytecznego
również w przypadku, gdy równanie stanu danego gazu rzeczywistego nie daje si ↪e analitycznie
rozwi ↪azać wzgl ↪edem v. Przepiszmy wspó lczynnik Joule’a-Thomsona w taki sposób, by wyst ↪epowa ly
w nim pochodne

(
∂p
∂T

)
v
,
(

∂p
∂v

)
T

, które można wyznaczyć na podstawie znajomości termicznego

równania stanu. Zgodnie z (5.66) na podstawie wzorów na przekszta lcanie pochodnych otrzymu-
jemy

κJT =
v

cp

−T
v

(
∂p
∂T

)
v(

∂p
∂v

)
T

− 1

 = −
T
(

∂p
∂T

)
v

+ v
(

∂p
∂v

)
T

cp

(
∂p
∂v

)
T

. (5.69)

Punkt inwersji odpowiada zerowaniu si ↪e wspó lczynnika Joule’a - Thomsona, wi ↪ec równanie go
określaj ↪ace ma postać

T

(
∂p

∂T

)
v

+ v

(
∂p

∂v

)
T

= 0 . (5.70)

Obliczamy wyst ↪epuj ↪ace w powyższym wzorze pochodne uzyskuj ↪ac(
∂p

∂T

)
v

=
R

v − b
, (5.71a)

(
∂p

∂v

)
T

= − RT

(v − b)2
+

2a
v3

(5.71b)

Po podstawieniu powyższych wyrażeń do wzoru (5.70) otrzymujemy temperatur ↪e inwersji w funkcji
obj ↪etości molowej v

Ti(v) =
2a
Rb

(
1− b

v

)2

. (5.72)
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Aby wyznaczyć temperatur ↪e inwersji w funkcji císnienia należy znaleźć zwi ↪azek mi ↪edzy císnieniem
a obj ↪etości ↪a molow ↪a na izotermie inwersji. Z równania stanu gazu van der Waalsa

p =
RTi

v − b
− a

v2
(5.73)

uzyskujemy równanie kwadratowe wzgl ↪edem 1
v

3a
1
v2
− 2a

b

1
v

+ p = 0 , (5.74)

którego rozwi ↪azania dla p < a
3b2 s ↪a postaci

1
v

=
1
3b

(
1±

√
1− 3

pb2

a

)
. (5.75)

Krzywa inwersji gazu van der Waalsa wyraża si ↪e zatem wzorem

Ti(p) =
8a

9Rb

(
1∓ 1

2

√
1− 3pb2

a

)2

. (5.76)

Widzimy, że dla każdej wartości císnienia p < a
3b2 istniej ↪a dwie temperatury inwersji: Ti> i Ti<,

przy czym dla T > Ti> lub T < Ti< w procesie Joule’a-Thomsona gaz van der Waalsa podwyższa
sw ↪a temperatur ↪e, zaś dla Ti> > T > Ti< - obniża.

Na zakończenie tej cz ↪eści rozważmy zmian ↪e entropii gazu podlegaj ↪acego procesowi Joule’a - Thom-
sona. W przypadku przemiany infinitezymalnej wynosi ona

δS = (
∂S

∂p
)H,Nδp = −V

T
δp > 0 , (5.77)

czyli w rozważanym procesie - mimo os lony adiabatycznej - nast ↪epuje wzrost entropii uk ladu. Oz-
nacza to, że proces Joule’a-Thomsona jest nieodwracalny.
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Rozdzia l 6

Maszyny termodynamiczne

6.1 Wprowadzenie

Problem przemiany ciep la na prac ↪e leg l u korzeni termodynamiki i do dnia dzisiejszego jest jednym z
jej klasycznych zagadnień. Urz ↪adzenie, którego zadaniem jest wykonanie pracy kosztem pobranego
ciep la nazywamy maszyn ↪a ciepln ↪a . Maszyn ↪e ciepln ↪a dzia laj ↪ac ↪a cyklicznie nazywamy silnikiem
cieplnym .

Z zagadnieniem maszyn cieplnych ścísle zwi ↪azane s ↪a zagadnienia maszyn grzewczych - urz ↪adzeń
przekazuj ↪acych energi ↪e w formie ciep la do cia la o wyższej temperaturze kosztem energii cia la
o temperaturze niższej oraz pobranej pracy, oraz maszyn ch lodniczych , tj. urz ↪adzeń, których
zadaniem jest utrzymanie uk ladu w temperaturze niższej od temperatury otoczenia. Maszyn ↪e
grzewcz ↪a dzia laj ↪ac ↪a cyklicznie nazywamy pomp ↪a ciepln ↪a , a maszyn ↪a ch lodnicz ↪a dzia laj ↪ac ↪a cyk-
licznie - ch lodziark ↪a .

Przed przyst ↪apieniem do dok ladniejszego omówienia podstaw dzia lania maszyn termodynamicznych
podamy dwa klasyczne sformu lowania drugiej zasady termodynamiki, tzw. zasad ↪e Kelvina i zasad ↪e
Clausiusa. Choć obie te zasady s ↪a równoważne drugiej zasadzie sformu lowanej w rozdziale drugim to
ich znajomość czyni dyskusj ↪e podstaw dzia lania maszyn termodynamicznych bardziej przejrzyst ↪a.

6.2 Zasada Kelvina i zasada Clausiusa

Druga zasada termodynamiki, zwana potocznie zasad ↪a wzrostu entropii, eliminuje z naszych rozważań
te procesy termodynamiczne, które wprawdzie s ↪a zgodne z pierwsz ↪a zasad ↪a termodynamiki (czyli
z zasad ↪a zachowania energii dla uk ladów termodynamicznych) ale pozostaj ↪a w konflikcie z za-
sad ↪a wzrostu entropii. Zarazem narzuca ona pewne ograniczenia na funkcjonowanie wymienionych
powyżej maszyn termodynamicznych. W tradycyjnych sformu lowaniach drugiej zasady operuje si ↪e
bezpośrednio tymi ograniczeniami. Przytoczymy sformu lowania pochodz ↪ace od Kelvina i Clausiusa.

Zasada Kelvina : Nie istnieje silnik cieplny, którego dzia lania jedynym efektem jest odebranie ciep la
ze zbiornika ciep la i wykonanie równoważnej mu pracy.

Silnik o takiej w lasności nazywamy perpetuum mobile drugiego rodzaju . Zasad ↪e Kelvina możemy
wi ↪ec wyrazić krócej mówi ↪ac, że nie istnieje perpetuum mobile drugiego rodzaju.

Zasada Clausiusa : Nie istnieje pompa cieplna, której dzia lania jedynym efektem jest przekazanie
pewnej ilości ciep la od cia la zimniejszego do cieplejszego.

61
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Na wybranych przyk ladach uk ladów termodynamicznych wykażemy równoważność zasady Kelvina,
Clausiusa i drugiej zasady termodynamiki.

– Druga zasada termodynamiki ⇒ Zasada Kelvina
Rozważmy izolowany uk lad z lożony z silnika S, zbiornika ciep la Z o sta lej temperaturze T
i kwazistatycznego źród la pracy M , w którym magazynowana jest praca wykonywana przez
silnik. Zastosowanie do tego uk ladu drugiej zasady termodynamiki (prawa wzrostu entropii)
daje

∆SS + ∆SZ + ∆SM ≥ 0 . (6.1)

Wobec cykliczności dzia lania silnika ∆SS = 0 oraz w laściwości kwazistatycznego źród la pracy
∆SM = 0 otrzymujemy

∆SZ ≥ 0 . (6.2)

Jedynym procesem dotycz ↪acym zbiornika ciep la jest pobranie zeń ciep la Q

∆Sz = −
∮

d̄Q
T

= − 1
T

∮
d̄Q = −Q

T
(6.3)

i po skorzystaniu z (6.2) otrzymujemy

Q ≤ 0 . (6.4)

A zatem oddane przez zbiornik ciep lo musi być niedodatnie, co potwierdza zasad ↪e Kelvina.
– Zasada Kelvina ⇒ Druga zasada termodynamiki

W tym przypadku zastosujemy dowód przez sprowadzenie do niedorzeczności. Za lóżmy, że
istnieje proces w os loni ↪etym adiabatycznie uk ladzie z lożonym z silnika S, zbiornika ciep la Z o
sta lej temperaturze T oraz kwazistatycznego źród la pracy M , podczas którego entropia maleje

∆SS + ∆SZ + ∆SM < 0 . (6.5)

Jednak wówczas - prowadz ↪ac identyczn ↪a analiz ↪e jak w poprzednim punkcie - stwierdzamy że

Q > 0 , (6.6)

co zaprzecza zasadzie Kelvina.

W ten sposób wykazalísmy równoważność zasady Kelvina i drugiej zasady termodynamiki. Aby
wykazać s luszność zasady Clausiusa wystarczy teraz pokazać jej równoważność z zasad ↪a Kelvina.

– Zasada Kelvina ⇒ Zasada Clausiusa
Przeprowadzimy dowód metod ↪a sprowadzenia do niedorzeczności. Za lóżmy, że istnieje urz ↪adzenie,
którego jedynym efektem dzia lania jest przekazanie pewnej ilości ciep la Q− > 0 od cia la
zimniejszego do cieplejszego. Nast ↪epnie sprz ↪egamy to urz ↪adzenie z silnikiem dzia laj ↪acym
mi ↪edzy dwoma cia lami, zimniejszym (Z−) i cieplejszym (Z+). Z cia la Z+ pobrane zostaje
ciep lo Q+, które zostaje w cz ↪eści zamienione na prac ↪e W = Q+ − Q−, a w cz ↪eści odprowad-
zone do zbiornika Z−. Efektem tego cyklu jest pobranie ciep la Q+ − Q− ze zbiornika Z+ i
wykonanie równoważnej mu pracy, co zaprzecza zasadzie Kelvina.

– Zasada Clausiusa ⇒ Zasada Kelvina
Podobnie jak w poprzednim przypadku przeprowadzimy dowód przez sprowadzenie do niedorzeczności.
Za lóżmy, że istnieje urz ↪adzenie zamieniaj ↪ace w ca lości określon ↪a ilość ciep la Q+ pobranego ze
zbiornika Z+ na prac ↪e W . Proces ten  l ↪aczymy z pomp ↪a ciepln ↪a dzia laj ↪ac ↪a mi ↪edzy zbiornikami
Z+ i Z−. Praca W jest wówczas wykorzystana przez pomp ↪e do pobrania ciep la Q− ze zbiornika
Z− i przekazania go do zbiornika Z+. Jedynym efektem ca lego procesu jest przekazanie ciep la
Q− od zbiornika zimniejszego do zbiornika cieplejszego, co zaprzecza zasadzie Clausiusa.

Widzimy zatem, że zasada Kelvina jest równoważna zasadzie Clausiusa.
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6.3 Dzia lanie maszyn termodynamicznych

Znaj ↪ac ograniczenia wynikaj ↪ace z drugiej zasady termodynamiki możemy zobrazować schematy
dzia lania poszczególnych maszyn termodynamicznych.

W pierwszej kolejności rozważmy przypadek silnika cieplnego. Niech w czasie jednego cyklu silnik
wykonuje prac ↪e W , przy czym w trakcie cyklu pobiera z otoczenia ciep lo Q+ oraz oddaje do
otoczenia ciep lo Q− 1

W czasie cyklu zmiana energii wewn ↪etrznej silnika wynosi zero, wi ↪ec z pierwszej zasady termody-
namiki uzyskujemy

0 = ∆U = Q+ − (W +Q−) , (6.7)

czyli
W = Q+ −Q− . (6.8)

Zgodnie z nierówności ↪a Clausiusa ∮
d̄Q
T
≤ 0 . (6.9)

Rozdzielmy cykl na odcinki odpowiadaj ↪ace poszczególnym kierunkom przep lywu ciep la mi ↪edzy
silnikiem a otoczeniem ∫

+

d̄Q+

T
−
∫
−

d̄Q−
T

≤ 0 . (6.10)

Temperatur ↪e w pierwszej ca lce oszacujmy przez najwyższ ↪a temperatur ↪e osi ↪agan ↪a w trakcie cyklu,
zaś w drugiej - przez najniższ ↪a. Ponieważ

1
T
≥ 1
Tmax

i − 1
T
≥ − 1

Tmin
, (6.11)

wi ↪ec
1

Tmax

∫
+

d̄Q+ −
1

Tmin

∫
−

d̄Q− ≤
∫

+

d̄Q+

T
−
∫
−

d̄Q−
T

(6.12)

i w konsekwencji
Q+

Tmax
− Q−
Tmin

≤ 0 , (6.13)

czyli

Q− ≥
Tmin

Tmax
Q+ . (6.14)

Po podstawieniu do (6.8) otrzymujemy oszacowanie pracy wykonanej przez silnik

W ≤ Q+

(
1− Tmin

Tmax

)
. (6.15)

Wydajność ηs silnika cieplnego definiujemy jako stosunek wykonanej przez silnik pracy W do po-
branego ciep la Q+

ηs =
W

Q+

. (6.16)

1B ↪edziemy stosować konwencj ↪e, zgodnie z któr ↪a ciep lo i prac ↪e odebrane od uk ladu oznaczamy symbolami Q i W , a ciep lo
i prac ↪e dostarczone do uk ladu oznaczamy symbolami Q i W .
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Należy pami ↪etać, że we wzorze na sprawność silnika cieplnego w liczniku wyst ↪epuje praca netto
wykonana przez silnik w czasie cyklu, czyli różnica mi ↪edzy prac ↪a wykonywan ↪a przez silnik na
poszczególnych odcinkach cyklu oraz prac ↪a wykonywan ↪a nad silnikiem na pozosta lych odcinkach,
zaś w mianowniku - ilość ciep la dostarczonego do uk ladu (a nie ciep lo netto dostarczone do silnika w
czasie cyklu). W tym miejscu należy zwrócić uwag ↪e na możliwość zmiany kierunku efektu cieplnego
jednej przemiany, na co wskazuje analiza z podrozdzia lu 5.4.

W oparciu o (6.15) uzyskujemy oszacowanie sprawności silnika cieplnego

ηs ≤ 1− Tmin

Tmax
. (6.17)

Równość w powyższym wzorze może być zrealizowana jedynie w przypadku, gdy silnik dzia la w
sposób odwracalny, przy czym oczywíscie nie każdy silnik dzia laj ↪acy w sposób odwracalny b ↪edzie
mia l sprawność odpowiadaj ↪ac ↪a sprawności maksymalnej. Silnik, w którym przebiega proces nieod-
wracalny ma sprawność mniejsz ↪a od silnika opartego na procesie odwracalnym. Ponadto ze wzoru
powyższego wynika, że wobec nieosi ↪agalności temperatury zera bezwzgl ↪ednego sprawność silnika
cieplnego jest zawsze mniejsza od jedności.

Przejdźmy teraz do przypadku pompy cieplnej. Niech w pojedynczym cyklu swojego dzia lania
maszyna grzewcza dostarcza do ogrzewanego pomieszczenia o temperaturze T+ ciep lo Q+ kosztem
ciep la Q− pobranego z otoczenia o temperaturze T− < T+ oraz pracy W wykonanej nad pomp ↪a.
Na podstawie bilansu energii

0 = ∆U = W +Q− −Q+ (6.18)

otrzymujemy
W = Q+ −Q− , (6.19)

natomiast na podstawie zasady wzrostu entropii ca lego uk ladu otrzymujemy

−Q+

T+
+
Q−
T−

≤ 0 , (6.20)

sk ↪ad wynika

Q− ≤ Q+
T−
T+

. (6.21)

Prac ↪e pobran ↪a przez pomp ↪e ciepln ↪a możemy wi ↪ec oszacować jako

W ≥ Q+

(
1− T−

T+

)
. (6.22)

Sprawność ηp pompy cieplnej definiujemy jako stosunek ciep la dostarczonego do ogrzewanego pomieszczenia
do pracy pobranej przez pomp ↪a ciepln ↪a

ηp =
Q+

W
. (6.23)

W oparciu o oszacowanie i po podstawieniu wzoru na prac ↪e W otrzymujemy

ηp ≤
T+

T+ − T−
, (6.24)

przy czym maksymalna sprawność może wyst ↪apić jedynie w pompie cieplnej dzia laj ↪acej w sposób
odwracalny. Pompa cieplna dzia laj ↪aca nieodwracalnie ma sprawność mniejsz ↪a niż pompa dzia laj ↪aca
odwracalnie. Gdy temperatura otoczenia pompy cieplnej d ↪aży do zera jej sprawność d ↪aży do
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jedności. Zauważmy jednak, że powyższa definicja nie narzuca górnego ograniczenia na sprawności
pompy cieplnej; ηp →∞, gdy T+ → T−. Oznacza to, że pompa dzia la najsprawniej przy niewielkich
różnicach temperatur mi ↪edzy wn ↪etrzem ogrzewanego pomieszczenia a jego otoczeniem.

Na koniec rozważmy przypadek ch lodziarki (b ↪adź klimatyzatora). Jednostkowy cykl takiej maszyny
ch lodz ↪acej polega na odebraniu ciep la Q− z wn ↪etrza ch lodziarki o temperaturze T− (b ↪adź - w przy-
padku klimatyzatora - wn ↪etrza klimatyzowanego pomieszczenia). Odbywa si ↪e to kosztem pracy
W wykonanej nad ch lodziark ↪a przy czym zarazem do jej otoczenia o temperaturze T+ przekazane
zostaje ciep lo Q+. Ch lodziarka dzia la wi ↪ec w sposób analogiczny jak pompa cieplna - oba te
urz ↪adzenia transportuj ↪a energi ↪e z cia la zimniejszego do cia la cieplejszego. Różnica polega na tym,
że zadaniem pompy cieplnej jest dalsze ogrzanie cia la cieplejszego (otoczenie ma niższ ↪a temper-
atur ↪e), podczas gdy zadaniem ch lodziarki jest dalsze och lodzenie jej wn ↪etrza (otoczenie ma wyższ ↪a
temperatur ↪e). Z powyższych przyczyn analiza bilansu energii jest identyczna jak w przypadku
pompy cieplnej i prowadzi do wzoru na prac ↪e wykonan ↪a nad ch lodziark ↪a w postaci

W ≥ Q−

(
T+

T−
− 1
)

. (6.25)

Wspó lczynnik ηl sprawności ch lodziarki definiujemy jako stosunek pobranego ciep la do pobranej
pracy

ηl =
Q−
W

. (6.26)

Po podstawieniu wyrażenia na prac ↪e pobran ↪a przez lodówk ↪e uzyskujemy

ηl ≤
T−

T+ − T−
. (6.27)

Podobnie jak w przypadku silnika cieplnego i pompy cieplnej najwi ↪eksz ↪a sprawność uzyskuje ch lodziarka
dzia laj ↪aca w sposób odwracalny. Zauważmy, że nie wyst ↪epuje górne ograniczenie sprawności ch lodziarki;
ηl → ∞ gdy T+ → T−. Oznacza to, że dzia la ona najsprawniej przy niewielkich różnicach tem-
peratur mi ↪edzy jej wn ↪etrzem a otoczeniem. Gdy temperatura wn ↪etrza ch lodziarki d ↪aży do zera jej
sprawność d ↪aży do zera; dalsze och ladzanie czegoś bardzo zimnego staje si ↪e niezwykle kosztowne.

W niniejszym rozdziale wyprowadzilísmy oszacowania sprawności różnych maszyn termodynam-
icznych. Oczywíscie wyznaczenie sprawności konkretnej maszyny cieplnej jest zagadnieniem trud-
nym. Na trudności można napotkać przyk ladowo już przy obliczaniu teoretycznej sprawności, gdyż
w trakcie procesu cia lo robocze może podlegać przemianom fazowym, np. parowaniu w trakcie
odbierania ciep la z wn ↪etrza ch lodziarki i skraplaniu, podczas którego ciep lo jest przekazywane
do otoczenia. Na trudności te nak ladaj ↪a si ↪e trudności zwi ↪azane z techniczn ↪a realizaj ↪a maszyny
termodynamicznej i wynikaj ↪acym zeń obniżeniem teoretycznej sprawności. Odr ↪ebn ↪a kwesti ↪a jest
wreszcie stosowalność przedstawionego formalizmu dla rzeczywistych maszyn. Przemiany stanu
cia la roboczego w maszynach termodynamicznych odbywaj ↪a si ↪e bowiem w skończonym czasie i po-
jawia si ↪e pytanie na ile adekwatny jest opis termodynamiczny operuj ↪acy stanami równowagowymi.
Cz ↪eści ↪a spośród zasygnalizowanych zagadnień zajmuje si ↪e obszerny dzia l termodynamiki zwany
termodynamik ↪a techniczn ↪a , którym nie b ↪edziemy si ↪e zajmować.

6.4 Cykl Carnota

Najważniejszym z punktu widzenia podstaw termodynamiki cyklem termodynamicznym jest cykl
Carnota. Cyklem Carnota nazywamy cykl z lożony z czterech przemian kwazistatycznych - dwóch
izotermicznych o temperaturach T− i T+ oraz dwóch adiabatycznych. Na wykresie p − v (lub
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T − S) każda z adiabat  l ↪aczy dwie izotermy. Cykl Carnota możemy prześledzić przyjmuj ↪ac za
punkt wyj́sciowy cyklu stan, w którym substancja robocza ma temperatur ↪e T+.

1. Przestrzeń robocz ↪a silnika  l ↪aczymy ściank ↪a diatermiczn ↪a ze zbiornikiem ciep la o temperaturze
T+ i rozpr ↪eżamy w sposób odwracalny i izotermiczny do określonej obj ↪etości. W tej fazie
procesu gaz pobiera ciep lo Q1 i wykonuje prac ↪e W 1.

2. Przestrzeń robocz ↪a silnika os laniamy adiabatycznie i rozpr ↪eżamy aż do osi ↪agni ↪ecia temperatury
T− ch lodniejszego zbiornika. W tej fazie cyklu gaz wykonuje prac ↪e W 2.

3. Przestrzeń robocz ↪a silnika os laniamy ściank ↪a diatermiczn ↪a oddzielaj ↪ac ↪a j ↪a od zbiornika ciep la
o temperaturze T− i spr ↪eżamy izotermicznie. W tej fazie procesu nad substancj ↪a robocz ↪a
wykonywana jest praca W3 i oddaje ona ciep lo Q3.

4. Przestrzeń robocz ↪a silnika os laniamy adiabatycznie i spr ↪eżamy aż do osi ↪agni ↪ecia punktu wyj́scia.
W tej fazie procesu nad substancj ↪a robocz ↪a wykonywana jest praca W4.

Z powyższego opisu wynika, że ca lkowita praca wykonana nad substancj ↪a robocz ↪a wynosi

W = W3 +W4 −W 1 −W 2 , (6.28)

zaś z pierwszej zasady termodynamiki wynika, że

∆U = Q+ −Q− +W = 0 . (6.29)

Tak wi ↪ec sprawność silnika cieplnego, w którym substancja robocza podlega cyklowi Carnota wynosi

ηC =
W

Q1
=
−W
Q1

= 1− Q3

Q1
. (6.30)

Uwzgl ↪edniaj ↪ac fakt, że w wyniku przemiany cyklicznej cia la roboczego jego entropia nie ulega
zmianie

∆S = ∆S+ + ∆S− =
Q1

T+
− Q3

T−
= 0 (6.31)

stwierdzamy że wydajność silnika cieplnego pracuj ↪acego wed lug cyklu Carnota

ηC = 1− T−
T+

(6.32)

zależy jedynie od stosunku temperatur bezwzgl ↪ednych obu zbiorników ciep la i nie zależy od rodzaju
użytej substancji roboczej. Porównuj ↪ac uzyskany wynik z (6.17), stwierdzamy że sprawność silnika
opartego na cyklu Carnota jest równa maksymalnej sprawności silnika cieplnego. Wynika st ↪ad
bezpośrednio nast ↪epuj ↪ace stwierdzenie: wydajność dowolnego odwracalnego cyklu jest niewi ↪eksza
od wydajności odwracalnego cyklu Carnota pracuj ↪acego mi ↪edzy tymi samymi ekstremalnymi tem-
peraturami.

Wzór (6.32) posiada z teoretycznego punktu widzenia istotne znaczenie. Z jednej strony wspó lczynnik
sprawności wyznaczony jest poprzez pomiar ciepe l i pracy mechanicznej. Z drugiej strony wspó lczynnik
ten wyraża si ↪e poprzez stosunek temperatur bezwzgl ↪ednych. Jeżeli zatem znana jest jedna z nich
oraz znana jest wartość wspó lczynnika (na podstawie pomiaru ciepe l i pracy mechanicznej) to można
wyznaczyć drug ↪a temperatur ↪e bezwzgl ↪edn ↪a. Tak wi ↪ec jeżeli jeden ze zbiorników ciep la ma tem-
peratur ↪e punktu potrójnego wody to w ramach opisanej procedury można wyznaczyć temperatur ↪e
termodynamiczn ↪a drugiego zbiornika. Taka procedura pomiaru temperatury termodynamicznej jest
oczywíscie bardzo uci ↪ażliwa i dlatego niepraktyczna.
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6.5 Przyk lady innych cykli

Jak już wspomnielísmy zagadnienia z zakresu termodynamiki technicznej - w szczególności konkretne
realizacje cykli dla różnych substancji roboczych - pozostaj ↪a zasadniczo poza zakresem naszego zain-
teresowania. W niniejszym paragrafie przytoczymy jedynie przyk lady najcz ↪eściej spotykanych w
literaturze cykli

– cykl Otto , zwany również cyklem Beau de Rochas sk lada si ↪e z dwóch przemian adiabatycznych
po l ↪aczonych dwiema przemianami izochorycznymi. Cykl Otto opisuje modeluje dzia lanie sil-
nika czterosuwowego o zap lonie iskrowym (silnika benzynowego);

– cykl Diesla sk lada si ↪e z dwóch procesów adiabatycznych po l ↪aczonych jedn ↪a przemian ↪a izo-
choryczn ↪a i jedn ↪a izobaryczn ↪a. Cykl Diesla modeluje dzia lanie silnika czterosuwowego o
zap lonie samoczynnym (silnika dieslowskiego);

– cykl Joule’a , zwany też cyklem Braytona sk lada si ↪e z dwóch przemian adiabatycznych po l ↪aczonych
dwiema przemianami izobarycznymi. Cykl Joule’a modeluje dzia lanie turbiny gazowej;

– cykl Rankine’a , sk lada si ↪e podobnie jak cykl Joule’a z dwóch przemian adiabatycznych
po l ↪aczonych dwiema przemianami izobarycznymi, z t ↪a różnic ↪a że w cyklu Rankine’a subst-
ncja robocza zmienia swój stan skupienia (ciecz - para). Cykl Rankine’a modeluje dzia lanie
silnika parowego.
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Rozdzia l 7

Uk lady wielofazowe

7.1 Wspó listnienie faz

Dotychczasowe rozważania ograniczone by ly do uk ladów makroskopowo jednorodnych. W niniejszym
rozdziale rozszerzymy zakres naszych zainteresowań na uk lady niejednorodne, sk ladaj ↪ace si ↪e z kilku
jednorodnych cz ↪eści. Każda taka cz ↪eść b ↪edzie odpowiadać jednej z faz , tzn. makroskopowo
jednorodnych stanów substancji charakteryzuj ↪acych si ↪e określonymi w laściwościami fizycznymi i
chemicznymi.

Rozważmy sytuacj ↪e, w której w stanie równowagi termodynamicznej danego uk ladu wyst ↪epuj ↪a
co najmniej dwie fazy. Każda z nich wype lnia odr ↪ebn ↪a cz ↪eść obj ↪etości zajmowanej przez sub-
stancj ↪e. Mamy wówczas do czynienia ze zjawiskiem wspó listnienia faz. Obszar graniczny, w
którym stykaj ↪a si ↪e s ↪asiaduj ↪ace ze sob ↪a fazy nazywamy obszarem rodzia lu faz . Obszar ten posi-
ada pewn ↪a grubość. Z mikroskopowego punktu widzenia w obszarze tym w sposób ci ↪ag ly zmieniaj ↪a
si ↪e w laściwości uk ladu. Jednak w termodynamice ten obszar zast ↪epowany jest wyidealizowanym
poj ↪eciem powierzchni rozdzia lu faz, przy przekraczaniu której nast ↪epuje nieci ↪ag la zmiana niektórych
w laściwości substancji. Tak wi ↪ec w opisie termodynamicznym każda faza jest fizycznie ogranic-
zona ściankami naczynia albo powierzchni ↪a rozdzia lu faz i w tych granicach jest ona jednorodna.
Powierzchni rozdzia lu faz można w ramach opisu termodynamicznego przypisać pewne w laściwości,
np. entropi ↪e, czy liczb ↪e moli, a nast ↪epnie badać zwi ↪azki pomi ↪edzy tymi wielkościami, analogicznie
jak to si ↪e czyni w przypadku dotychczas badanych w laściwości obj ↪etościowych. Analiza ta pozostaje
jednak poza ramami naszych rozważań.

Aby określić warunki wspó listnienia faz zauważmy, że każdy obszar jednofazowy możemy trak-
tować jako poduk lad uk ladu termodynamicznego wyodr ↪ebiony przy pomocy odpowiednich ścianek.
Wówczas warunki wspó listnienia faz staj ↪a si ↪e tożsame z wyprowadzonymi uprzednio warunkami
równowagi mi ↪edzy poduk ladami. Ponieważ s ↪asiaduj ↪ace ze sob ↪a fazy mog ↪a wymieniać mi ↪edzy sob ↪a
energi ↪e na sposób ciep la i pracy mechanicznej, a także materi ↪e, to warunkami wspó listnienia dwóch
faz - nazwijmy je α i β - jest równość temperatur Tα = Tβ , równość císnień pα = pβ i równość
potencja lów chemicznych µα = µβ .

Zauważmy, że ostatni warunek jest - w przypadku uk ladów jednosk ladnikowych - tożsamy z warunk-
iem równości molowej energii swobodnej Gibbsa obu faz. Należy tu dodać, że wymienione powyżej
warunki wspó listnienia faz mog ↪a ulec modyfikacji, gdy np. powierzchnie rozdzia lu faz nie b ↪ed ↪a -
tak jak to zak ladamy - p laskie lecz zakrzywione.

Diagramem fazowym nazywamy wykres w przestrzeni parametrów termodynamicznych uk ladu

69
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określaj ↪acy zakresy parametrów termodynamicznych, którym odpowiada wyst ↪epowanie określonych
stabilnych faz uk ladu oraz ewentualne ich wspó listnienie faz. Wiemy, że stan prostego jednosk ladnikowego
uk ladu termodynamicznego określony jest przez trzy parametry, w tym co najmniej jeden eksten-
sywny (np. liczba moli substancji w uk ladzie). Oznacza to, że przestrzeń stanów uk ladu możemy
określić za pomoc ↪a dwóch niezależnych parametrów intensywnych, np. temperatury i císnienia i w
takich zmiennych możemy skonstruować diagram fazowy.

Oczywíscie w przypadku bardziej skomplikowanych uk ladów, np. mieszanin, do określenia stanu
uk ladu, a co za tym idzie także jego poszczególnych faz potrzeba wi ↪ecej niż dwóch parametrów
intensywnych i wtedy diagram fazowy nie jest dwu- lecz wi ↪ecejwymiarowy. Cz ↪esto jednak ze wzgl ↪edu
na wygod ↪e i przejrzystość analizuje si ↪e różne dwuwymiarowe cz ↪eści pe lnego diagramu fazowego.

Zastanówmy si ↪e nad struktur ↪a diagramu fazowego prostego uk ladu termodynamicznego, w którym
wspó listniej ↪a dwie fazy. Warunki wspó listnienia Tα = Tβ i pα = pβ definiuj ↪a pewn ↪a krzyw ↪a p =
pw(T ) w przestrzeni stanów, zwan ↪a lini ↪a (krzyw ↪a) wspó listnienia faz. Krzywa ta może kończyć
si ↪e w pewnym punkcie zwanym punktem krytycznym odpowiadaj ↪acym tzw. stanowi krytycznemu
uk ladu.

Jeśli w uk ladzie wyst ↪epuje trzecia faza γ to wspó listnienie trzech faz jest moźliwe jedynie w punkcie
wspólnym trzech linii wspó listnienia faz (α− β, β− γ i γ−α). Punkt, w którym wspó listniej ↪a trzy
fazy nazywamy punktem potrójnym .

7.2 Przemiany fazowe

Przy zmianie warunków termodynamicznych substancja może zmieniać faz ↪e, w której si ↪e znajduje.
Proces taki określamy mianem przemiany fazowej.

Ograniczmy si ↪e chwilowo do uk ladów jednosk ladnikowych. Ponieważ - jak pokazalísmy w poprzed-
nim podrozdziale - molowa energia swobodna Gibbsa G(T, p,N)/N = µ(T, p) przyjmuje identyczn ↪a
wartość w obu wspó listniej ↪acych fazach, wi ↪ec w trakcie przemiany fazowej zmienia si ↪e ona w sposób
ci ↪ag ly. Pochodne molowej energii swobodnej Gibbsa ze wzgl ↪edu na temperatur ↪e i císnienie mog ↪a
natomiast doznawać skoku, przy czym dla różnych przemian te nieci ↪ag le pochodne s ↪a różnych
rz ↪edów. Fakt ten jest podstaw ↪a klasyfikacji przemian fazowych zaproponowanej przez Ehrenfesta.
Przemian ↪a fazow ↪a n-tego rodzaju (n ≥ 1) wg klasyfikacji Ehrenfesta nazywamy przemian ↪e, w której
molowa energia swobodna Gibbsa i jej pierwszych (n − 1) pochodnych jest ci ↪ag lych, natomiast
pochodne n-tego rz ↪edu s ↪a nieci ↪ag le.
Zbadajmy teraz postać zależności císnienia od temperatury wzd luż krzywej wspó listnienia faz α
i β uk ladu jednosk ladnikowego, wiedz ↪ac że przemiana mi ↪edzy fazami α i β jest przemian ↪a n-
tego rodzaju wg klasyfikacji Ehrenfesta. Rozważmy potencja ly chemiczne faz α i β obliczone w
s ↪asiaduj ↪acych punktach (Tw, pw) i (Tw + δTw, pw + δpw) zlokalizowanych na krzywej wspó listnienia.
Zgodnie z za lożeniem przemiana jest n-tego rodzaju, tzn.

∀0≤i<n∀0≤j≤i
∂iµα

∂pj ∂T i−j
=

∂iµβ

∂pj ∂T i−j
, (7.1)

przy czym wszystkie pochodne s ↪a obliczane na krzywej wspó listnienia. Rozważmy którekolwiek
z n równań określaj ↪acych poprzez (7.1) równość pochodnych rz ↪edu n − 1. Niech pochodne b ↪ed ↪a
obliczone w punkcie (Tw + δTw, pw + δpw

∂n−1µα

∂pj ∂Tn−1−j

∣∣∣∣
T=Tw+δTw,p=pw+δpw

=
∂n−1µβ

∂pj ∂Tn−1−j

∣∣∣∣
T=Tw+δTw,p=pw+δpw

. (7.2)
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Dokonajmy obustronnego rozwini ↪ecia powyższego równania w szereg Taylora wzgl ↪edem δTw i δpw(
1 + δTw

∂

∂T

∣∣∣∣
p;T=Tw,p=pw

+ δpw
∂

∂p

∣∣∣∣
T ;T=Tw,p=pw

+ . . .

)
∂n−1µα

∂pj∂Tn−1−j
=(

1 + δTw
∂

∂T

∣∣∣∣
p;T=Tw,p=pw

+ δpw
∂

∂p

∣∣∣∣
T ;T=Tw,p=pw

+ . . .

)
∂n−1µβ

∂pj∂Tn−1−j

(7.3)

i st ↪ad - po wykorzystaniu ci ↪ag lości pochodnych rz ↪edu n − 1 - uzyskujemy w granicy δTw → 0
poszukiwany zwi ↪azek pomi ↪edzy císnieniem i temperatur ↪a wzd luż krzywej wspó listnienia

dpw

dT
= −

∂nµα

∂pj∂Tn−j
− ∂nµβ

∂pj∂Tn−j

∂nµα

∂pj+1∂Tn−1−j
− ∂nµβ

∂pj+1∂Tn−1−j

j = 0, . . . , n− 1 (7.4)

gdzie wszystkie pochodne s ↪a obliczane na krzywej wspó listnienia. Zauważmy, że dla przemiany
n-tego rodzaju istnieje n równań na dpw

dT .

Wi ↪ekszość wyst ↪epuj ↪acych w przyrodzie przemian fazowych jest przemianami pierwszego rodzaju
i tym przypadkiem zajmiemy si ↪e teraz bardziej szczegó lowo. W przypadku przemian fazowych
pierwszego rodzaju, których przyk ladem s ↪a zmiany stanu skupienia, równanie (7.4) przybiera postać

dpw

dT
=
sβ − sα

vβ − vα
(7.5)

i nosi nazw ↪e równania Clapeyrona - Clausiusa . Równanie to może być zapisane w równoważnej
postaci przy wykorzystaniu poj ↪ecia ciep la przemiany. W przemianach wyższego rz ↪edu, wobec
ci ↪ag lości entropii nie wyst ↪epuje utajone ciep lo przemiany. Utajonym ciep lem przemiany 1 lub
skrótowo ciep lem przemiany nazywamy ciep lo potrzebne do przeprowadzenia jednego mola sub-
stancji z fazy α do fazy β

qα→β = T (sβ − sα) , (7.6)

gdzie T oznacza temperatur ↪e przemiany. 2 W ogólności, utajone ciep lo przemiany jest funkcj ↪a
temperatury qα→β(T ) = T (sβ(T, p(T )) − sα(T, p(T ))). Wzór (7.6) pokazuje, że dodatnie ciep lo
przemiany jest zwi ↪azane z przej́sciem do fazy o wi ↪ekszej entropii (czyli mniejszym uporz ↪adkowaniu)
i vice versa ujemne ciep lo przemiany - z przej́sciem do fazy o mniejszej entropii (czyli wi ↪ekszym
uporz ↪adkowaniu). Wynika st ↪ad w szczególności, że ciep la topnienia, parowania i sublimacji s ↪a do-
datnie, gdyż wszystkie te przemiany prowadz ↪a do faz o mniejszym uporz ↪adkowaniu. Wykorzystuj ↪ac
(7.6) równanie Clapeyrona-Clausiusa możemy zapisać w postaci

dpw

dT
=

qα→β

T (vβ − vα)
. (7.7)

Wzór ten pozwala nam wyci ↪agn ↪ać wnioski dotycz ↪ace nachylenia krzywych wspó listnienia stanów
skupienia. Jak uzasadnilísmy ciep lo topnienia, parowania i sublimacji jest dodatnie, wi ↪ec o znaku
pochodnej dpw

dT decyduje znak różnicy obj ↪etości molowych. Obj ↪etość molowa pary jest zawsze
wi ↪eksza od obj ↪etości molowej cieczy lub cia la sta lego, wi ↪ec na krzywych sublimacji i parowania
dpw

dT > 0. Sytuacja jest bardziej skomplikowana w przypadku krzywej topnienia, gdyż znak różnicy

1Nazwa ta jest jeszcze jedn ↪a pozosta lości ↪a teorii kalorycznej: ukryte w uk ladzie ciep lo mia lo jakoby ujawniać swoj ↪a
obecność podczas przemian fazowych.

2W przemianach wyższego rz ↪edu, wobec ci ↪ag lości entropii nie wyst ↪epuje utajone ciep lo przemiany.
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Rysunek 7.1: Izoterma zawieraj ↪aca fragment, na którym z lamane s ↪a warunki stabilności: p(v) (po lewej)
i v(p) (po prawej)

vl − vs jest zależny od substancji oraz temperatury. W zależności od rodzaju substancji może wi ↪ec
na krzywej wspó listnienia ciecz (l) - cia lo sta le (s)zachodzić zarówno dpw

dT > 0, jak i dpw

dT < 0.

W przypadku przemian fazowych drugiego rodzaju na podstawie (7.4) otrzymujemy dwa równania

dpw

dT
=

1
Tv

cp − c′p
α− α′

(7.8a)

dpw

dT
=

α− α′

κT − κ′T
(7.8b)

Równania powyższe nosz ↪a nazw ↪e równań Ehrenfesta . Przyk ladem takiej przemiany jest np. przemi-
ana od fazy normalnej do nadprzewodz ↪acej w zerowym polu magnetycznym; wówczas równania
Ehrenfesta maj ↪a postać odpowiedni ↪a dla uk ladów magnetycznych. Przemiany trzeciego rz ↪edu s ↪a
rzadko wyst ↪epuj ↪a w przyrodzie. Przyk ladem takiej przemiany fazowej jest np. kondensacja Bosego-
Einsteina.

7.3 Potencja ly termodynamiczne dla uk ladów wielofazowych

W poprzednim rozdziale wyprowadzilísmy warunki stabilności dla uk ladu jednorodnego. Wspó listnienie
faz może si ↪e pojawić w momencie, gdy któryś z tych warunków zostanie naruszony.

Rozważmy hipotetyczne równanie stanu pewnej substancji maj ↪ace t ↪e w laściwość, że w pewnym
zakresie parametrów termodynamicznych, np. temperatury i císnienia, narusza warunki stabilności
uk ladu jednorodnego. Przyk ladowo niech w pewnym zakresie obj ↪etości molowych i temperatur,
wspó lczynnik ścísliwości izotermicznej jest ujemny (tzn.

(
∂p
∂V

)
T
> 0). Wiemy oczywíscie, że w tym

obszarze równanie stanu nie jest poprawne. Jednak obszar taki może wyst ↪apić gdy równanie stanu
konstruujemy w wyniku interpolacji mi ↪edzy obszarami, w których dane doświadczalne s ↪a zgodne
z warunkami stabilności uk ladu jednorodnego, lub ekstrapolacji poza takie obszary. Przyk ladowo,
analizuj ↪ac fenomenologiczne równanie stanu van der Waalsa

p =
RT

v − b
− a

v2
, (7.9)

stwierdzamy, że poniżej pewnej temperatury na wykresie p(v) pojawia si ↪e taki zakres obj ↪etości
molowych, w którym (∂p

∂v )T > 0, tzn. naruszony zostaje warunek stabilności stanu jednorodnego.

Zbadajmy konsekwencje tego faktu. W tym celu rozważmy równanie stanu, którego izotermy posi-
adaj ↪a kszta lt jakościowo odpowiadaj ↪acy izotermom równaniu stanu van der Waalsa 7.1. B ↪edziemy
poszukiwać stanu równowagi w ustalonej temperaturze i císnieniu. Wiemy, że zgodnie z jedn ↪a
z zasad ekstremum, jest on określony przez minimum entalpii swobodnej. Ponieważ dla uk ladu
jednosk ladnikowego

G

N
= µ (7.10)

wi ↪ec musimy wyznaczyć postać potencja lu chemicznego w funkcji císnienia i temperatury. Dokon-
amy tego odca lkowuj ↪ac równanie Gibbsa - Duhema

dµ = −sdT + vdp (7.11)
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Rysunek 7.2: Zależność potencja lu chemicznego od císnienia dla ustalonej temperatury uzyskane w
wyniku graficznego odca lkowania 7.1

wzgl ↪edem p dla różnych wartości temperatury, przy czym dla ustalonej temperatury

dµ = vdp . (7.12)

Wynik odca lkowania jakościowo przedstawia rysunek 7.2. Równowagowe stany odpowiadaj ↪a mniejszej
wartości potencja lu chemicznego, wi ↪ec stany te leż ↪a na ga l ↪eziach o− b i f − k, przy czym

– na ga l ↪ezi o − b odpowiadaj ↪a jednorodnemu uk ladowi o dużym
∣∣∣( ∂p

∂V )T

∣∣∣, tj. ma lej ścísliwości
(ciecz);

– w punkcie b = f odpowiadaj ↪a uk ladowi niejednorodnemu;

– na ga l ↪ezi f − k odpowiadaj ↪a jednorodnemu uk ladowi o ma lym
∣∣∣( ∂p

∂V )T

∣∣∣, tj. dużej ścísliwości
(para).

W danej temperaturze w punkcie b = f pojawia si ↪e równowaga faz. Przyst ↪apimy do wyznaczenia
parametrów tego punktu. Wobec faktu µb = µf∫ pf

pb

v(p′)dp′ = 0 (7.13)

lub dokonuj ↪ac rozpisania∫ pc

pb

v(p′)dp′ +
∫ pd

pc

v(p′)dp′ +
∫ pe

pd

v(p′)dp′ +
∫ pf

pe

v(p′)dp′ = 0 . (7.14)

St ↪ad ∫ pe

pf

v(p′)dp′ −
∫ pe

pd

v(p′)dp′ =
∫ pd

pc

v(p′)dp′ −
∫ pb

pc

v(p′)dp′ . (7.15)

Wzór powyższy wyraża regu l ↪e równych pól Maxwella - císnienie wspó listniej ↪acych faz jest takie,
że obszary ograniczone odpowiedni ↪a izobar ↪a i wykresem równania stanu maj ↪a równ ↪a powierzchni ↪e
(por. rys. 7.3).

Zaproponowana przez Maxwella konstrukcja równych pól prowadzi do zast ↪apienia izotermy van
der Waalsa zawieraj ↪acej fragmenty odpowiadaj ↪ace niestabilnym stanom uk ladu jednorodnego przez
fizyczn ↪a izoterm ↪e, która z jednej strony tych stanów nie zawiera a z drugiej strony sta ly jej frag-
ment odpowiada wspó listnieniu faz ciek lej i gazowej. Wykluczonym poprzez konstrukcj ↪e równych
pól fragmentom b − c oraz e − f wyj́sciowej izotermy van der Waalsa, na których nie jest narus-
zony warunek stabilności uk ladu jednorodnego nada l Maxwell interpretacj ↪e stanów metatrwa lych.
Wiadomo, że stany takie s ↪a obserwowane w odpowiednio przeprowadzanych doświadczeniach nad
p lynami. W szczególności, stany z fragmentu b− c utożsamiane s ↪a z przegrzan ↪a ciecz ↪a zaś stany z
e− f z przech lodzon ↪a par ↪a. Jeżeli na jednym diagramie wykreślimy wiele izoterm van der Waalsa
odpowiadaj ↪acych różnym temperaturom podkrytycznym, dla każdej z nich przeprowadzimy kon-
strukcj ↪e równych pól daj ↪ac ↪a odpowiedniki punktów b oraz f a nast ↪epnie punkty te po l ↪aczymy
krzyw ↪a to otrzymamy tzw. krzyw ↪a binodaln ↪a.Stany uk ladu leż ↪ace na zewn ↪atrz krzywej binodalnej
odpowiadaj ↪a stabilnym stanom jednorodnym: dla T < TC stanom cieczy lub gazu oraz dla T > TC ,
gdzie rozróżnienie pomi ↪edzy ciecz i gaz nie ma sensu, stanom jednorodnego p lynu. Stany leż ↪ace
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wewn ↪atrz krzywej binodalnej nie odpowiadaj ↪a jednorodnemu p lynowi. Jeżeli z kolei dla każdej
izotermy wyznaczymy odpowiedniki punktów c oraz e a nast ↪epnie punkty te po l ↪aczymy krzyw ↪a to
otrzymamy tzw. krzyw ↪a spinodaln ↪a. Krzywa spinodalna leży wewn ↪atrz krzywej binodalnej, jest
do niej styczna w punkcie krytycznym zaś stany zawarte pomi ↪edzy krzyw ↪a binodaln ↪a i spinodaln ↪a
interprertujemy jako stany metatrwa le. Niech ϕ oznacza g ↪estość energii swobodnej Helmholtza
ϕ(T, n) = F (T, V,N)/V , gdzie n = N/V . Korzystaj ↪ac z powyższej definicji funkcji ϕ(T, n) otrzy-
mujemy zwi ↪azek

−p(T, n) = ϕ(T, n)− n

(
∂ϕ

∂n

)
T

, (7.16)

z którego wynika (
∂p

∂v

)
T

= −n3 ∂
2ϕ

∂n2
. (7.17)

Funkcja ϕ(T, n), któr ↪a otrzymujemy w wyniku wyca lkowania równania

p(T, n) = n2
∂
(

ϕ(T,n)
n

)
∂n

(7.18)

przedstawiona jest jakościowo na Rys. fi. Zwróćmy uwag ↪e na środkowy fragment tej krzywej za-
warty pomi ↪edzy punktami c oraz e, któremy odpowiadaj ↪a stany niestabilne uk ladu jednorodnego.
Dlatego fragment ten jest zast ↪apiony odcinkiem prostej, który jest styczny do skonstruowanej krzy-
wej w punktach n = ng oraz n = nl. Powyższe uzupe lnienie funkci ϕ odcinkiem prostej jest
odpowiednikiem konstrukcji Maxwella w odniesieniu do izotermy. Funkcja −p(T, µ), któr ↪a można
otrzymać odwracaj ↪ac fizyczny fragment funkcji µ(T, p) zaznaczony jako krzywa k, g, f, a, o na Rys.
7.2 oraz funkcja ϕ(T, n) uzupe lniona odcinkiem prostej powi ↪azane s ↪a poprzez transformacj ↪e Legen-
dre’a. Warto jednak zwrócić uwag ↪e, że ze wzgl ↪edu na to, iż funkcja ϕ(T, n) jest w pewnym zakresie
g ↪estości funkcj ↪a liniow ↪a to aby wyznaczyć jej transformat ↪e Legendre’a należy pos lużyć si ↪e ogóln ↪a
definicj ↪a −p(T, µ) = infn(ϕ(T, n)− nµ).

Na podstawie powyższych wzorów możemy podać nast ↪epuj ↪ac ↪a charakterystyk ↪e poszczególnych frag-
mentów diagramu fazowego

– wewn ↪atrz krzywej spinodalnej
∂2ϕ

∂n2
< 0 (7.19)

– na krzywej spinodalnej
∂2ϕ

∂n2
= 0 (7.20)

– w obszarze stanów metatrwa lych
∂2ϕ

∂n2
> 0 (7.21)

– na krzywej binodalnej wspó listniej ↪ace gaz i ciecz maj ↪a te same potencja ly chemiczne i císnienia,
tj. µ(nl, T ) = µ(ng, T ) oraz p(nl, T ) = p(ng, T ). Rzeczywíscie, odcinek prostej na Rys. 77 jest
styczny do funkcji ϕ(T, n) w punktach n = ng oraz n = nl a to oznacza, że (∂ϕ/∂n) |n=ng

=
(∂ϕ/∂n) |n=nl

. Dodatkowo, jeżeli równanie opisuj ↪ace ten fragment prostej ma postać ϕ(n) =
ϕ(ng) + (n− ng)µ(ng) to z równania ϕ(nl) = ϕ(ng) + (nl − ng)µ(ng) oraz z poprzednio uza-
sadnionej równości µ(nl) = µ(ng) (pomijamy tu wsz ↪edzie zależność od temperatury) otrzymu-
jemy −ϕ(nl) + nl µ(nl) = −ϕ(ng) + ng µ(ng). Wzór ten jest na podstawie (7.16) równoważny
stwierdzeniu p(ng) = p(nl).
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Rysunek 7.3: Konsktrukcja równych pól Maxwella. Grub ↪a ci ↪ag l ↪a lini ↪a zaznaczono stany leż ↪ace na fizycznej
izotermie, cienk ↪a ci ↪ag l ↪a lini ↪a - stabilne stany o energii Gibbsa wyższej niż stan niejednorodny (stany
metatrwa le), lini ↪a przerywan ↪a - stany niestabilne. Zacieniowane obszary I i II maj ↪a równe pola

– W punkcie krytycznym sp lywaj ↪a na siebie punkty binodalne (b i f) oraz spinodalne (c i e).
Ponieważ punktom spinodalnym odpowiada warunek ∂2ϕ/∂n2 = 0 to w punkcie krytycznym
∂3ϕ/∂n3 = 0. W punkcie krytycznym punkty spinodalne staj ↪a si ↪e stabilne ponieważ pokrywaj ↪a
si ↪e ze stabilnymi punktami binodalnymi i wobec tego ∂4ϕ/∂n2 > 0. Tak wi ↪ec w punkcie
krytycznym

∂2ϕ

∂n2
= 0 ,

∂3ϕ

∂n3
= 0 ,

∂4ϕ

∂n4
> 0 (7.22)

Obj ↪etość molowa (podobnie jak i inne wielkości) doznaje nieci ↪ag lej zmiany w punkcie przemiany
pierwszego rodzaju, tzn. obj ↪etości molowe wspó listniej ↪acych faz s ↪a różne: vα 6= vβ . Nie oznacza to
jednak, że - przy przechodzeniu z fazy α do fazy β - nie można zrealizować procesu polegaj ↪acego
na ci ↪ag lej izotermicznej zmianie obj ↪etości uk ladu. W miar ↪e zmiany obj ↪etości, po osi ↪agni ↪eciu przez
uk lad císnienia odpowiadaj ↪acego wspó listnieniu faz rozpoczyna si ↪e ci ↪ag ly proces przybywania nowej
i jednoczesnego ubywania starej fazy.

7.4 Punkt krytyczny

W punkcie krytycznym znika różnica mi ↪edzy wspó listniej ↪acymi fazami. Dla przyk ladu wyznaczmy
po lożenie punktu krytycznego dla gazu van der Waalsa. Z poprzednich rozważań wynika, że punkt
krytyczny jest dla izotermy krytycznej punktem przegi ↪ecia a równania definiuj ↪ace parametry kry-
tyczne maj ↪a postać

pc = p(vc, Tc) (7.23a)(
∂p

∂v

)
T

∣∣∣∣
v=vc,T=Tc

= 0 (7.23b)

(
∂2p

∂v2

)
T

∣∣∣∣
v=vc,T=Tc

= 0 (7.23c)

Po rozwi ↪azaniu tych równań uzyskujemy nast ↪epuj ↪ace wartości parametrów krytycznych gazu van
der Waalsa

vc = 3b, Tc =
8
27

a

bR
, pc =

1
27

a

b2
. (7.24)

Wprowadzaj ↪ac tzw. zredukowanecísnienie, obj ↪etość molow ↪a i temperatur ↪e

p̄ =
p

pc
, v̄ =

v

vc
, T̄ =

T

Tc
(7.25)

równanie stanu van der Waalsa możemy zapisać przy ich pomocy w postaci(
p̄+

3
v̄2

)
(3v̄ − 1) = 8T̄ . (7.26)

Zauważmy, że w tej postaci równanie nie zależy od sta lych a i b charakteryzuj ↪acych konkretny
p lyn; jest to wi ↪ec uniwersalna postać równania stanu gazu van der Waalsa. Zarazem jeśli dwa
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p lyny opisywane równaniami stanu van der Waalsa maj ↪a jednakowie dwie spośród trzech zmiennych
zredukowanych, to również i trzeci ↪a wielkość jest taka sama w obu przypadkach - zdanie to wyraża
wniosek zwany prawem stanów odpowiednich.

W laściwości uk ladów znajduj ↪acych si ↪e w pobliżu punktu krytycznego zas luguj ↪a na szczególn ↪a uwag ↪e
ze wzgl ↪edu na ogromne fluktuacje jakie wyst ↪epuj ↪a w takich uk ladach. Gdy mówimy o fluktuacjach
to trzeba przede wszystkim sprecyzować o jakiego rodzaju fluktuacje chodzi i jaki wp lyw wywieraj ↪a
one na wielkości termodynamiczne. W przypadku prostego p lynu jednosk ladnikowego w stanie jed-
nofazowym rozważalísmy dotychczas tylko jego stany jednorodne, w których g ↪estość p lynu by la taka
sama w ca lym uk ladzie i równa n = N/V . W rzeczywistości jednak g ↪estość p lynu nawet w stanie
odleg lym od stanu krytycznego nie pozostaje sta la w ca lej obj ↪etości uk ladu lecz zmienia si ↪e od
punktu do punktu czyli fluktuuje. Pod poj ↪eciem fluktuacji cz ↪esto rozumie si ↪e nie tylko zmienność
przestrzenn ↪a ale także zmienność czasow ↪a określonych wielkości fizycznych. 3 Zainteresujemy si ↪e
teraz zależności ↪a przestrzenn ↪a g ↪estości i jej konsekwencjami. S ↪a one szczególnie widoczne w laśnie w
przypadku uk ladów krytycznych, ponieważ w miar ↪e zbliżania si ↪e do punktu krytycznego ujawnij ↪a
si ↪e na coraz to wi ↪ekszych skalach d lugości. Ich spektakularnym przejawem jest zjawisko opalescencji
krytycznej. Polega ono na silnym rozpraszaniu świat la przez p lyn; efekt ten jest tym silniejszy im
bardziej stan termodynamiczny p lynu zbliża si ↪e do punktu krytycznego. Jeżeli p lyn oświetlany
jest promieniowaniem monochromatycznym to rozprasza si ↪e ono najsilniej na niejednorodnościach
uk ladu o rozmiarach rz ↪edu d lugości padaj ↪acego promieniowania. Tak wi ↪ec dopóki typowe rozmi-
ary liniowe wyst ↪epuj ↪acych w uk ladzie niejednorodności, tzn. fluktuacji g’estości s ↪a mniejsze od
d lugości padaj ↪acego promieniowania dopóty promieniowanie to jest s labo rozpraszane. Gdy pa-
trzymy na próbk ↪e pod k ↪atem prostym do padaj ↪acego nań promieniowania to nic szczególnego nie
widzimy. Jednak w miar ↪e zbliżania si ↪e stanu uk ladu do punktu krytycznego pojawiaj ↪a si ↪e w nim
coraz to wi ↪eksze niejednorodności; gdy ich typowy rozmiar stanie si ↪e rz ↪edu d lugości padaj ↪acego
promieniowania wtedy zaczyna ono być silnie rozpraszane a obserwowany p lyn staje si ↪e m ↪etny. Co
wi ↪ecej, w miar ↪e dalszego zbliżania si ↪e do stanu krytycznego rozmiary najwi ↪ekszych niejednorodności
rosn ↪a ale silne rozpraszanie na niejednorodnościach rz ↪edu d lugości fali padaj ↪acego promieniowania
ma nadal miejsce. Oznacza to, że wraz z pojawianiem si ↪e niejednorodności g ↪estości p lynu o coraz
to wi ↪ekszych rozmiarach nadal istniej ↪a niejednorodności o mniejszych rozmiarach. Uk lad kryty-
czny charakteryzuje si ↪e niejednorodnościami na rozmaitych skalach d lugości; oczywíscie ich górnym
obci ↪eciem jest rozmiar próbki zaś dolne obci ↪ecie zwi ↪azane jest z mikroskopow ↪a natur ↪a uk ladu. Wart
w tym miejscu dodać, że zjawisko opalescencji krytycznej ma miejsce nie tylko w odniesieniu do
promieniowania elektromagnetycznego padaj ↪acego na p lyn, np. na próbówk ↪e wype lnion ↪a p lynnym
dwutlenkiem w ↪egla ale także w odniesieniu do wi ↪azki neutronów padaj ↪acych na próbk ↪e ferromagne-
tyka w stanie bliskim krytycznemu. Widać zatem, że mamy do dyspozycji bardzo wygodny sposób
ujawniania fluktuacji g ↪estości na coraz do wi ↪ekszych skalach d lugości. Jest nim przybliżanie stanu
uk ladu do stanu krytycznego.

W wyk ladzie tym nie b ↪edziemy zajmować si ↪e szczegó lowym opisem tych niejednorodności czyli
fluktuacji g ↪estości. Aby to uczynić należa loby mieć do dyspozycji odpowiedni aparat poj ↪eciowy;
w szczególności opisuj ↪ac fluktuacje musimy w oczywisty sposób odrzucić za lożenie o jednorodności
analizowanych uk ladów, które leg lo u podstaw termodynamiki fenomenologicznej. Nie oznacza to
jednak, że pewne poj ↪ecia oraz metody termodynamiki fenomenologicznej nie mog ↪a zostać w takich
sytuacjach wykorzystane. Tymi zgadnieniami nie b ↪edziemy si ↪e jednak dalej zajmować a zwrócimy
raczej uwag ↪e na inne makroskopowe przejawy owych silnych fluktuacji charakteryzuj ↪acych uk lady
krytyczne.

3Obie te zmienności s ↪a odzwierciedleniem - na określonym poziomie skali d lugości, który wybralísmy do opisu uk ladu
- chaotycznego ruch cz ↪asteczek p lynu na poziomie mikroskopowym odpowiadaj ↪acym atomowym skalom d lugości. Widać
zatem, że wybór określonej skali d lugości może ujawnić fluktuacje pewnych wielkości fizycznych a innych jeszcze nie. Analiza
fluktuacji jest wi ↪ec zagadnieniem ścísle zwi’azanym ze skal ↪a d lugości, w której chcemy opisywać uk lad.
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Charakterystyczn ↪a cech ↪a uk ladów krytycznych s ↪a z jednej strony rozbieżne ciep la w laściwe oraz
wspo lczynniki ścísliwości a z drugiej strony znikanie pewnych wielkości w miar ↪e zbliżania si ↪e do
punktu krytycznego. Aby uścíslić te poj ↪ecia należy przede wszystkim określić możliwe sposoby
zbliżania si ↪e do punktu krytycznego. Na dwuwymiarowym diagramie fazowym tych dróg jest
nieskończenie wiele. Jednak tylko niektóre z nich s ↪a realizowane w pomiarach doświadczalnych
i dlatego zas luguj ↪a na szczególn ↪a uwag ↪e. Należ ↪a do nich:

– izochora krytyczna: n = nc

– krzywa wspó listnienia faz

– izoterma krytyczna: T = Tc

W przypadku izochory oraz krzywej wspó listnienia faz odleg lość od punktu krytycznego wygodnie
jest mierzyć przy pomocy bezwymiarowego parametru τ = (T − Tc)/Tc. Dane doświadczalne i
badania teoretyczne pokazuj ↪a, że wspomniane powyżej rozbieżności ciepe l w laściwych oraz innych
wielkości termodynamicznych maj ↪a charakter pot ↪egowy. Jeżeli Q oznacza dan ↪a wielkość termody-
namiczn ↪a to jej zachowanie na np. izochorze krytycznej w granicy T ↘ Tc opisane jest nast ↪epuj ↪acym
prawem

Q = Q+|τ |−λ+ , (7.27)

gdzie Q+ oznacza tzw. amplitud ↪e krytyczn ↪a zwi ↪azan ↪a z danym prawem pot ↪egowym, zaś λ+ -
wyk ladnik krytyczny. Analogiczny wzór obowi ↪azuje także dla przypadku T ↗ Tc, przy czym
wówczas amplituda i wyk ladnik krytyczny oznaczone s ↪a odpowiednio Q− i λ−. Okazuje si ↪e jednak,
że zarówno wyniki teoretyczne uzyskane dla dla różnych uk ladów modelowych (patrz np. model
Isinga omawiany w drugiej cz ↪eści skryptu) jak i bogate dane doświadczalne pokazuj ↪a, że λ+ = λ−
co oznacza, że w praktyce nie ma potrzeby rozróżniania tych dwóch sytuacji gdy idzie o wartości
wyk ladników krytycznych. Nadal jednak jest sens rozróżniać amplitudy krytyczne, gdyż w ogólności
Q+ 6= Q−.

Poniżej przedstawione s ↪a przyk lady praw pot ↪egowych charakteryzuj ↪acych zachowanie si ↪e różnych
wielkości termodynamicznych w pobliżu punktu krytycznego. We wzorach tych nie zosta ly oznac-
zone odpowiednie amplitudy krytyczne a jedynie wyk ladniki krytyczne charakteryzuj ↪ace zachowanie
różnych wielkości fizycznych na odpowiednich krzywych na diagramie fazowym, po których stan
uk ladu zbliża si ↪e do stanu krytycznego

– cV ∼ |τ |−α, n = nc

– χT ∼ |τ |−γ , n = nc

– nl − ng ∼ |τ |β , krzywa wspó listnienia faz

– |p− pc| ∼ |n− nc|δ, T = Tc,

gdzie nl, oraz ng oznaczaj ↪a odpowiednio g ↪estości cieczy i gazu, zaś χT jest ścísliwości ↪a izotermiczn ↪a.

Analogiczne prawa pot ↪egowe obowi ↪azuj ↪a także dla magnetyków w pobliżu ich punktu krytycznego
zwanego punktem Curie. Jeżeli stan jednoosiowego ferrmagnetyka o sta lej obj ↪etości oraz sk ladzie
chemicznym opisywać przy pomocy temperatury T oraz pola magnetycznego H to wtedy punkt
krytyczny zadany jest poprzez Tc,Hc = 0 i

– cH ∼ |τ |−α, H = 0

– χT ∼ |τ |−γ , H = 0

– m ∼ |τ |β , H = 0

– |H| ∼ |m|δ, T = Tc ,
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gdzie m oznacza magnetyzacj ↪e, zaś χT - izotermiczn ↪a podatność magnetyczn ↪a b ↪ed ↪ac ↪a magnety-
cznym odpowiednikiem izotermicznej ścísliwości dla p lynów. Zwóćmy uwag ↪e, że wyk ladniki kryty-
czne charakteryzuj ↪ace odpowiadaj ↪ace sobie wielkości w przypadku p lynów i magnetyków oznaczone
zosta ly przy pomocy tych samych symboli, ale nie oznacza to, że wartości tych wyk ladników dla
obu tych typów uk ladów s ↪a a priori takie same.

Z wypisanymi powyżej prawami pot ↪egowymi zwi ↪azanych jest wiele zagadnień. Pierwsze z nich doty-
czy wartości wyk ladników krytycznych. A priori wartości określonego wyk ladnika krytycznego, np.
α mog ↪a być inne dla każdego badanego uk ladu. Czy rzeczywíscie tak jest czy też może dana wartość
wyk ladnika krytycznego charakteryzuje wiele różnych uk ladów fizycznych i w ten sposób staje si ↪e
cech ↪a charakterystyczn ↪a ca lej klasy uk ladów. Pojawia si ↪e także pytanie czy zdefiniowane powyżej
wyk ladniki krytyczne s ↪a - w ramach konkretnego uk ladu fizycznego - od siebie niezależne czy też
jest może tak, że znajomość niektórych spośród nich umożliwia wyznaczenie pozosta lych. I gdyby
prawd ↪a by lo to, że dana wartość wyk ladnika charakteryzuje ca l ↪a klas ↪e uk ladów, to czy ta zależność
wartości jednych wyk ladników od innych przenosi si ↪e na ow ↪a ca l ↪a klas ↪e czy też nie. Inn ↪a kwesti ↪a
jest odpowiedzenie na pytanie które cechy aktualnie analizowanego uk ladu fizycznego determinuj ↪a
wartości towarzysz ↪acych mu wyk ladników krytycznych. Tego rodzaju pytań jest wiele lecz tylko na
niektóre spośród nich można próbować odpowiedzieć w ramach termodynamiki. Dog l ↪ebna analiza
tego rodzaju zagadnień wymaga zastosowania aparatu mechaniki statystycznej i wykracza poza
zakres tych wyk ladów.

Jednak w ramach termodynamiki można uzyskać pewne informacje o wyk ladnikach krytycznych.
Pierwsza informacja dotyczy relacji, któr ↪a spe lniaj ↪a ”magnetyczne”wyk ladniki α, β oraz γ zwanej
nierówności ↪a Rushbrooka. Wynika ona z nierówności

cH ≥ µ0vT [(∂m/∂T )H ]2 /χT , (7.28)

która z kolei wynika z udowodnionej poprzednio tożsamości termodynamicznej dla ciepe l w laściwych
cH i cM gdy cM ≥ 0. Podstawiaj ↪ac do powyższej nierówności prawa pot ↪egowe charakteryzuj ↪ace
wyst ↪epuj ↪ace w niej wielkości dla T ↗ Tc, tj. cH ∼ |τ |−α, χT ∼ |τ |−γ oraz (∂m/∂T )H ∼ |τ |β−1

otrzymujemy
const ≥ |τ |α+2(β−1)+γ , (7.29)

gdzie const > 0, czyli w laśnie nierówność Rushbrooka

α+ 2β + γ ≥ 2 . (7.30)

W ramach analizy termodynamicznej można udowodnić także inne nierówności spe lniane przez
wyk ladniki krytyczne, np. wykorzystuj ↪ac w lasności wypuk lości odpowiednich potencja lów termo-
dynamicznych dowodzi si ↪e nierównośći Griffitha

α+ β(δ + 1) ≥ 2 . (7.31)

Dowodu tej nierówności nie b ↪edziemy jednak tu przytaczać.

Druga informacja dotyczy wartości wyk ladników krytycznych charakteryzuj ↪acych p lyn opisywany
równaniem stanu van der Waalsa (5.29). Znaj ↪ac wartości krytyczne parametrów stanu (7.24) oraz
równanie stanu w postaci zredukowanej (7.26) oraz wprowadzaj ↪ac zmienne δp = p̄−1 = (p−pc)/pc,
δv = v̄ − 1 = (v − vc)/vc oraz τ otrzymamy równanie stanu van der Waalsa w nast ↪epuj ↪acej postaci

δp
(
2 + 7δv + 8δv2 + 3δv3

)
= −3δv2 + 8τ(1 + δv)2 . (7.32)

Możemy teraz obliczyć wyk ladnik krytyczny δ charakteryzuj ↪acy izoterm ↪e krytyczn ↪a. K lad ↪ac τ = 0
otrzymujemy dla δv � 1

δp = −3
2
δv3 (7.33)
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czyli δvdW = 3. Podobnie, różniczkuj ↪ac obie strony równania (7.32) po δv i k lad’ac nast ↪epnie
δv = 0 otrzymujemy χT ∼ |τ |−1 czyli γvdW = 1. Można także sprawdzić, że βvdW = 1/2 oraz, że
ciep lo w laściwe przy sta lej obj ↪etości p lynu van der Waalsa zmienia si ↪e skokowo przy przekracza-
niu punktu krytycznego wzd luż izochory krytycznej. Oznacza to, że zgodnie z formaln ↪a definicj ↪a
wyk ladnika krytycznego α otrzymujemy αvdW = 0. Zwróćmy zatem uwag ↪e, że tak wyznaczone
wartości wyk ladników krytycznych dla p lynu van der Waalsa spe lniaj ↪a zarówno nierówność Rush-
brooka jak i Griffitha i w dodatku jako równości. Z drugiej jednak strony pomiary wyk ladników
krytycznych dla dwutlenku w ↪egla (Tc = 304.2K, pc = 72.8atm, ρc = 0.46g/cm3) oraz ksenonu
(Tc = 289.8K, pc = 57.6atm, ρc = 1.11g/cm3) daj ↪a dla obu tych substancji w przybilżeniu α = 0.1,
β = 0.325, γ = 1.24, δ = 4.8 (nie przytaczamy dok ladności uzyskanych wyników). Widać, że
wartości uzyskane dla p lynu van der Waalsa różni ↪a si ↪e od wartości dla dwutlenku w ↪egla oraz
ksenonu. Pojawia si ↪e zatem pytanie jakie w laściwości modelowego p lynu van der Waalsa wp lywaj ↪a
na t ↪e różnic ↪e. Jednak aby odpowiedzieć na to oraz wiele innych pytań dotycz ↪acych w laściwości
krytycznych różnych substancji należy si ↪egn ↪ać do bardziej fundamentalnego, mikroskopowego opisu
tych substancji w ramach mechaniki statystycznej. Ta mikroskopowa analiza pozwala nie tylko
obliczyć wartości wyk ladników krytycznych dla różnych uk ladów ale także pozytywnie zweryfikować
różne hipotezy zasygnalizowane powyżej, w szczególności te dotycz ↪ace uniwersalności obliczonych
wartości wyk ladników krytycznych.

Analiz ↪e w laściwości uk ladu fizycznego w pobliżu jego punktu krytycznego można a priori przeprowadzić
w ramach standardowej procedury mechaniki statystycznej. Polega ona na obliczeniu stosownej
sumy statystycznej oraz zwi ↪azanego z ni ↪a potencja lu termodynamicznego, a nast ↪epnie przej́sciu do
granicy termodynamicznej i wyznaczeniu odpowiednich wielkości termodynamicznych. W wyniku
tego przej́scia granicznego różne wielkości termodynamiczne wykazuj ↪a nieanalityczne w laściwości
charakteryzuj ↪ace uk lad krytyczny. Realizacja powyższego programu napotyka jednak zazwyczaj
na znaczne trudności. Ilość modeli fizycznych, dla których uda lo si ↪e analitycznie obliczyć sum ↪e
statystyczn ↪a i zrealizować kolejne kroki opisanej procedury jest niewielka. Należy do nich mi ↪edzy
innymi jedno- i dwuwymiarowy (w zerowym zewn ↪etrznym polu magnetycznym) model Isinga omaw-
iany w rozdziale XII. Jednak już trójwymiarowego modelu Isinga nie uda lo si ↪e do tej pory ścísle
rozwi ↪azać i informacje na temat np. wartości wyk ladników krytycznych dla tego modelu maj ↪a
charakter przybliżony. K lopoty z analitycznym opisem uk ladów krytycznych maj ↪a swoj ↪a genez ↪e
we wszechobecnych fluktuacjach krytycznych. Oczywíscie należy je uwzgl ↪ednić w ramach pe lnego
opisu uk ladu krytycznego i tak też dzieje si ↪e gdy obliczamy sum ↪e statystyczn ↪a. Sumujemy wówczas
po wszystkich stanach mikroskopowych uk ladu fizycznego a wi ↪ec także po tych, którym na poziomie
mezoskopowym odpowiadaj ↪a duże fluktuacje np. g ↪estości. Tak jak powiedzielísmy, procedura ta
bardzo cz ↪esto nastr ↪ecza trudności nie do pokonania. Z drugiej strony okazuje si ↪e, że trudności te
można obrócić w sukces jeżeli si ↪e na fluktuacje krytyczne spojrzy si ↪e w odpowiedni sposób. Metoda
tzw. grupy renormalizacyjnej jest w laśnie sposobem wyznaczania w laściwości uk ladów krytycznych,
w tym wyk ladników krytycznych wykorzystuj ↪acym niezmienniczość uk ladów krytycznych wzgl ↪edem
skalowania d lugości. T ↪e symetri ↪e uk ladu krytycznego zapewniaj ↪a w laśnie fluktuacje krytyczne. I
znowu, choć procedur ↪e grupy renormalizacyjnej udaje si ↪e ścísle przeprowadzić tylko w nielicznych
modelach fizycznych i w ogólności analiza taka wymaga zastosowania metod przybliżonych, to ide ↪a
przyświecaj ↪ac ↪a ca lemu podej́sciu jest w laśnie konsekwentne uwzgl ↪ednienie fluktuacji.

Z kolei zaniedbanie fluktuacji musi z konieczniości prowadzić do wyników, która mog ↪a być poprawne
pod wzgl ↪edem jakościowym ale nie pod wzgl ↪edem ilościowym. Tego rodzaju teori ↪a w laściwości
krytycznych zaniedbuj ↪ac ↪a fluktuacje jest w laśnie teoria Landaua, któr ↪a rozważymy w nast ↪epnym
podrozdziale.
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7.5 Teoria Landaua

W roku 1934 Lew Landau sformu lowa l teori ↪e s luż ↪ac ↪a do analizy w laściwości uk ladów krytycznych.
Sukces teorii Landaua polega z jednej strony na jej prostocie a z drugiej strony na jej skuteczności
polegaj ↪acej mi ↪edzy innymi na możliwości przewidywania wartości wyk ladników krytycznych. Teori ↪e
t ↪e najprościej jest przedstawić w odniesieniu do jednoosiowego ferromagnetyka i w takiej też wersji
j ↪a tu zaprezentujemy.

Stan równowagi jednoosiowego ferromagnetyka (o ustalonej obj ↪etości V i sk ladzie chemicznym)
może być określony przy pomocy dwóch parametrów intensywnych: temperatury T i zewn ↪etrznego
pola magnetycznego H. Określenie tych dwóch parametrów pozwala na jednoznaczne wyznaczenie
magnetyzacji : m(T,H) = M/V . Jeżeli jednak niezależnie określone zosta lyby wartości aż trzech
zmiennych T , H i m to w ogólności nie ma stanów równowagi zgodnych z wartościami tych trzech
zmiennych. Hipotetyczne stany określane przez te trzy zmienne stanowi ↪a zatem szersz ↪a klas ↪e od
klasy stanów równowagi. W ramach teorii Landaua analizowane s ↪a takie w laśnie stany i każdemu
spośród nich przyporz ↪adkowana zostaje wartość pewnej funkcji magnetyzacji m, temperatury T
i zewn ↪etrznego pole magnetycznego H. Funkcja ta nazywana jest energi ↪a swobodn ↪a Landaua i
jest oznaczana przez FL(m,T,H). Zak ladamy nast ↪epnie, że funkcja ta jest minimalizowana - przy
ustalonych wartościach T i H - przez wartość równowagow ↪a magnetyzacji m. Tak wi ↪ec m może być
wyznaczona na podstawie równania

∂FL(m,T,H)
∂m

∣∣∣∣
m=m

= 0 . (7.34)

Po wstawieniu wyznaczonej w ten sposób równowagowej magnetyzacji m(T,H) do energii swobod-
nej Landaua otrzymujemy energi ↪e swobodn ↪a Gibbsa

FL(m(T,H), T,H) = G(T,H) . (7.35)

Na podstawie znajomości energii swobodnej Gibbsa możemy wyznaczyć wszystkie interesuj ↪ace nas
w laściwości jednoosiowego ferromagnetyka.
Na podstawie powyższej konstrukcji widzimy, że teoria Landaua nie jest teori ↪a mikroskopow ↪a. Nie
odwo luje si ↪e ona do mikrostanów uk ladu magnetycznego (tak jak to czynimy w ramach modelu
Isinga) lecz do makrostanów scharakteryzowanych przez określon ↪a wartość magnetyzacji.

Konstrukcj ↪e teorii Landaua można przybliżyć odwo luj ↪ac si ↪e do mechaniki statystycznej modelu
Isinga, patrz dodatek poświ ↪econy temu modelowi. W ramach analizy mikroskopowej dostajemy
zwi ↪azek sumy statystycznej Z(T,H) =

∑
{si} exp(−βH({si})) z energi ↪a swobodn ↪a Gibbsa G(T,H)

: Z(T,H) = exp(−βG(T,H)). Jeżeli podczas obliczania sumy statystycznej uwzgl ↪edniony zostanie
warunek by sumować tylko po takich konfiguracjach spinów, które s ↪a zgodne z zadan ↪a wartości ↪a
magnetyzacji

∑
i si = V m, to taka procedura obliczania sumy statystycznej z wi ↪ezami prowadzi

w laśnie do energii swobodnej Landaua:
∑,
{si} exp(−βH({si})) = exp(−βFL(m,T,H)), gdzie sym-

bol prim przy znaku sumy oznacza uwzgl ↪ednienie wi ↪ezów. Wyca lkowanie exp(−βFL(m,T,H)) po
wszystkich wartościach magnetyzacji m prowadzi zgodnie z definicj ↪a do energii swobodnej Gibbsa:∫
dm exp(−βFL(m,T,H)) = exp(−βG(T,H)). W ramach teorii Landaua energia swobodna Gibbsa

zostaje przybliżona przez wyraz daj ↪acy najwi ↪ekszy wk lad do powyższej ca lki i odpowiadaj ↪acy na-
jmniejszej wartości energii swobodnej Landaua.

Aby móc efektywnie pos lugiwać si ↪e teori ↪a Landaus należy określić postać energii swobodnej Lan-
daua, która jest kluczowym obiektem teorii. W ogólności postać energii zależy od rozpatry-
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wanego uk ladu fizycznego. Ponieważ nasza analiza ograniczona jest do jednorodnych ferromag-
netyków jednoosiowych to wystarczy rozważać g ↪estość energii swobodnej Landaua: fL(m,T,H) =
FL(m,T,H)/V . Pami ↪etaj ↪ac, że spontaniczna magnetyzacja znika w punkcie krytycznym zaś w
pobliżu punktu krytycznego - czyli tam gdzie stosujemy teori ↪e Landaua - jest ”ma la” rozwijamy
fL(m,T,H) w szereg Taylora wokó l m = 0. Co wi ↪ecej, w ramach teorii Landaua czynimy za lożenie,
że fL(m,T,H) jest analityczn ↪a funkcj ↪a nie tylko zmiennej m ale także zmiennych T i H w otoczeniu
punktu krytycznego. Za lożenie to pozwala nam rozwin ↪ać fL(m,T,H) w szereg wzgl ↪edem pot ↪eg m,
T − Tc, oraz H (Hc = 0).

Dokonajmy rozwini ↪ecia fL(m,T,H) z dok ladności ↪a do wyrazów rz ↪edum5. W zerowym zewn ↪etrznym
polu magnetycznym jednoosiowy ferromagnetyk posiada symetri ↪e góra-dó l. Zak ladamy, że symetria
ta znajduje odzwierciedlenie w parzystości funkcji fL(m,T, 0)

fL(m,T, 0) = fL(−m,T, 0) . (7.36)

St ↪ad wszystkie wspó lczynniki przy nieparzystych pot ↪egach magnetyzacji musz ↪a być równe zeru i
energi ↪e swobodn ↪a Landaua możemy zapisać w postaci :

fL(m,T, 0) = fL(0, T, 0) + ∆fL(m,T, 0) , (7.37)

gdzie

∆fL(m,T, 0) =
r(T )

2!
m2 +

u(T )
4!

m4 + 0(m6) . (7.38)

Przeanalizujmy dopuszczaln ↪a postać parametrów r(T ) i u(T ), tj. ich zależność od temperatury T .
Gdyby u(T ) < 0, wówczas - niezależnie od znaku r(T ) - absolutne minimum energii swobodnej
Landaua by loby realizowane przez nieskończon ↪a wartość magnetyzacji co nie ma sensu. Zak ladamy
zatem, że funkcja u(T ) jest wi ↪eksza od zera i że jest sta la: u(T ) = υ = const > 0. W celu określenia
struktury wspó lczynnika r(T ) wykorzystajmy równanie (7.34), które ma postać

m
(
r +

υ

6
m2
)

= 0 . (7.39)

Niezależnie od wartości parametrów r oraz υ posiada ono rozwi ↪azanie zerowe

m0 = 0 , (7.40)

przy czym na podstawie analizy drugiej pochodnej fL(m;T, 0) obliczonej w punkcie m = m0

stwierdzamy, że dla r < 0 rozwi ↪azanie to odpowiada maksimum energii swobodnej Landaua, a
dla r > 0 - minimum. Ponadto w przypadku, gdy r < 0 istniej ↪a dalsze dwa rozwi ↪azania równania
(7.39) i to odpowiadaj ↪ace minimum energii swobodnej Landaua

m± = ±
√
−6r
υ

. (7.41)

Każde z nich odpowiada tej samej wartości energii swobodnej Gibbsa fL(m+, T, 0) = fL(m−, T, 0) i
wobec tego każde z nich jest równie dobrym kandydatem na stan równowagowy uk ladu. Oczywíscie
fizyczny uk lad znajduje si ↪e w jednym z tych dwóch stanów. Jednak w ramach przedstawianej
tu teorii Landaua nie wyst ↪epuj ↪a dodatkowe kryteria pozwalaj ↪ace wyróżnić jedno z uzyskanych
rozwi ↪azań jako rozwi ↪azanie równowagowe i określić, w którym stanie znajdzie si ↪e uk lad. W rzeczy-
wistym uk ladzie fizycznym decyduj ↪a o tym mechanizmy, które nie s ↪a uwzgl ↪ednione w przedstawianej
teorii. Zwróćmy przy tym uwag ↪e, że wyj́sciowa energia swobodna Landaua by la parzyst ↪a funkcj ↪a
m i wobec tego by la niezmiennicza ze wzgl ↪edu na zamian ↪e m → −m. Stan, w którym znajduje
si ↪e uk lad nie wykazuje tej symetrii. Zjawisko to nazywamy spontanicznym  lamaniem symetrii.
Za lóżmy, że dla T < Tc uk lad jest w stanie m = m+.
Podsumowuj ↪ac stwierdzamy, że
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– gdy r(T ) > 0 w uk ladzie nie wyst ↪epuje spontaniczna magnetyzacja

m = m0 = 0 (7.42)

– gdy r(T ) < 0 w uk ladzie wyst ↪epuje spontaniczna magnetyzacja

m = m+ 6= 0 . (7.43)

Pierwszy przypadek interpretujemy zatem jako odpowiadaj ↪acy temperaturom nadkrytycznym (T >
Tc), a drugi podkrytycznym (T < Tc). W temperaturze krytycznej r(T ) zmienia znak i - wykorzys-
tuj ↪ac za lożenie o analityczności fL(m;T, 0) - przyjmujemy

r(T ) = a(T − Tc) , (7.44)

gdzie a jest dodatni ↪a sta l ↪a. W powyższym rozwini ↪eciu zaniedbalísmy wyrazy zawieraj ↪ace wyższe
pot ↪egi T−Tc, które - jak można sprawdzić - nie maj ↪a wp lywu na w laściwości uk ladu w bezpośrednim
s ↪asiedztwie punktu krytycznego. Po wstawieniu do równania (7.41) uzyskujemy

m+ ∼ (−τ)
1
2 (7.45)

gdzie parametr τ = (T−Tc)/Tc określa zredukown ↪a temperatur ↪e. Pozwala to nam odczytać wartość
wyk ladnika krytycznego

βL =
1
2

, (7.46)

gdzie indeks L oznacza, że powyższa wartść liczbowa wyk ladnika krytycznego β zosta la otrzymana
w ramach teorii Landaua.

W celu zbadania podatności magnetycznej niezb ↪edne jest rozszerzenie dotychczasowych rozważań
poprzez uwzgl ↪ednienie niezerowego pola magnetycznego. Przyjmujemy najprostsze uogólnienie
fL(m;T, 0) polegaj ↪ace na dodaniu cz lonu opisuj ↪acego liniowe sprz ↪eżenie magnetyzacji z polem.
Prowadzi to do nast ↪epuj ↪acej postaci g ↪estości energii swobodnej Landaua

fL(m;T,H) = fL(m;T, 0)−Hm . (7.47)

W tym przypadku równowagowa magnetyzacja jest rozwi ↪azaniem równania

H = rm+
υ

6
m3 . (7.48)

Podatność magnetyczn ↪a χT = (∂m/∂H)T |H=0 obliczamy różniczkuj ↪ac obie strony równania (7.48)
po m i nast ↪epnie obliczaj ↪ac w punkcie m = m

χT = (r +
υ

2
m2)−1 . (7.49)

Po podstawieniu równowagowych wartości magnetyzacji uzyskujemy

– dla T > Tc

χT = χ+
0 τ

−1 , (7.50)

gdzie χ+
0 = aTc oraz

– dla T < TC

χT = χ−0 (−τ)−1 , (7.51)

gdzie χ−0 = 2aTc .
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Uzyskane zależności pozwalaj ↪a na określenie wartości wyk ladnika krytycznego γ

γL = 1 . (7.52)

Zwróćmy uwag ↪e, że niezależnie od tego czy do punktu krytycznego zbiegamy od strony temperatur
nadkrytycznych czy podkrytycznych to rozbieżność podatności magnetycznej scharakteryzowana
jest przez t ↪e sam ↪a wartość wyk ladnika γL = 1. Natomiast amplitudy krytyczne nie s ↪a wielkościami
uniwersalnymi, gdyż zależ ↪a np. od parametru a. Jednak ich stosunek - zgodnie z obserwacjami
doświadczalnymi - jest wielkości ↪a uniwersaln ↪a

χ+
0

χ−0
= 2 . (7.53)

Równanie (7.48) pozwala wyznaczyć wartość wyk ladnika krytycznego δ charakteryzuj ↪acego izoterm ↪e
krytyczn ↪a. K lad ↪ac T = Tc czyli r = 0 otrzymujemy δL = 3.
Obliczymy teraz wartość wyk ladnika krytycznego α charakteryzuj ↪acego rozbieżność ciep la w laściwego
cH(T,H). Po wykorzystaniu wzorów (??) okazuje si ↪e, że zarówno w przypadku T ↘ Tc jak i w
przypadku T ↗ Tc ciep lo w laściwe cH(T, 0) d ↪aży do skończonej granicy, oznaczanej odpowiednio
cH(T+

c , 0) i cH(T−c , 0), przy czym cH(T+
c , 0) 6= cH(T−c , 0). Tak wi ↪ec przy przekraczaniu temper-

atury krytycznej cH(T, 0) doznaje skoku ∆cH(T, 0) = cH(T+
c , 0)− cH(T−c , 0) 6= 0. Gdybyśmy tego

rodzaju zachowanie si ↪e ciep la w laściwego chcieli opisać przy pomocy wyk ladnika krytycznego α to
formalnie na podstawie definicji (7.27) wzoru otrzymalibyśmy αL = 0.

Zwróćmy uwag ↪e, że choć obliczone w ramach teorii Landaua wartości wyk ladników krytycznych α,
β, γ oraz δ różni ↪a si ↪e od wartości uzyskanych doświadczalnie to mimo to spe lniaj ↪a one nierówności
Rushbrooke’a i Griffitha jako równości. Widać wi ↪ec, że teoria Landaua - mimo, iż pomija fluktu-
acje - prowadzi do wartości wyk ladników krytycznych spe lniaj ↪acych tak istotne warunki jakimi s ↪a
uzyskane na drodze termodynamicznej nierówności Rushbrooke’a i Griffitha.

Na wyniki uzyskane w ramach teorii Landaua można zatem patrzeć jak na takie przybliżenie
prawdziwych wartości wyk ladników krytycznych, w którym zaniedbujemy fluktuacje. Dlatego
wartości te nie zależ ↪a od wymiaru analizowanego uk ladu, co jest to istotnym mankamentem teorii.
Uwzgl ↪ednienie fluktuacji powoduje zmian ↪e obliczanych wartości wyk ladników krytycznych oraz ich
uzależnienie od wymiaru uk ladu. Tego rodzaju program realizowany jest w ramach metody grupy
renormalizacyjnej.

Mimo że teori ↪e Landaua przedstawilísmy w zastosowaniu do jednoosiowego ferromagnetyka w
pobliżu punktu krytycznego, to należy podkreślić że podej́scie na niej oparte może być zastosowane
do znacznie szerszej klasy uk ladów fizycznych. W szczególności może zostać uogólniona na przy-
padek uk ladów, w których zachodzi przemiana fazowa pierwszego rodzaju. Zagadnienie to pozostaje
jednakże poza zakresem naszych rozważań.

7.6 Nadprzewodnictwo

Diagram fazowy dla nadprzewodników I-go rodzaju wygodnie jest przedstawić w zmiennych tem-
peratura T oraz nat ↪eżenie zewn ↪etrznego pola magnetycznego H0. Faza nadprzewodz ↪aca zajmuje
obszar ograniczony krzyw ↪a H0 = Hc(T ) = H̄

[
1− (T/Tc)2

]
, gdzie sta le H̄ oraz Tc s ↪a charakterysty-

czne dla danego uk ladu (np. dla o lowiu Tc = 7.2K, dlaniobuTc = 9.2K). Dla T > Tc nie istnieje
faza nadprzewodz ↪aca. Z kolei gdy T < Tc to faza nadprzewodz ↪aca wyst ↪epuje pod warunkiem, że
zewn ↪etrzne pole magnetyczne nie jest zbyt silne; pole magnetyczne o odpowiednio dużym nat ↪eżeniu
H0 > Hc(T ) niszczy stan nadprzewodz ↪acy. Przypomnijmy, że charakterystyczn ↪a cech ↪a uk ladu w
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stanie nadprzewodz ↪acym jest wyst ↪epowanie efektu Meissnera-Ochsenfelda: wewn ↪atrz próbki znika
indukcja magnetyczna, tj. B = 0. W zwi ↪azku z tym cz ↪esto spotykamy si ↪e ze stwierdzeniem, że stan
nadprzewodz ↪acy można traktować jako stan idealnego diamagnetyka, tj. stan, w którym m = −H.
Ponieważ jednak wewn ↪atrz próbki w stanie nadprzewodz ↪acym nie p lyn ↪a pr ↪ady obj ↪etościowe to nie
ma powodów by stan takiej próbki opisywać przy pomocy wektorów ~H oraz ~M . Fakty te powoduj ↪a,
że dyskusja termodynamicznych w lasności materia lów nadprzewodz ↪acych staje si ↪e skomplikowana.
Wprawdzie na poziomie czysto formalnym można do opisu nadprzewodników wykorzystać entalpi ↪e
swobodn ↪a dG = −SdT −µ0MdH, jednak we wzorze tym wielkość M nie oznacza momentu magne-
tycznego próbki (tak jak to jest np. dla paramagnetyków) ale zwi ↪azana jest z pr ↪adami powierzch-
niowymi. Mimo to można pokazać, że dla próbki w kszta lcie bardzo d lugiego walca skierowanego
wzd luż kierunku zewn ↪etrznego pola zachodzi zwi ↪azekM = −V H. Z kolei w fazie normalnejM = 0.
Aby otrzymać odpowiednik równania Clapeyrona-Clausiusa dla przemiany fazowej stan normalny
- stan nadprzewodz ↪acy należy przyrównać do siebie zmiany potencja lu G obliczone dla każdej z
faz wzd luż krzywej wspó listnienia H0 = Hc(T ). Zak ladaj ↪ac, że obj ↪etość próbki nie ulega zmianie
podczas przemiany fazowej otrzymujemy

Ss − Sn = µ0V Hc
dHc

dT
. (7.54)

przy czym wielkości opatrzone indeksami n oraz s odnosz ↪a si ↪e odpowiednio do stanu normalnego i
nadprzewodz ↪acego. Ponieważ dHc

dT < 0 dla T > 0 to widać, że Ss < Sn czyli zgodnie z mikroskopow ↪a
interpretacj ↪a entropii jako miary nieuporz ↪adkowania w systemie (patrz Cz ↪eść II skryptu) stan nad-
przewodz ↪acy jest bardziej uporz ↪adkowany niź stan normalny. Obserwacja ta znajduje odzwier-
ciedlenie w mikroskopowej teorii zjawiska nadprzwodnictwa. Po obustronnym zróżniczkowaniu po
temperaturze powyższego równania otrzymujemy

Cs − Cn = µ0TV

[(
dHc

dT

)2

+HcV
d2Hc

dT 2

]
. (7.55)

Widać, że dla T < Tc mamy Sn − Ss 6= 0 natomiast w punkcie T = Tc mamy Sn − Ss = 0
oraz Cn − Cs = −4µ0H̄

2/Tc. A zatem przemiana ze stanu normalnego do nadprzewodz ↪acego jest
pierwszego rodzaju dla T < Tc oraz drugiego rodzaju (wed lug klasyfikacji Ehrenfesta) w punkcie
T = Tc.



Rozdzia l 8

Uk lady wielosk ladnikowe

8.1 Wprowadzenie

W dotychczasowych rozważaniach zajmowalísmy si ↪e uk ladami jednosk ladnikowymi. W niniejszym
rozdziale zajmiemy si ↪e przypadkiem uk ladów, w których wyst ↪epuje wi ↪eksza liczba sk ladników.
Nasze zainteresowania ograniczymy do jednorodnych uk ladów wielosk ladnikowych. Z naszych
rozważań wy l ↪aczamy wi ↪ec mieszaniny mechaniczne, tj. uk lady wielosk ladnikowe, w których poszczególne
sk ladniki wyst ↪epuj ↪a w postaci makroskopowych drobin.

Na okreśnienie jednorodnych uk ladów wielosk ladnikowych w literaturze możemy spotkać dwa poj ↪ecia:
mieszanina i roztwór. Zakres stosowania tych poj ↪eć nie jest precyzyjnie określony i cz ↪esto jest różny
w różnych publikacjach.

W niniejszym wyk ladzie poj ↪ecia mieszaniny i roztworu b ↪edziemy uważać za synonimy poj ↪ecia jed-
norodnego uk ladu wielosk ladnikowego. Zastosowanie pierwszego lub drugiego określenia b ↪edzie
uzależnione od sposobu opisu takiego uk ladu. I tak poj ↪ecia mieszaniny b ↪edziemy używać w przy-
padku, gdy wszystkie sk ladniki wchodz ↪ace w sk lad uk ladu b ↪edziemy traktować w identyczny sposób,
zaś poj ↪ecie roztworu - gdy jeden ze sk ladników wyróżniamy jako rozpuszczalnik , a pozosta le jako
substancje rozpuszczone. Warto tu podkreślić, że każdy uk lad wielosk ladnikowy możemy opisywać
jako roztwór. Opis ten ma jednak praktyczne znaczenie wówczas, gdy u lamek molowy jednego
ze sk ladników roztworu jest znacznie wi ↪ekszy od u lamków molowych pozosta lych sk ladników.
Wówczas naturalnym przyj ↪eciem jest uznanie sk ladnika wyst ↪epuj ↪acego w nadmiarze za rozpuszczal-
nik.

Uczyńmy w tym miejscu jeszcze dwie uwagi. Pierwsza z nich ma charakter notacyjny. W niniejszym
rozdziale indeks o oznacza stan uk ladu, w którym wszystkie sk ladniki mieszaniny s ↪a rozdzielone
(zajmuj ↪a odr ↪ebne przestrzennie obszary). Innymi s lowy indeks ten wyst ↪epuj ↪acy przy wielkości ter-
modynamicznej opisuj ↪acej jak ↪aś substancj ↪e oznacza, że wielkość ta odnosi si ↪e do czystej substancji.

Druga uwaga dotyczy przypomnienia konwencji stosowanej w ramach termodynamiki. W termo-
dynamice, w odróżnieniu np. od analizy matematycznej, na oznaczenie funkcji musimy stosować
pe lne oznaczenie zawieraj ↪ace wyspecyfikowanie zmiennych, tj. np. oznaczenie f(x, y, z) zamiast
f . Wynika to z faktu, że w ramach analizy matematycznej f oznacza określon ↪a funkcj ↪e, a wi ↪ec w
szczególności również zestaw zmiennych. W termodynamice f ma raczej charakter pewnej wielkości
fizycznej (termodynamicznej), która w ogólności może być sparametryzowana przez różne zmienne.
Oznacza to, że w termodynamice na poziomie symbolicznym f(x, y, z) i f(x, v, z) określaj ↪a różne
funkcje matematyczne.

85
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8.2 Mieszaniny gazów doskona lych

Wśród uk ladów wielosk ladnikowych istotn ↪a rol ↪e odgrywaj ↪a mieszaniny gazów doskona lych. Ich rola
wynika z faktu, że jest to najprostszy, w pe lni rozwi ↪azywalny, uk lad modelowy.

Podstawowym twierdzeniem określaj ↪acym w laściwości mieszaniny gazów doskona lych jest twierdze-
nie Gibbsa . Orzeka ono, że dla mieszaniny gazów doskona lych o temperaturze T i sk ladzie
chemicznym {Ni}r

i=1 wype lniaj ↪acych naczynie o obj ↪etości V równanie podstawowe w postaci para-
metrycznej ma postać

S(T, V, {Ni}r
i=1) =

r∑
i=1

Si,o(T, V,Ni) (8.1a)

U(T, V, {Ni}r
i=1) =

r∑
i=1

Ui,o(T, V,Ni) . (8.1b)

Inaczej mówi ↪ac twierdzenie Gibbsa orzeka, że entropia mieszaniny gazów doskona lych jest sum ↪a
entropii jak ↪a każdy ze sk ladników mia lby w sytuacji, gdyby zajmowa l t ↪e sam ↪a obj ↪etość co mieszanina
i mia l t ↪e sam ↪a temperatur ↪e co mieszanina. Podobnie energia wewn ↪etrzna jest równa sumie energii
wewn ↪etrznych poszczególnych sk ladników w obj ↪etości równej obj ↪etości mieszaniny i w temperaturze
równej temperaturze mieszaniny. Dowód twierdzenia Gibbsa może zostać przeprowadzony dopiero
w ramach mechaniki statystycznej. W ramach termodynamiki fenomenologicznej możemy wykazać
jego s luszność zak ladaj ↪ac, że mieszanina gazów doskona lych ma w laściwości gazu doskona lego, w
szczególności jest opisywana poprzez równania stanu gazu doskona lego (5.8a) i (5.8b). Oczywíscie
to za lożenie może być dowiedzione jedynie w ramach mechaniki statystycznej. Warto dodać, że przy
tym za lożeniu wszystkie wyprowadzone poniżej z twierdzenia Gibbsa w lasności mieszaniny gazów
doskona lych staj ↪a si ↪e oczywiste.

Wyznaczmy teraz císnienie mieszaniny gazów doskona lych zamkni ↪etej w naczyniu o obj ↪etości V
utrzymywanym w temperaturze T . Wykorzystuj ↪ac wzory na przekszta lcanie pochodnych termody-
namicznych uzyskujemy

p =−
(
∂U

∂V

)
S,{Ni}r

i=1

=

(
∂S
∂V

)
U,{Ni}r

i=1(
∂S
∂U

)
V,{Ni}r

i=1

=
(
∂S

∂V

)
U,{Ni}r

i=1

(
∂U

∂S

)
V,{Ni}r

i=1

=

T

(
∂S

∂V

)
U,{Ni}r

i=1

= T

((
∂S

∂V

)
T,{Ni}r

i=1

+
(
∂S

∂T

)
V,{Ni}r

i=1

(
∂T

∂V

)
U,{Ni}r

i=1

)
=

T

((
∂S

∂V

)
T,{Ni}r

i=1

−
(
∂S

∂T

)
V,{Ni}r

i=1

(
∂U
∂V

)
T,{Ni}r

i=1(
∂U
∂T

)
V,{Ni}r

i=1

)
.

(8.2)

Teraz jednak z twierdzenia Gibbsa wynika(
∂U

∂V

)
T,{Ni}r

i=1

=
r∑

i=1

(
∂Ui,o

∂V

)
T,Ni

. (8.3)

Wiemy jednak, że energia wewn ↪etrzna gazu doskona lego jest niezależna od obj ↪etości (por. (5.8b)),
wi ↪ec wszystkie pochodne po prawej stornie powyższego równania s ↪a równe zeru i w konsekwencji
císnienie mieszaniny

p = T

(
∂S

∂V

)
T,{Ni}r

i=1

(8.4)
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i przy wykorzystaniu twierdzenia Gibbsa oraz wzoru na entropi ↪e gazu doskona lego (5.14)

p = T
r∑

i=1

(
∂Si,o

∂V

)
T,Ni

=
RT

V

r∑
i=1

Ni . (8.5)

Jeśli wprowadzimy poj ↪ecie císnienia parcjalnego (císnienia cz ↪astkowego) jako císnienia wywieranego
przez i-ty sk ladnik mieszaniny w ustalonych warunkach obj ↪etości i temperatury pod nieobecność
pozosta lych sk ladników mieszaniny to na podstawie równania stanu (5.8a) wzór (8.5) może być
zapisany jako

p =
r∑

i=1

pi , (8.6)

gdzie pi oznacza císnienie parcjalne i-tego gazu doskona lego wchodz ↪acego w sk lad mieszaniny.
Wzór ten stanowi matematyczny zapis prawa Daltona, które orzeka, że císnienie mieszaniny gazów
doskona lych jest równe sumie císnień parcjalnych sk ladników mieszaniny.

Wzór (8.5) zapisany w postaci

pV =

(
r∑

i=1

Ni

)
RT , (8.7)

pokazuje, że mieszanina gazów doskona lych jest opisywana równaniem stanu gazu doskona lego.
Wprowadzaj ↪ac poj ↪ecie obj ↪etości cz ↪astkowej jako obj ↪etości zajmowanej przez i-ty sk ladnik mieszaniny
w ustalonych warunkach temperatury i císnienia ca lkowitego mieszaniny stwierdzamy, że obj ↪etość
mieszaniny gazów doskona lych może być zapisana wzorem

V =
r∑

i=1

NiRT

p
=

r∑
i=1

Vi , (8.8)

gdzie Vi oznacza obj ↪etość cz ↪astkow ↪a i-tego gazu doskona lego wchodz ↪acego w sk lad mieszaniny pod
císnieniem p. Wzór powyższy stanowi matematyczny zapis prawa Amagata, które g losi, że obj ↪etość
mieszaniny gazów doskona lych jest równa sumie obj ↪etości cz ↪astkowych jej sk ladników.

Twierdzenie Gibbsa orzeka, że entropia mieszaniny gazów doskona lych jest addytywna ze wzgl ↪edu
na sk ladniki jeżeli ustalone s ↪a temperatura i obj ↪etość, natomiast nie jest addytywna przy ustalonej
temperaturze i císnieniu. Istotnie, bezpośrednio ze wzoru (8.1a)

S(T, V (T, p, {Ni}r
i=1), {Ni}r

i=1) =
r∑

i=1

Si,o(T, V (T, p, {Ni}r
i=1), Ni) 6=

r∑
i=1

Si,o(T, p,Ni) . (8.9)

Wyznaczmy różnic ↪e mi ↪edzy entropi ↪a mieszaniny a sum ↪a entropii sk ladników w tych samych warunk-
ach císnienia i temperatury

∆S = S(T, p, {Ni}r
i=1)−

r∑
i=1

Si,o(T, p,Ni) =
r∑

i=1

(Si,o(T, V (T, p, {Ni}r
i=1), Ni)−Si,o(T, p,Ni) (8.10)

Wykorzystuj ↪ac wzory oraz równanie stanu mieszaniny (8.7) uzyskujemy uzup.

∆S =
r∑

i=1

NiR ln
(∑r

i=1Ni

Ni

)
= −R

r∑
i=1

Ni lnxi . (8.11)

Wyznaczmy na zakończenie potencja ly chemiczne poszczególnych sk ladników mieszaniny. W tym
celu wyznaczmy energi ↪e swobodn ↪a Helmholtza

F (T, V, {Ni}r
i=1) = U(T, V, {Ni}r

i=1)− TS(T, V, {Ni}r
i=1) . (8.12)
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Wykorzystuj ↪ac twierdzenie Gibbsa stwierdzamy, że

F (T, V, {Ni}r
i=1) =

r∑
i=1

(Ui,o(T, V,Ni)− TSi,o(T, V,Ni)) =
r∑

i=1

Fi,o(T, V,Ni) (8.13)

oraz

µj(T, V, {Ni}r
i=1) =

(
∂F

∂Nj

)
T,V,{Ni}j−1

i=1 ,{Ni}r
i=j+1

= µj,o(T, V,Nj) . (8.14)

Jeśli b ↪edziemy chcieli wyrazić potencja l chemiczny j-tego sk ladnika mieszaniny gazów doskona lych
w funkcji temperatury, císnienia i sk ladu mieszaniny to w oparciu o równanie stanu (8.7) uzyskamy

µj(T, p, {Ni}r
i=1) = µj,o(T, V (T, p, {Ni}r

i=1), Nj) = µj,o(T, p) +RT lnxi . (8.15)

Wzór ten pozwala nam znaleźć jawn ↪a postać entalpii swobodnej mieszaniny gazów doskona lych,
gdyż

G(T, p, {Ni}r
i=1) =

r∑
i=1

Ni(µj,o(T, p) +RT lnxi) . (8.16)

8.3 W laściwości mieszanin

Jeśli rozważymy dowoln ↪a mieszanin ↪e r-sk ladnikow ↪a to w ogólności ekstensywne wielkości termody-
namiczne możemy wyrazić jako sum ↪e ważon ↪a

Y =
r∑

i=1

Niyi , (8.17)

gdzie yi oznacza odpowiedni ↪a wielkość molow ↪a. Ponieważ jednak yi zależy od sk ladu mieszaniny,
to zazwyczaj

yi 6= yi,o . (8.18)

Co wi ↪ecej spe lnienie warunku
yi = yi,o (8.19)

jest zależne od zestawu parametrów termodynamicznych użytych do opisu mieszaniny. Istotnie, jak
wiemy z rozważań dotycz ↪acych mieszaniny gazów doskona lych

S(T, V, {Ni}r
i=1) =

r∑
i=1

Si,o(T, V,Ni) , (8.20)

lecz

S(T, V (T, p, {Ni}r
i=1), {Ni}r

i=1) 6=
r∑

i=1

Si,o(T, p,Ni) . (8.21)

Przy opisie uk ladów wielosk ladnikowych wygodnie jest wybrać jako parametry opisuj ↪ace uk lad
temperatur ↪e i císnienie. Przy takim za lożeniu b ↪ed ↪a przeprowadzana poniższa analiza, chyba że
wyraźnie oznaczono inaczej.

Parametrami termodynamicznymi mieszania nazywamy różnic ↪e mi ↪edzy wielkości ↪a danego para-
metru termodynamicznego mieszaniny a sum ↪a wartości tego parametru dla czystych sk ladników
przy ustalonych wartościach císnienia i temperatury

∆mY =
r∑

i=1

Ni(yi − yi,o) . (8.22)



8.3. W LAŚCIWOŚCI MIESZANIN 89

W szczególności entropia mieszania wyraża si ↪e wzorem

∆mS =
r∑

i=1

Ni(si − si,o) . (8.23)

Znaj ↪ac t ↪a definicj ↪e możemy stwierdzić, że wzór (8.11) określa entropi ↪e mieszania gazów doskona lych.

Mieszanin ↪a doskona l ↪a (mieszanin ↪a idealn ↪a) nazywamy mieszanin ↪e, której entalpia mieszania jest
równa zeru, a entropia mieszania jest równa entropii mieszania gazów doskona lych

∆mH = 0 , (8.24a)

∆mS = −R
r∑

i=1

Ni lnxi , (8.24b)

gdzie xi oznacza u lamek molowy i-tego sk ladnika w mieszaninie. Zauważmy, że mieszanina gazów
doskona lych jest mieszanin ↪a doskona l ↪a.

Zauważmy, że z (8.24) wynika, że entalpia swobodna mieszania w przypadku roztworu doskona lego
wynosi

∆mG = ∆mH − T∆mS = RT

r∑
i=1

Ni lnxi . (8.25)

Prowadzi to do wniosku, że entalpia swobodna roztworu doskona lego wyraża si ↪e wzorem

G =
r∑

i=1

Ni(gi,o +RT lnxi) . (8.26)

Potencja l chemiczny i-tego sk ladnika roztworu doskona lego może wi ↪ec być obliczony ze wzoru

µi = µi,o(T, p) +RT lnxi , (8.27)

czyli potencja ly chemiczne sk ladników roztworu doskona lego maj ↪a identyczn ↪a struktur ↪e jak sk ladników
mieszaniny gazów doskona lych. Wzór (8.27) może na równi z (8.24) stanowić definicj ↪e roztworu
doskona lego. Jeśli bowiem wyjdziemy z (8.27) to entropi ↪e roztworu uzyskamy ze wzoru

S = −
(
∂G

∂T

)
p,{Ni}r

i=1

=
r∑

i=1

Ni(si,o −R lnxi) (8.28)

i nast ↪epnie entalpi ↪e

H = G+ TS =
r∑

i=1

Nihi,o . (8.29)

Wyznaczenie w oparciu o powyższe wzory entalpii oraz entropii mieszania prowadzi do (8.24).

W tym miejscu należy uczynić pewne zastrzeżenie. Równoważność (8.24) i (8.27) zosta la wykazana
w przypadku, gdy w mieszaninie wyst ↪epuj ↪a tylko i wy l ↪acznie te sk ladniki, które by ly użyte do wyt-
worzenia mieszaniny. Gdy w czasie tworzenia mieszaniny powstaj ↪a nowe sk ladniki (np. w wyniku
reakcji chemicznych, czy dysocjacji) to zazwyczaj (8.24) nie jest spe lnione, natomiast możliwa jest
sytuacja, w której dla wszystkich sk ladników mieszaniny - w tym powsta lych podczas jej tworzenia
- obowi ↪azuje (8.27). Z tego wzgl ↪edu wielu autorów uznaje (8.27) za podstawow ↪a definicj ↪e roztworu
doskona lego. Przy takim rozszerzeniu definicji wiele omówionych w dalszej cz ↪eści skryptu zjawisk
przypisanych roztworom rzeczywistym może wyst ↪apić w redefiniowanych roztworach doskona lych.
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Przebadajmy teraz dalsze w lasności roztworów doskona lych. Wyznaczmy w szczególności obj ↪etość
mieszania i energi ↪e wewn ↪etrzn ↪a mieszania. Ponieważ

∆mV =
(
∂∆mG

∂p

)
T,{Ni}r

i=1

, (8.30)

wi ↪ec korzystaj ↪ac ze wzoru (8.25) stwierdzamy, że

∆mV = 0 . (8.31)

Roztwór doskona ly ma zerow ↪a obj ↪etość mieszania, tzn. w czasie jego tworzenia przy sta lych tem-
peraturze i císnieniu obj ↪etość nie ulega zmianie.

Z kolei
∆mU = T∆mS − p∆mV + ∆mG , (8.32)

wi ↪ec wobec (8.24b), (8.30) i (8.25)
∆mU = 0 , (8.33)

czyli energia wewn ↪etrzna mieszania roztworu doskona lego jest równa zeru.

Roztwory, które nie spe lniaj ↪a warunków (8.24) (lub - co równoważne - (8.27)), nosz ↪a nazw ↪e rozt-
worów niedoskona lych lub roztworów rzeczywistych . Poniżej omówimy niektóre ich w laściwości.

Roztworem doskona lym odniesienia Rd dla danego uk ladu rzeczywistego R nazywamy hipotetyczny
roztwór doskona ly o takim samym sk ladzie chemicznym jak roztwór rzeczywisty. Innymi s lowy w
roztworze doskona lym odniesienia potencja l chemiczny każdego sk ladnika musi wyrażać si ↪e wzorem
typu (8.27)

µi,Rd
(T, p, {Nj}r

i=1) = µi,Rd,o(T, p) +RT lnxi . (8.34)

Należy podkreślić, że ponieważ roztwór doskona ly odniesienia jest uk ladem hipotetycznym, wi ↪ec
µi,Rd,o jest pewnym dowolnym parametrem. W przypadku, gdy st ↪eżenie substancji w badanym
roztworze rzeczywistym może osi ↪agn ↪ać wartość jeden możemy przyj ↪ać, że

µi,R(T, p, {xj}r
j=1)|xi=1 = µi,Rd

(T, p, {xj}r
j=1)|xi=1 . (8.35)

Ponieważ
µi,R(T, p, {xj}r

j=1)|xi=1 = µi,o(T, p) , (8.36)

wi ↪ec
µi,Rd,o = µi,o(T, p) , (8.37)

czyli µi,Rd,o jest równy potencja lowi chemicznemu substancji czystej. Omówionej powyżej proce-
dury nie da si ↪e zastosować w przypadku, gdy osi ↪agni ↪ecie przez u lamek molowy danego sk ladnika
wartości równej jeden w roztworze rzeczywistym jest niemożliwe.

Inny sposób określenia µi,Rd,o jest możliwy w przypadku szczególnej klasy roztworów, które dla
ma lych st ↪eżeń s ↪a roztworami rozcieńczonymi doskona lymi.

Roztworem rozcieńczonym doskona lym (roztworem rozcieńczonym idealnym) nazywamy roztwór
rzeczywisty, który spe lnia warunki (8.24) dla ma lych st ↪eżeń substancji rozpuszczonych (co równoważne
- st ↪eżeniu rozpuszczalnika bliskiemu jedności). Potencja l chemiczny rozpuszczalnika w roztworze
rozcieńczonym doskona lym możemy wyznaczyć ze wzoru

µ1 = µ1,o(T, p) +RT lnx1 , (8.38)

zaś substancji rozpuszczonych ze wzoru

µi = Ψi(T, p) +RT lnxi , i ∈ 2; r , (8.39)
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gdzie Ψi s ↪a pewnymi funkcjami. Ponieważ st ↪eżenie substancji rozpuszczonych jest bardzo ma le

r∑
i=2

xi � 1 , (8.40)

wi ↪ec rozpisuj ↪ac u lamek molowy rozpuszczalnika jako

x1 = 1−
r∑

i=2

xi (8.41)

i dokonuj ↪ac rozwini ↪ecia logarytmu we wzorze (8.38) uzyskujemy:

µ1 ≈ µ1,o(T, p)−RT
r∑

i=2

xi . (8.42)

Oczywíscie w przypadku roztworów, które dla niskich st ↪eżeń s ↪a roztworami rozcieńczonymi doskona lymi
naturalne jest przyj ↪ecie µi,Rd,o w ten sposób, by potencja ly chemiczne granicznie rozcieńczonych:
roztworu doskona lego odniesienia i roztworu rzeczywistego by ly sobie równe.

µi,Rd,o = Ψi . (8.43)

W dalszej analizie b ↪edziemy zak ladać, że roztwór doskona ly odniesienia jest w pe lni zdefiniowany,
tzn. określone s ↪a wszystkie µi,Rd,o.

Zdefiniowanie roztworu doskona lego odniesienia pozwoli nam na ilościowe określenie odst ↪epstw za-
chowania roztworu rzeczywistego od roztworu doskona lego. Nadmiarowymi parametrami termody-
namicznymi nazywamy różnic ↪e mi ↪edzy wielkości ↪a danego parametru termodynamicznego w rozt-
worze rzeczywistym i roztworze doskona lym odniesienia

∆eY = Y − YRd
. (8.44)

Zauważmy, że powyższy wzór możemy zapisać jako różnic ↪e określonej wielkości termodynamicznej
mieszania roztworu rzeczywistego i roztworu doskona lego odniesienia

∆eY = ∆mY −∆mYRd
. (8.45)

W szczególności nadmiarowy potencja l chemiczny i-tego sk ladnika mieszaniny

∆eµi = µi − µi,Rd
. (8.46)

Wspó lczynnik aktywności γ̃i i-tego sk ladnika mieszaniny definiujemy poprzez wzór

γ̃i = exp
(

∆eµi

RT

)
. (8.47)

W zależności od zestawu argumentów opisuj ↪acych potencja l chemiczny uzyskujemy różne wspó lczynniki
aktywności. Do najważniejszych należ ↪a

– wspó lczynnik aktywności u lamkowej γi odpowiadaj ↪acy zależności potencja lu chemicznego od
u lamków molowych poszczególnych sk ladników;

– stosowany w odniesieniu do mieszanin gazowych wspó lczynnik aktywności císnieniowej , zwany
również wspó lczynnikiem lotności lub wspó lczynnikiem fugitywności ϕi odpowiadaj ↪acy zależności
potencja lu chemicznego od císnień parcjalnych poszczególnych sk ladników.
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Dyskusja innych typów wspó lczynników aktywności pozostaje domen ↪a chemii fizycznej.

Wspó lczynnik aktywności jest oczywíscie w ogólności funkcj ↪a temperatury, císnienia i sk ladu chemicznego
mieszaniny. Jego wprowadzenie jest umotywowane wzgl ↪edami wygody rachunkowej. Zauważmy
bowiem, że bezpośrednio z definicji

µi = µi,Rd
+RT ln γ̃i . (8.48)

Rozważmy wspó lczynnik aktywności u lamkowej. Przy wykorzystaniu wzoru (8.27) na potencja l
chemiczny w roztworze odniesienia mamy

µi = µi,Rd,o +RT lnxi +RT ln γi = µi,Rd,o +RT lnxiγi . (8.49)

Uzyskany wzór na potencja l chemiczny sk ladnika mieszaniny rzeczywistej ma struktur ↪e analogiczn ↪a
do wzoru na potencja l chemiczny sk ladnika mieszaniny doskona lej, przy czym w miejsce u lamka
molowego wyst ↪epuje iloczyn wspó lczynnika aktywności i u lamka molowego. Iloczyn ten nosi nazw ↪e
aktywności u lamkowej i-tego sk ladnika.

Podobnie pos luguj ↪ac si ↪e wspó lczynnikiem lotności uzyskujemy

µi = µi,Rd,o +RT ln
pi

p0
φi , (8.50)

gdzie p0 oznacza pewne císnienie odniesienia. Iloczyn wspó lczynnika lotności i bezwymiarowego
císnienia parcjalnego i-tego sk ladnika mieszaniny gazowej nosi nazw ↪e lotności (fugitywności, akty-
wności císnieniowej).

Wzory (8.49) oraz (8.50) pokazuj ↪a, że dla roztworów rzeczywistych możemy pos lugiwać si ↪e wzo-
rami odpowiadaj ↪acymi roztworom doskona lym o ile dokonamy zast ↪apienia odpowiednich wielkości
zdefiniowanymi powyżej aktywnościami.

W ramach termodynamiki fenomenologicznej nie jesteśmy w stanie wyznaczyć zależności aktywności
od sk ladu chemicznego mieszaniny. Jest to natomiast możliwe w odniesieniu do zależności od
temperatury i císnienia. Ze wzoru (8.47) zapisanego w postaci

ln γi =
∆eµi

RT
, (8.51)

uzyskujemy w wyniku zróżniczkowania po T i p odpowiednio(
∂ ln γi

∂T

)
p,{xj}r

j=1

= −∆ehi

RT 2
, (8.52)

(
∂ ln γi

∂p

)
T,{xj}r

j=1

=
∆evi

RT
. (8.53)

Wśród roztworów rzeczywistych wyróżniamy roztwory regularne i roztwory atermiczne.

Roztworem regularnym lub roztworem prawid lowym nazywamy roztwór, który ma entropi ↪e mieszania
równ ↪a entropii mieszania roztworu doskona lego. Roztworami regularnymi jest wiele roztworów
cieczy organicznych oraz wiele roztworów sta lych.

Roztworem atermicznym nazywamy roztwór maj ↪acy zerow ↪a entalpi ↪e mieszania. Grupa ta nie jest
zbyt liczna. Roztworami atermicznymi s ↪a np. roztwory niektórych substancji wielkocz ↪asteczkowych
w rozpuszczalnikach organicznych.
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Wiemy że potencja l chemiczny sk ladnika mieszaniny jest funkcj ↪a r + 1 parametrów intensywnych.
Niech tymi parametrami b ↪ed ↪a: temperatura, císnienie oraz u lamki molowe r−1 sk ladników mieszaniny.
Wówczas różniczk ↪e potencja lu chemicznego i-tego sk ladnika możemy wyrazić jako

dµi =
(
∂µi

∂T

)
p,{xk}r−1

k=1

dT +
(
∂µi

∂p

)
T,{xk}r−1

k=1

dp+
r−1∑
j=1

(
∂µi

∂xj

)
T,p,{xk}j−1

k=1,{xk}r−1
k=j+1

dxj . (8.54)

Podstawiaj ↪ac t ↪e postać różniczek do równania Gibbsa-Duhema (3.31) uzyskujemy(
s+

r∑
i=1

(
∂µi

∂T

)
p,{xk}r−1

k=1

xi

)
dT +

(
−v +

r∑
i=1

(
∂µi

∂p

)
T,{xk}r−1

k=1

xi

)
dp+

r∑
i=1

xi

r−1∑
j=1

(
∂µi

∂xj

)
T,p,{xk}j−1

k=1,{xk}r−1
k=j+1

dxj = 0 .

(8.55)

Rozważmy przypadek procesu izotermiczno-izobarycznego. Oznacza to, że dT = 0 i dp = 0, czyli
powyższe równanie redukuje si ↪e do

r−1∑
j=1

(
r∑

i=1

xi

(
∂µi

∂xj

)
T,p,{xk}j−1

k=1,{xk}r−1
k=j+1

)
dxj = 0 , (8.56)

gdzie dokonalísmy zamiany kolejności sumowania. Wyst ↪epuj ↪ace w powyższym wzorze różniczki s ↪a
jednak niezależne, wi ↪ec

∀j∈1;r−1

r∑
i=1

xi

(
∂µi

∂xj

)
T,p,{xk}j−1

k=1,{xk}r−1
k=j+1

= 0 . (8.57)

Oczywíscie równanie o tej samej strukturze obowi ↪azuje również dla j = r, nie jest ono jednak
liniowo niezależne od uk ladu (8.57). Równania (8.57) nosz ↪a nazw ↪e równań Duhema-Margulesa. W
szczególności dla uk ladu dwusk ladnikowego mamy jedno równanie Duhema-Margulesa

x1

(
∂µ1

∂x1

)
T,p

+ x2

(
∂µ2

∂x1

)
T,p

. (8.58)

8.4 Regu la faz Gibbsa

Rozważmy uk lad r-sk ladnikowy, w którym wspó listnieje m faz. Zgodnie z analiz ↪a z poprzedniego
rodzia lu uk lad taki możemy traktować jako z lożony z m jednorodnych poduk ladów otwartych.
Warunkami równowagi mi ↪edzy fazami jest równość temperatur, równość císnień oraz równość po-
tencja lów chemicznych wszystkich sk ladników:

∀i∈1,mTαi
= T , pαi

= p , ∀j∈1,rµj,αi
= µj . (8.59)

Ponieważ potencja l chemiczny jest wielkości ↪a intensywn ↪a, wi ↪ec do opisu każdej fazy winnísmy użyć
zestawu parametrów, w którym jeden ekstensywny charakteryzuje jej wielkość, a pozosta le s ↪a in-
tensywne. W ogólności stan każdej fazy możemy określić poprzez podanie jej entropii, obj ↪etości
oraz sk ladu chemicznego, tj. liczby moli poszczególnych sk ladników {Nj,αi

}r
j=1, czyli r + 2 para-

metrów. Oznacza to, że w alternatywnym opisie potrzebujemy r + 1 parametrów intensywnych,
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np. temperatury, císnienia i st ↪eżeń molowych r − 1 sk ladników. U lamek molowy r-tego sk ladnika
możemy oczywíscie natychmiast wyznaczyć ze wzoru

r∑
j=1

xj,αi
= 1 . (8.60)

Wykorzystuj ↪ac warunek równości temperatur i císnień we wszystkich fazach stwierdzamy, że do
opisu uk ladu jako ca lości potrzebujemy 2 +m(r− 1) parametrów intensywnych. Mamy ponadto do
dyspozycji równości potencja lów chemicznych poszczególnych sk ladników, czyli r(m− 1) równości.
Wobec tego liczba niezależnych termodynamicznych parametrów intensywnych, nazywana liczb ↪a
termodynamicznych stopni swobody wynosi

f = 2 +m(r − 1)− r(m− 1) = 2 + r −m . (8.61)

Wzór ten stanowi treść regu ly faz Gibbsa , która stwierdza że liczba termodynamicznych stopni
swobody jest równa powi ↪ekszonej o dwa różnicy mi ↪edzy liczb ↪a sk ladników i liczb ↪a faz wyst ↪epuj ↪acych
w uk ladzie.

Regu l ↪e faz Gibbsa możemy wyprowadzić również w inny sposób. W uk ladzie r-sk ladnikowym mamy
do dyspozycji 2 + r niezależnych parametrów intensywnych (temperatura, císnienie i r potencja lów
chemicznych). Spe lniaj ↪a one dodatkowo w każdej z faz relacj ↪e Gibbsa - Duhema (m zwi ↪azków).
St ↪ad liczba niezależnych zmiennych intensywnych

f = 2 + r −m . (8.62)

W szczególności dla przypadku uk ladów jednosk ladnikowych

f = 3−m , (8.63)

sk ↪ad możemy uzyskać (por. str. ) wnioski:

– w uk ladzie jednosk ladnikowym wspó ltstnienie dwóch faz na diagramie fazowym nast ↪epuje
wzd luż krzywej;

– w uk ladzie jednosk ladnikowym trzy fazy mog ↪a wspó listnieć jedynie w izolowanych punktach
(punktach potójnych);

– w uk ladzie jednosk ladnikowym wspó listnienie czterech faz jest niemożliwe.

Jeśli rozważymy ważny przypadek mieszaniny podwójnej to stwierdzimy, że w tym przypadku dwie
fazy mog ↪a wspó listnieć wzd luż powierzchni (w trójwymiarowej przestrzeni stanu parametrów inten-
sywnych). Jeśli wi ↪ec ustalimy np. císnienie i temperatur ↪e to sk lad chemiczny obu wspó listniej ↪acych
faz b ↪edzie jednoznacznie określony. Trzy fazy w mieszaninie podwójnej wspó listniej ↪a wzd luż linii
punktów potrójnych, wreszcie wspó listninenie czterech faz zachodzi w izolowanych punktach poczwórnych.

8.5 Roztwory doskona le w uk ladach wielofazowych

Jako pierwsze zagadnienie rozważmy równowag ↪e ciek lej mieszaniny doskona lej z jej par ↪a nasycon ↪a,
któr ↪a b ↪edziemy uważać za mieszanin ↪e gazów doskona lych. Przyjmijmy, że mieszanina sk lada si ↪e
z r substancji lotnych i s substancji nielotnych. Para nad mieszanin ↪a sk lada si ↪e oczywíscie z r
substancji lotnych, przy czym z warunku równowagi faz wynika równość potencja lów chemicznych
tych substancji

µi,R = µi,P , i ∈ 1; r . (8.64)
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Rysunek 8.1: Císnienie pary dwusk ladnikowej mieszaniny doskona lej w funkcji u lamka molowego jednego
ze sk ladników w roztworze. Liniami kropkowanymi oznaczono císnienia cz ↪astkowe sk ladników.

Wiemy jednak, że mieszanina jest mieszanin ↪a doskona l ↪a, a para - mieszanin ↪a gazów doskona lych
wi ↪ec

µi,R(T, p, xi,R) = µi,R,o(T, p) +RT lnxi,R , (8.65)

µi,P (T, p, xi,P ) = µi,P,o(T, p) +RT lnxi,P , (8.66)

gdzie xi,R i xi,P s ↪a u lamkami molowymi i-tego sk ladnika odpowiednio w fazie ciek lej i parze. Po-
tencja l chemiczny czystego sk ladnika w stanie ciek lym jest zazwyczaj niezależny od císnienia, wi ↪ec

µi,R,o(T, p) = µi,R,o(T ) , (8.67)

zaś potencja l chemiczny gazu doskona lego jest liniow ↪a funkcj ↪a logarytmu císnienia

µi,P,o(T, p) = µi,P,o(T ) +RT ln p , (8.68)

wi ↪ec

pi,P = exp
(
µi,R,o(T )− µi,P,o(T )

RT

)
xi,R . (8.69)

Wobec doskona lości mieszaniny wzór powyższy jest s luszny dla dowolnego st ↪eżenia substancji w
roztworze, wi ↪ec przyjmuj ↪ac xi,R = 1 stwierdzamy, że

exp
(
µi,R,o(T )− µi,P,o(T )

RT

)
= pi,P,o (8.70)

i w konsekwencji
pi,P = pi,P,o(T )xi,R , (8.71)

gdzie pi,P,o oznacza císnienie (pr ↪eżność) pary nasyconej nad czystym sk ladnikiem i. Wzór powyższy
jest matematycznym zapisem prawa Raoulta, które stwierdza, że císnienie parcjalne danego sk ladnika
pary wspó listniej ↪acej z roztworem doskona lym jest wprost proporcjonalne do st ↪eżenia tego sk ladnika
w roztworze, przy czym wspó lczynnikiem proporcjonalności jest pr ↪eżność pary nasyconej nad czystym
sk ladnikiem. Zgodnie z prawem Raoulta císnienie parcjalne pary danego sk ladnika nad roztworem
jest zawsze mniejsze od císnienia pary nad czystym sk ladnikiem. Wykorzystuj ↪ac zwi ↪azek mi ↪edzy
císnieniem parcjalnym i u lamkiem molowym danej substancji prawo Raoulta możmy zapisać w
postaci równoważnej jako

xi,P =
pi,P,o(T )

p
xi,R . (8.72)

Dla ustalenia uwagi rozważmy teraz uk lad, w którym wyst ↪epuj ↪a wy l ↪acznie dwie substancje lotne.
Za lóżmy bez starty ogólności, że substancja 1 jest bardziej lotna niż substancja 2, tzn. pr ↪eżność
pary nasyconej substancji 1 jest wi ↪eksza od pr ↪eżności pary substancji 2

p1,P,o > p2,P,o . (8.73)

Wyznaczmy w pierwszej kolejności císnienie w funkcji st ↪eżenia pierwszego sk ladnika odpowiednio
w cieczy i parze. Wiemy, że

pP = p1,P + p2,P (8.74)
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i wykorzystuj ↪ac prawo Raoulta stwierdzamy, że

p(T, x1,R) = p2,P,o + (p1,P,o − p2,P,o)x1,R . (8.75)

Wzór ten pokazuje, że p2,P,o ≤ p ≤ p1,P,o. Wynik ten pozwoli nam znaleźć u lamek molowy
substancji 1 w parze w funkcji jej u lamka molowego w cieczy. Z prawa Raoulta (8.72) przy wyko-
rzystaniu (8.75) uzyskujemy

x1,P =
p1,P,ox1,R

p2,P,o + (p1,P,o − p2,P,o)x1,R
, (8.76)

wi ↪ec wobec oszacowania na císnienie
x1,P ≥ x1,R . (8.77)

Wynik ten oznacza, że para jest zawsze bogatsza w sk ladnik bardziej lotny, tzn. o wi ↪ekszym císnieniu
pary nasyconej (regu la Gibbsa- Konowa lowa). W lasność ta pozwala na rozdzielanie mieszaniny
doskona lej poprzez destylacj ↪e. Jeśli bowiem odparujemy cz ↪eść mieszaniny, a nast ↪epnie skroplimy
uzyskan ↪a par ↪e to uzyskamy roztwór o wi ↪ekszym u lamku molowym substancji bardziej lotnej.

Odwracaj ↪ac zależność (8.76) uzyskujemy

x1,R =
p2,P,ox1,P

p1,P,o − (p1,P,o − p2,P,o)x1,P
, (8.78)

co pozwala wyznaczyć císnienie pary w funkcji u lamka molowego substancji 1 w parze

p(T, x1,P ) =
p1,P,op2,P,o

p1,P,o − (p1,P,o − p2,P,o)x1,P
. (8.79)

Funkcje p(T, x1,R) oraz p(T, x1,P ) określaj ↪a císnienie pary wspó listniej ↪acej z ciecz ↪a w funkcji tem-
peratury oraz sk ladu chemicznego odpowiednio: roztworu i pary. Pierwsza funkcja zależy wi ↪ec
od parametrów cieczy wrz ↪acej, zaś druga - pary nasyconej. Dla ustalonej temperatury funkcje te
prowadz ↪a do wykreślenia izotermy, na któr ↪a sk ladaj ↪a si ↪e odpowiednio linia cieczy oraz linia pary
(linia rosy ).

W praktyce wygodniej jest pos lugiwać si ↪e izobarami w miejsce izoterm. Wyznaczmy teraz jakościow ↪a
postać T (p, x1,R) i T (p, x1,P ) w zależności od postaci p(T, x1,R) i p(T, x1,P ). Rozważmy pochodn ↪a(

∂T
∂x1,R

)
p,π

, gdzie indeks π oznacza obliczanie pochodnych na krzywej wspó listnienia faz. Zgodnie

z zasadami przekszta lcania pochodnych termodynamicznych(
∂T

∂x1,R

)
p,π

= −
(
∂p

∂T

)−1

x1,R,π

(
∂p

∂x1,R

)
T,π

. (8.80)

Wyznaczmy teraz wartość pochodnej
(

∂p
∂T

)
x1,R

. Dokonamy tego post ↪epuj ↪ac drog ↪a identyczn ↪a jak

w rozdziale xx przy wyprowadzaniu równania Clapeyrona-Clausiusa. Warunek wspó listnienia faz
w uk ladzie dwusk ladnikowym może być zapisany jako

µi,R(T + dT, p+ dp, x1,R + dx1,R) = µi,P (T + dT, p+ dp, x1,P + dx1,P ) , (8.81)

gdzie i = 1, 2. Dokonuj ↪ac obustronnego rozwini ↪ecia w szereg Taylora wzgl ↪edem dT i dp uzyskujemy
w pierwszym nieznikaj ↪acym rz ↪edzie(

∂µi,R

∂T

)
p,x1,R

dT+
(
∂µi,R

∂p

)
T,x1,R

dp+
(
∂µi,R

∂x1,R

)
T,p

dx1,R =(
∂µi,P

∂T

)
p,x1,P

dT +
(
∂µi,P

∂p

)
T,x1,P

dp+
(
∂µi,P

∂x1,P

)
T,p

dx1,P ,

(8.82)
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czyli przy wykorzystaniu definicji wielkości cz ↪astkowych

−(si,R − si,P )dT + (vi,R − vi,P )dp+
(
∂µi,R

∂x1,R

)
T,p

dx1,R −
(
∂µi,P

∂x1,P

)
T,p

dx1,P = 0 . (8.83)

Z równania Duhema-Margulesa (8.58) wynika jednak że(
∂µ2,R

∂x1,R

)
T,p

= − x1,R

1− x1,R

(
∂µ1,R

∂x1,R

)
T,p

(8.84)

i analogicznie (
∂µ2,P

∂x1,P

)
T,p

= − x1,P

1− x1,P

(
∂µ1,P

∂x1,P

)
T,p

(8.85)

wi ↪ec uk lad równań (8.83) może być zapisany w postaci

−(s1,R − s1,P )dT + (v1,R − v1,P )dp+
(
∂µ1,R

∂x1,R

)
T,p

dx1,R −
(
∂µ1,P

∂x1,P

)
T,p

dx1,P = 0 , (8.86a)

−(s2,R−s2,P )dT+(v2,R−v2,P )dp− x1,R

1− x1,R

(
∂µ1,R

∂x1,R

)
T,p

dx1,R+
x1,P

1− x1,P

(
∂µ1,P

∂x1,P

)
T,p

dx1,P = 0 .

(8.86b)
Wyrugujmy teraz z powyższego uk ladu różniczk ↪e dx1,P . Możemy tego dokonać mnoż ↪ac stronami
odpowiednio pierwsze równanie przez x1,P , zaś drugie przez 1−x1,P a nast ↪epnie dodaj ↪ac stronami.
Uzyskujemy w ten sposób

1
T

(q1,R→Px1,P + q2,R→P (1− x1,P ))dT − (∆v1,R→Px1,P + ∆v2,R→P (1− x1,P ))dp+

− x1,R − x1,P

1− x1,R

(
∂µ1,R

∂x1,R

)
T,p

dx1,R = 0 . (8.87)

W sposób analogiczny możemy uzyskać

1
T

(q1,R→Px1,R + q2,R→P (1− x1,R))dT − (∆v1,R→Px1,R + ∆v2,R→P (1− x1,R))dp+

− x1,R − x1,P

1− x1,P

(
∂µ1,P

∂x1,R

)
T,p

dx1,P = 0 . (8.88)

Na podstawie (8.87) stwierdzamy, że poszukiwana przez nas pochodna wyraża si ↪e jako(
∂p

∂T

)
x1,R

=
q1,R→Px1,P + q2,R→P (1− x1,P )

∆v1,R→Px1,P + ∆v2,R→P (1− x1,P )
(8.89)

Struktura powyższego wzoru jest zrozumia la. Jest ona bowiem identyczna ze struktur ↪a równania
Clapeyrona-Clausiusa (7.7), w którym zarówno molowe ciep lo przemiany, jak i zmiana obj ↪etości
molowej s ↪a odpowiednimi średnimi ważonymi ze wspó lczynnikami wagowymi odpowiadaj ↪acymi
sk ladowi pary

qR→P = q1,R→Px1,P + q2,R→P (1− x1,P ) , (8.90a)

∆vR→P = ∆v1,R→Px1,P + ∆v2,R→P (1− x1,P ) . (8.90b)
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Rysunek 8.2: Diagram fazowy dwusk ladnikowej mieszaniny doskona lej. Liniami ci ↪ag lymi oznaczono linie
cieczy, a przerywanymi - linie pary. Punkty R i P określaj ↪a odpowiednio sk lad wspó listniej ↪acych roztworu
i pary odpowiednio przy ustalonym císnieniu oraz ustalonej temperaturze.

Zauważmy ponadto, że w ogólności
(

∂p
∂T

)
x1,R

> 0. Wynik ten pozwala nam przy wykorzysta-

niu (8.80) stwierdzić, że w danym punkcie przestrzeni parametrów stanu izoterma T (p, x1,R) ma
przeciwne nachylenie do izobary p(T, x1,R). Analogicznie można pokazać, że izoterma T (p, x1,P )
ma przeciwne nachylenie do izobary p(T, x1,P ). Zauważmy, że przy wyprowadzaniu powyższych
wniosków nie korzystalísmy z warunku doskona lości roztworu. Oznacza to, że wnioski te - jak
również wzory (8.87) i (8.88) - b ↪ed ↪a mog ly być zastosowane do analizy roztworów rzeczywistych.

Uzyskany wynik pozwala nam wykreślić jakościow ↪a postać T (p, x1,R) i T (p, x1,P ). Przedstawia to
rysunek 8.5.

Rozważmy teraz stan równowagi ustalaj ↪acy si ↪e mi ↪edzy roztworami rozcieńczonymi doskona lymi
tych samych r−2 substancji w dwóch niemieszaj ↪acych si ↪e wzajemnie rozpuszczalnikach (substancje
1 i 2). Warunkiem równowagi jest równość potencja lów chemicznych sk ladników rozpuszczonych

µi,R1 = µi,R2 , i ∈ 3; r − 2 . (8.91)

Oba roztwory s ↪a idealne, wi ↪ec zgodnie z (8.27)

µi,R1(T, p) +RT lnxi,R1 = µi,R2(T, p) +RT lnxi,R2 , (8.92)

co prowadzi do wniosku, że

xi,R1

xi,R2

= exp(
µi,R2(T, p)− µi,R1(T, p)

RT
) . (8.93)

Uzyskalísmy w ten sposób prawo podzia lu Nernsta, które g losi że stosunek st ↪eżeń molowych dowol-
nego sk ladnika we wspó listniej ↪acych fazach jest w danych warunkach císnienia i temperatury wielkości ↪a
sta l ↪a. Wielkość stoj ↪aca po prawej stronie powyższej równości nosi nazw ↪e wspó lczynnika podzia lu
Nernsta. Analiza prawa podzia lu Nernsta pozwala nam wyznaczyć warunki konieczne do przeprowadzenia
procesu ekstrakcji, tzn. wydzielenia danego sk ladnika z roztworu pierwotnego dzia laj ↪ac odpowied-
nim rozpuszczalnikiem.

8.6 Roztwory rzeczywiste w uk ladach wielofazowych

Omówione w poprzednim podrozdziale w lasności wielofazowych uk ladów wielosk ladnikowych ule-
gaj ↪a zmianie, gdy wyst ↪epuj ↪ace fazy nie s ↪a roztworami doskona lymi.

W pierwszej kolejności rozpatrzmy sytuacj ↪e, w której mamy do czynienia ze wspó listnieniem rozt-
woru rozcieńczonego doskona lego z par ↪a, któr ↪a traktujemy nadal jako mieszanin ↪e gazów doskona lych.
Rozpuszczalnik oraz r−1 substancji rozpuszczonych jest substancjami lotnymi. Z warunku równowagi
faz uzyskujemy dla rozpuszczalnika przy wykorzystaniu wzoru (8.38)

pi,P = exp
(
µi,R,o(T )− µi,P,o(T )

RT

)
xi,R (8.94)
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Rysunek 8.3: Prawo Raoulta a prawo Henryego: císnienia parcjalne sk ladników pary mieszaniny
dwusk ladnikowej. W zakresie dużych st ↪eżeń widoczna zgodność z prawem Raoulta (linia przerywana), w
zakresie ma lych st ↪eżeń - z prawem Henry’ego (linia kropkowana)

i nast ↪epnie
pi,P = pi,P,oxi,R . (8.95)

Dla lotnych substancji rozpuszczonych - przy wykorzystaniu wzoru (8.39) - uzyskujemy natomiast

pi,P = exp
(

Ψi,R(T )− µi,P,o(T )
RT

)
xi,R , (8.96)

przy czym wspó lczynnik proporcjonalności mi ↪edzy císnieniem parcjalnym a u lamkiem molowym nie
jest równy císnieniu pary nasyconej nad czyst ↪a substancj ↪a. Wprowadzaj ↪ac wspó lczynnik Henry’ego
poprzez wzór

Hi(T ) = exp
(

Ψi,R(T )− µi,P,o(T )
RT

)
, (8.97)

wzór (8.96) możemy zapisać jako
pi,P = Hi(T )xi,R . (8.98)

Wzór powyższy wyraża prawo Henry’ego, zgodnie z którym císnienie parcjalne danego sk ladnika
pary wspó listniej ↪acej z roztworem rozcieńczonym doskona lym, w którym sk ladnik ten jest substancj ↪a
rozpuszczon ↪a, jest proporcjonalne do jego u lamka molowego w roztworze. Podsumowuj ↪ac t ↪a cz ↪eść
rozważań możemy stwierdzić, że prawo Raoulta określa równowag ↪e parowania rozpuszczalnika, zaś
prawo Henry’ego - równowag ↪e parowania substancji rozpuszczonych.

Jeśli interesuje nas teraz wspó listnienie roztworu rzeczywistego z jego par ↪a - traktowan ↪a ci ↪agle jak
gaz doskona ly - to císnienie parcjalne i-tego sk ladnika b ↪edzie zależa lo od aktywności tego sk ladnika
w mieszaninie, czyli

pi,P = pi,P,oγi,Rxi,R . (8.99)

Wspó lczynnik aktywności równy jedności odpowiada przypadkowi roztworu doskona lego. Gdy
wspó lczynnik ten jest wi ↪ekszy od jedności obserwujemy dodatnie odst ↪epstwa od prawa Raoulta,
tzn. císnienie parcjalne danego sk ladnika w parze jest wi ↪eksze niż gdyby roztwór by l doskona ly.
Przeciwnie - gdy wspó lczynnik aktywności jest mniejszy od jedości obserwujemy ujemne odst ↪epstwa.

Modyfikacja wartości císnień parcjalnych poci ↪aga za sob ↪a zmian ↪e zachowania si ↪e císnienia pary jako
funkcji sk ladu chemicznego roztworu. Mamy oczywíscie

p = p1,P + p2,P , (8.100)

wi ↪ec zgodnie z (8.99)

p = p2,P,oγ2,R + (p1,P,oγ1,R − p2,P,oγ2,R)x1,R . (8.101)

W zależności od zachowania si ↪e císnienia pary jako funkcji sk ladu chemicznego roztworu wyróżniamy
uk lady zeotropowe , dla których císnienie jest monotoniczn ↪a funkcj ↪a u lamka molowego oraz uk lady
azeotropowe , dla których zależność ma charakter niemonotoniczny. Uk lady zeotropowe doskona le
podlegaj ↪a prawu Raoulta.
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Rysunek 8.4: Uk lad azeotropowy dodatni: odpowiednio u lamek molowy sk ladnika pierwszego w parze
w funkcji u lamka molowego tego sk ladnika w roztworze, izobary i izotermy. Liter ↪a A oznaczono punkt
azeotropowy

Rysunek 8.5: Uk lad azeotropowy ujemny: odpowiednio u lamek molowy sk ladnika pierwszego w parze
w funkcji u lamka molowego tego sk ladnika w roztworze, izobary i izotermy. Liter ↪a A oznaczono punkt
azeotropowy

Rozważmy warunki wyst ↪apienia ekstremum na linii cieczy. Wykorzystamy do tego celu (8.87).
Uzyskujemy st ↪ad(

∂p

∂x1,R

)
T

= − 1
∆v1,R→Px1,P + ∆v2,R→P (1− x1,P )

x1,R − x1,P

1− x1,R

(
∂µ1,R

∂x1,R

)
T,p

. (8.102)

Ponieważ w ogólności
(

∂µ1,R

∂x1,R

)
T,p

, jest różne od zera wi ↪ec warunkiem by
(

∂p
∂x1,R

)
T

= 0 jest x1,R =

x1,P . Podobn ↪a analiz ↪e możemy przeprowadzić dla linii pary. Z (8.88) wynika(
∂p

∂x1,P

)
T

=
1

∆v1,R→Px1,P + ∆v2,R→P (1− x1,P )
x1,R − x1,P

1− x1,P

(
∂µ1,P

∂x1,R

)
T,p

(8.103)

i w konsekwencji warunkiem
(

∂p
∂x1,R

)
T

= 0 jest również x1,R = x1,P . Analiza ta pokazuje, że
ekstrema na obu liniach: cieczy i pary wyst ↪epuj ↪a przy identycznym sk ladzie chemicznym roztworu
i pary. Funkcje p(T, x1,R) i p(T, x1,P ) określaj ↪a t ↪a sam ↪a wielkość fizyczn ↪a, wi ↪ec musi zachodzić
tożsamość

p(T, x1,R) = p(T, x1,P ) , (8.104)

odpowiadaj ↪aca sytuacji, w której izotermy s ↪a do siebie wzajemnie styczne. Punkt, w którym sk lad
chemiczny wspó listniej ↪acych roztworu i pary jest identyczny, nosi nazw ↪e punktu azeotropowego , zaś
roztwór w tym punkcie - azeotropem. W punkcie azeotropowym roztwór wrze bez zmiany sk ladu
chemicznego, co oznacza że przeprowadzenie destylacji staje si ↪e niemożliwe.

Ponieważ zgodnie z (8.80) przebieg izobar jest jakościowo odwrotny niż przebieg izoterm stwierdzamy
na podstawie powyższej analizy, że w punkcie azeotropowym izobary pary i cieczy s ↪a do siebie sty-
czne i osi ↪agaj ↪a ekstremum, przy czym jeśli izoterma ma minimum to izobara - maksimum i vice
versa.

8.7 Zjawiska osmotyczne

W niniejszym podrozdziale rozważymy grup ↪e zjawisk nosz ↪ac ↪a nazw ↪e zjawisk osmotycznych. Należ ↪a
do nich podwyższenie temperatury wrzenia rozpuszczalnika, obniżenie temperatury krzepni ↪ecia roz-
puszczalnika oraz císnienie osmotyczne roztworu. Dla ustalenia uwagi ograniczymy si ↪e do uk ladów
dwusk ladnikowych.

W pierwszej kolejności rozważmy rozcieńczony roztwór doskona ly nielotnej substancji rozpuszc-
zonej w lotnym rozpuszczalniku. Pokażemy, że konsekwencj ↪a prawa Raoulta jest podwyższenie
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temperatury wrzenia roztworu wraz ze wzrostem st ↪eżenia substancji rozpuszczonej. Interesuje nas
wyznaczenie

∆Tw = Tw(p, x2,R)− Tw(p, x2,R = 0) . (8.105)

Wzór powyższy możemy zapisać jako

∆Tw =
∫ x2,R

0

(
∂Tw

∂x′2,R

)
p

dx′2,R . (8.106)

Na podstawie (8.87) stwierdzamy(
∂Tw

∂x2,R

)
p

= − T

q1,R→Px1,P + q2,R→P (1− x1,P )
x1,R − x1,P

1− x1,R

(
∂µ1,R

∂x1,R

)
T,p

. (8.107)

Wzór ten przekszta lcimy podstawiaj ↪ac wyrażenie na potencja l chemiczny sk ladnika roztworu doskona lego
(8.27) oraz wykorzystuj ↪ac fakt, że w parze wyst ↪epuj ↪a wy l ↪acznie cz ↪asteczki rozpuszczalnika (tzn.
x1,P = 1). Uzyskujemy w ten sposób(

∂Tw

∂x2,R

)
p

=
RT 2

w

q1,R→P

1
x1,R

. (8.108)

W pierwszym rz ↪edzie rachunku możemy zaniedbać zależność wyst ↪epuj ↪acych po prawej stronie
powyższego równania temperatury i ciep la przemiany od st ↪eżenia substancji rozpuszczonej. Uzysku-
jemy wówczas

∆Tw =
RT 2

w

q1,R→P

∫ x2,R

0

dx′2,r

1− x′2,R

=
RT 2

w

q1,R→P
ln

1
1− x2,R

. (8.109)

Wykorzystuj ↪ac fakt, iż rozważany roztwór jest rozcieńczony możemy rozwin ↪ać logarytm z dok ladności ↪a
do pierwszego wyrazu uzyskuj ↪ac

∆Tw =
RT 2

w

q1,R→P
x2,R = Ex2,R , (8.110)

gdzie E oznacza sta l ↪a ebulioskopow ↪a

E =
RT 2

q1,R→P
. (8.111)

Sta la ebulioskopowa jest zawsze wi ↪eksza od zera, wi ↪ec temperatura wrzenia roztworu jest wi ↪eksza
od temperatury wrzenia czystego rozpuszczalnika.

W podobny sposób można rozważyć rozcieńczony roztwór doskona ly w rozpuszczalniku, który
wytr ↪aca si ↪e do fazy sta lej. Uzyskujemy wówczas

∆Tk = Kx2,R , (8.112)

gdzie K oznacza sta l ↪a krioskopow ↪a :

K =
RT 2

K

q1,R→S
. (8.113)

Sta la krioskopowa jest zazwyczaj mniejsza od zera, wi ↪ec temperatura krzepni ↪ecia roztworu jest
niższa od temperatury krzepni ↪ecia czystego rozpuszczalnika.

Na zakończenie rozważmy dwa rozcieńczone roztwory rozdzielone b lon ↪a pó lprzepuszczaln ↪a dla roz-
puszczalnika. Interesuje nas wyznaczenie císnienia osmotycznego , tzn. różnicy císnień po obu
stronach ścianki pó lprzepuszczalnej

∆p = p(T, x1,Rb
)− p(T, x1,Ra

) . (8.114)
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Warunkiem równowagi mi ↪edzy roztworami jest równość potencja lów chemicznych rozpuszczalnika

µ1,Ra
(T, pRa

, x1,Ra
) = µ1,Rb

(T, pRb
, x1,Rb

) , (8.115)

gdzie uwzgl ↪ednilísmy od razu warunek równości temperatur. Wobec ma lego st ↪eżenia roztworów
potencja l chemiczny rozpuszczalnika możemy zapisać jako

µ1,Ra
(T, pRa

, x1,Ra
) = µ1,Ra,o(T, pRa

)−RTx2,Ra
(8.116)

i analogicznie dla roztworu Rb. Po podstawieniu do wzoru (??) uzyskujemy

µ1,Ra,o(T, pRa
)− µ1,Rb,o(T, pRb

) = RT (x2,Ra
− x2,Rb

) . (8.117)

Lew ↪a stron ↪e powyższego wzoru możemy jednakże przekszta lcić zauważywszy że oba sk ladniki wyrażaj ↪a
potencja l chemiczny czystego rozpuszczalnika (w różnych warunkach císnienia) a wobec ma lych
st ↪eżeń obu roztworów róznica císnień b ↪edzie również ma l ↪a wielkości ↪a. Zgodnie z tym

µ1,Ra,o(T, pRa)− µ1,Ra,o(T, pRa) =
(
∂µ1,o

∂p

)
T

(pRa
− pRb

) = v1(pRa
− pRb

) . (8.118)

W ten sposób ostatecznie

∆p =
RT

v1
∆x . (8.119)

Wzór powyższy nosi nazw ↪e wzoru van t’Hoffa.

8.8 Reakcje chemiczne

Rozważmy teraz uk lady, w których zachodz ↪a reakcje chemiczne, tj. procesy, w wyniku których
ulegaj ↪a zmianie liczby moli poszczególnych sk ladników tworz ↪acych uk lad.

Każda reakcja chemiczna może zapisana symolicznie w postaci∑
j

νjAj = 0 (8.120)

gdzieAj oznacza zwi ↪azek chemiczny bior ↪acy udzia l w reakcji, a νj jest algebraicznym wspó lczynnikiem
nazywanym wspó lczynnikiem stechiometrycznym j-tego zwi ↪azku. Przyjmujemy konwencj ↪e, w której
wartości wspó lczynników stechiometrycznych s ↪a ujemne dla substratów i dodatnie dla produktów.

Aby wyznaczyć warunek równowagi chemicznej zauważmy, że reakcje chemiczne przebiegaj ↪a za-
zwyczaj przy ustalonej temperaturze i císnieniu. Oznacza to, że w stanie równowagi minimum musi
osi ↪agać energia swobodna Gibbsa

G(T, p, {Nj}) =
r∑

j=1

µjNj (8.121)

Wielkości Nj nie mog ↪a si ↪e zmieniać niezależnie, ich różniczki s ↪a bowiem powi ↪azane równaniem
stechiometrycznym

dNi =
νi

ν1
dN1, i = 1, . . . , r (8.122)

Oznacza to, że spośród wszystkich różniczek liczby moli poszczególnych sk ladników tylko jedna
jest niezależna, podczas gdy pozosta le s ↪a od niej liniowo zależne. Minimalizacja energii swobodnej
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Gibbsa sprowadza si ↪e wieć do wyznaczenia jego minimum ze wzgl ↪edu na liczb ↪e moli jednej, dowolnie
wybranej substancji uczestnicz ↪acej w reakcji, np. N1

∂G

∂N1

= 0 . (8.123)

Wobec (8.121) uzyskujemy warunek równowagi chemicznej

r∑
j=1

νjµj = 0 . (8.124)

Wypisuj ↪ac zmienne warunek ten możemy zapisać w postaci

r∑
j=1

µj(T, p,N1,0 + δN1, N2,0 +
ν2
ν1
δN1, . . . , Nr,0 +

νr

ν1
δN1)νj = 0 , (8.125)

gdzie Ni,0 oznaczaj ↪a wartości liczby moli poszczególnych sk ladników w stanie pocz ↪atkowym. Stan
równowagi znajdziemy wyznaczaj ↪ac z powyźszego równania δN1, a nast ↪epnie za pomoc ↪a wspó lczynników
stechiometrycznych - pozosta le przyrosty δNi.

Rozważmy teraz reakcje chemiczne zachodz ↪ace w mieszaninie gazów doskona lych. Potencja l chemiczny
sk ladnika mieszaniny gazów doskona lych jest dany za pomoc ↪a wzoru (8.15):

µi = µi,o(T, p) +RT lnxi . (8.126)

Podstawiaj ↪ac do (8.124) uzyskujemy

r∑
j=1

(µi,o(T, p) +RT lnxi)νi , (8.127)

czyli po przekszta lceniu
r∏

j=1

x
νj

j = exp

− r∑
j=1

νjµj,o(T, p)
RT

 . (8.128)

Wielkość stoj ↪aca po prawej stronie powyższego równania jest oznaczana Kx(T, p) i nosi nazw ↪e sta lej
równowagi reakcji

Kx(T, p) = exp

− r∑
j=1

νjµj,o(T, p)
RT

 . (8.129)

Ostatecznie
r∏

j=1

x
νj

j = Kx(T, p) . (8.130)

Wzór powyższy wyraża prawo dzia lania mas, które g losi że w stanie równowagi chemicznej panuj ↪acym
w mieszaninie gazów doskona lych iloczyn u lamków molowych reagentów podniesionych do wspó lczynników
stechiometrycznych nie zależy od st ↪eżenia reagentów, a jedynie od temperatury i císnienia.

Prawo dzia lania mas może być zapisane w postaci równoważnej przy wykorzystaniu wzoru na
potencja l chemiczny gazu doskona lego (5.21). W oparciu o ten wzór

Kx(T, p) = p−
Pr

j=1 exp(−
r∑

j=1

νjΦj(T )) = p−
Pr

j=1Kp(T ) , (8.131)
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gdzie

Kp(T ) = exp(−
r∑

j=1

νjΦj(T )) (8.132)

jest również sta l ↪a równowagi reakcji. Po podstawieniu (8.131) do (??) i skorzystaniu z definicji
císnienia parcjalnego uzyskujemy prawo dzia lania mas w postaci

r∏
j=1

p
νj

j = Kp(T ) . (8.133)



Rozdzia l 9

Podstawy klasycznej mechaniki
statystycznej

9.1 Wprowadzenie

Termodynamika, której poświ ↪econa jest pierwsza cz ↪eść skryptu pozwala na znalezienie zwi ↪azków
pomi ↪edzy różnymi wielkościami makroskopowymi opisuj ↪acymi badany uk lad termodynamiczny. Os-
obnym zagadnieniem jest wyznaczenie jawnych zależności mi ↪edzy wielkościami makroskopowymi i
mikroskopowymi charakteryzuj ↪acymi ten sam uk lad fizyczny na różnych poziomach opisu. Ten
w laśnie problem stanowi domen ↪e mechaniki statystycznej.

Rozważmy uk lad N cz ↪asteczek gazu zamkni ↪etych w d-wymiarowym naczyniu V o obj ↪etości V .
Mikroskopowy stan uk ladu o f stopniach swobody jest w chwili czasu t określony przez po lożenia
uogólnione q1(t), . . . , qf (t) oraz p ↪edy uogólnione p1(t), . . . , pf (t) cz ↪asteczek. Mikrostan uk ladu
jest reprezentowany przez punkt w 2f -wymiarowej przestrzeni fazowej uk ladu. Ewolucja czasowa
mikrostanu uk ladu zadana jest poprzez równania Hamiltona1. W przypadku, gdy wspó lrzȩdne
uogólnione pokrywaja̧ siȩ ze wspó lrzȩdnymi kartezjańskimi (f = dN) hamiltonian uk ladu ma postać

H(~q1, . . . , ~qN , ~p1, . . . , ~pN ) =
N∑

i=1

~pi
2

2m
+

N∑
i=1

i−1∑
j=1

Φ(|~qi − ~qj |) =

N∑
i=1

~pi
2

2m
+

1
2

N∑
i=1

N∑
j=1
j 6=i

Φ(|~qi − ~qj |) ,

(9.1)

gdzie zastosowalísmy notacjȩ wektorowa̧ dla oznaczenia po lożeń (~qi, i = 1 . . . N) i pȩdów (~pi, i =
1 . . . N) cz ↪asteczek . Rozważac b ↪edziemy tylko takie uk lady, w których energia potencjalna wzajem-
nego oddzia lywania dwóch cz ↪asteczek Φ(|~qi − ~qj |) zależy od ich wzajemnej odleg lości2. Zauważmy

1W celu określenia mikroskopowego stanu uk ladu moglibyśmy pos lużyć si ↪e równoważnie zestawem po lożeń i pr ↪edkości
uogólnionych zaś ewolucj ↪e wyznaczać poprzez równania Lagrange’a ale my b ↪edziemy konsekwentnie stosować formalizm
kanoniczny.

2Zwróçmy uwagȩ, że powyższego warunku nie spe lniaja̧ oddzia lywania wystȩpuja̧ce w wielu ważnych - także z punktu
widzenia zastosowań - uk ladach, np. oddzia lywanie cza̧steczek wody, oddzia lywanie dipoli magnetycznych. Aby unikna̧ć
zbȩdnych komplikacji podczas omawiania podstaw mechaniki statystycznej ograniczamy siȩ do oddzia lywań sferycznie sym-
etrycznych.

105
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iż w hamiltonianie (9.1) nie jest zawarta informacja ani o kszta lcie naczynia V zawieraj ↪acego gaz
ani o oddzia lywaniach cz ↪asteczek z jego ściankami. Należy zatem dodatkowo określić warunki na
dopuszczalne po lożenia cz ↪asteczek i nast ↪epnie uwzgl ↪ednić je np. podczas ca lkowania po po lożeniach
cz ↪asteczek. Innym sposobem uwzgl ↪ednienia kszta ltu naczynia jest dodanie do hamiltonianu energii
potencjalnej oddzia lywania cz ↪asteczek ze ściankami naczynia :

∆H(~q1, . . . , ~qN ) =
N∑

i=1

ΦV (~qi) . (9.2)

W szczególnie prostym przypadku

ΦV (~qi) =

{
0 ~qi ∈ V
∞ ~qi /∈ V

. (9.3)

Oddzia lywanie cz ↪asteczek gazu ze ściankami posiada w rzeczywistości bardziej skomplikowan ↪a
postać od zaproponowanej w (9.3) i zawiera także cz ↪eść przyci ↪agaj ↪ac ↪a. W dalszej cz ↪eści skryptu
nie b ↪edziemy wnikać w te zagadnienia i kszta lt naczynia bȩdzie uwzglȩdniany na pierwszy z za-
proponowanych powyżej sposobów, tzn. poprzez ograniczenie zakresu ca lkowania po po lożeniach
cz ↪asteczek do wn ↪etrza naczynia.

Aby wyznaczyć ruch cz ↪astek musimy rozwi ↪azać równania Hamiltona :

~̇qi =
∂H

∂~pi
, ~̇pi = −∂H

∂~qi
, (9.4)

gdzie i = 1, . . . , N . Jest to uk lad 2 dN równań różniczkowych. Aby jego rozwi ↪azanie by lo określone
jednoznacznie należy zadać warunek pocz ↪atkowy:

~q1(0), . . . , ~qN (0), ~p1(0), . . . , ~pN (0) . (9.5)

Oszacujmy liczb ↪e N . Jak wiadomo liczba cz ↪asteczek gazu doskona lego zawartych w 1 cm3 naczynia
jest równa liczbie Loschmidta NL maj ↪acej w warunkach normalnych wartość

NL = 2, 7 · 1019cm−3 . (9.6)

Wynika st ↪ad, że w typowym przypadku liczba cz ↪asteczek badanego uk ladu jest tak duża, iż prakty-
cznie wyklucza możliwość pe lnego wyznaczenia ewolucji czasowej uk ladu. Jednak - jak wskazalísmy
na pocz ↪atku rozdzia lu - naszym celem nie jest wyznaczenie ewolucji czasowej po lożeń i p ↪edów
poszczególnych cz ↪asteczek, a jedynie określenie pewnej niewielkiej liczby wielkości makroskopowych
charakteryzuj ↪acych uk lad pozostaj ↪acy w stanie równowagi termodynamicznej. Aby uzyskać in-
formacje o tych wielkościach makroskopowych dokonuje si ↪e uśrednienia po czasie odpowiednich
wielkości mikroskopowych. Procedura uśredniania po czasie odzwierciedla sytuacj ↪e z jak ↪a mamy
do czynienia w trakcie doświadczalnego pomiaru wielkości makroskopowej. Każdy pomiar trwa
pewien skończony czas i w zwi ↪azku z tym zawiera w sobie element uśrednienia po czasie.

Rozważmy pewn ↪a - zależn ↪a od czasu - funkcj ↪e mikroskopowego stanu uk ladu A(t) = A(q(t), p(t)),
gdzie wprowadzilísmy skrótowe oznaczenie :

(q(t), p(t)) = (~q1(t), . . . , ~qN (t), ~p1(t), . . . , ~pN (t)) . (9.7)

Definiujemy wielkość makroskopow ↪a Ā jako uśrednion ↪a po czasie wartość odpowiedniej zmiennej
dynamicznej A(q(t), p(t)).

Ā = lim
τ→∞

1
τ

∫ τ

0

A(q(t), p(t))dt . (9.8)
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Zwróćmy uwag ↪e, że tak zdefiniowana wartość średnia po czasie Ā w ogólności zależy od stanu
pocz ↪atkowego uk ladu (q(0), p(0)). Ponadto rozci ↪agni ↪ecie we wzorze (9.8) ca lkowania po czasie w
granicach od zera do nieskończoności jest zabiegiem matematycznym maj ↪acym na celu uproszcze-
nie analizy. Każdy pomiar fizyczny trwa skończony czas i po nim należa loby uśredniać we wzorze
(9.8) stosown ↪a zmienn ↪a dynamiczn ↪a. Wprowadza loby to jednak dodatkowe komplikacje, których
unikamy przyjmuj ↪ac powyższ ↪a definicj ↪e.
Obliczenie ca lki (9.8) wymaga znajomości q(t), p(t), a zatem uprzedniego rozwi ↪azania równań ruchu.
Ponieważ analitycznie nie da si ↪e tego zrobić cz ↪esto odwo lujemy si ↪e do metod numerycznych zas-
tosowanych z konieczności do niewielkiej (w porównaniu z 1019) liczby cz ↪asteczek modelowanego
uk ladu. Taki sposób analizy w laściwości uk ladu nazywa si ↪e metod ↪a dynamiki molekularnej (MD). W
metodzie MD numerycznie rozwi ↪azuje si ↪e równania ruchu dla uk ladu cz ↪asteczek (np. dla N = 104)
stosuj ↪ac dyskretyzacj ↪e czasow ↪a. Umożliwia to obliczenie średniej po czasie

1
τ

∫ τ

0

A(q(t), p(t))dt , (9.9)

w przypadku skończonego czas uśredniania τ . Jest on dobierany w taki (optymalny) sposób, by
średnia po czasie obliczona dla wi ↪ekszych czasów uśredniania nie różni la si ↪e istotnie od średniej
(9.9); dalsze zwi ↪ekszanie czasu uśredniania nie ma wi ↪ec praktycznego wp lywu na wynik.

Alternatywnym wobec obliczania średniej po czasie podej́sciem do problemu wyznaczenia para-
metrów makroskopowych uk ladu jest zastosowanie koncepcji zespo lu statystycznego Gibbsa. Opiera
si ↪e ono na konstatacji, że zadany stan makroskopowy uk ladu, określony np. poprzez energi ↪e E,
obj ↪etość V i liczb ↪e cz ↪asteczek N można zrealizować na wiele sposobów mikroskopowych. Rozważmy
wobec tego nie pojedyńczy uk lad ale wielk ↪a liczb ↪e jego kopii. Każda z nich - choć jest scharak-
teryzowana przez takie same parametry makroskopowe - różni si ↪e od pozosta lych na poziomie
mikroskopowym, tzn. jest w innym stanie mikroskopowym. Taki zbiór wielkiej (w granicy nieskończonej)
liczby kopii rozważanego uk ladu znajduj ↪acych w tym samym stanie makroskopowym ale w różnych
stanach mikroskopowych nazywamy zespo lem statystycznym. Zespo lowi statystycznemu odpowiada
zatem uk lad punktów w przestrzeni fazowej; każdy punkt reprezentuje uk lad należ ↪acy do zespo lu3.
W miarȩ up lywu czasu ta “chmura” punktów reprezentuja̧cych uk lady należa̧ce do zespo lu de-
formyje siȩ i przemieszcza w przestrzeni fazowej. Gdy wyobrazimy sobie, że punkty te s ↪a - w granicy
nieskończonej liczby kopii uk ladu należ ↪acych do zespo lu statystycznego - roz lożone w sposób ci ↪ag ly
to na przestrzeni fazowej możemy określić funkcj ↪e rozk ladu ρ(~q1, . . . , ~qN , ~p1, . . . , ~pN , t) (skrótowo
oznaczan ↪a jako ρ(q, p, t)) zdefiniowan ↪a jako g ↪estość prawdopodobieństwa znalezienia w chwili czasu
t uk ladu w stanie (q, p). Zwróćmy uwag ↪e, że w ramach podej́scia opartego na koncepcji zespo lu
statystycznego po lożenia i p ↪edy cz ↪asteczek uk ladu s ↪a traktowane jako zmienne losowe, których
wartościom przyporz ↪adkowane jest pewne prawdopodobieństwo. Tak wi ↪ec iloczyn

ρ(q, p, t) dqdp , (9.10)

gdzie dqdp = d~q1, . . . , d ~qN , d ~p1, . . . , d ~pN jest proporcjonalny do prawdopodobieństwa znalezienia
w chwili czasu t (w zespole statystycznym) uk ladu leż ↪acego w przestrzeni fazowej w elemencie
obj ↪etości ]q; q + dq[×]p; p + dp[. Wielkość t ↪e można - w przypadku skończonej liczby uk ladów
należ ↪acych do zespo lu - interpretować jako stosunek liczby uk ladów w chwili czasu t o stanach w
przedziale ]q; q + dq[×]p; p+ dp[ do ca lkowitej liczby uk ladów w zespole. Zazwyczaj - i my też tak
bȩdziemy postȩpować - miar ↪e obj ↪etości w przestrzeni fazowej przyjmuje siȩ jako

dΓ =
dqdp

N !hdN
. (9.11)

3Zwróćmy uwag ↪e, że uk lady należ ↪ace do zespo lu statystycznego nie oddzia luj ↪a ze sob ↪a.
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Wyst ↪epuj ↪acy w powyższym wzorze czynnik N ! zwi ↪azany jest z nierozróżnialności ↪a kwantowych
cz ↪astek identycznych, zaś hd (h - sta la Plancka) jest (zwi ↪azan ↪a z zasad ↪a nieoznaczoności Heisen-
berga) miar ↪a objȩtości elementarnej komórki w przestrzeni fazowej jednej cz ↪astki. Dziȩki obecności
czynnika hdN w mianowniku powyższego wzoru tak zdefiniowana miara dΓ jest bezwymiarowa.

Zwróćmy uwag ↪e, że a priori nie ma powodu do zastosowania opisu probablistycznego w celu wydoby-
cia w laściwości makroskopowych uk ladu na podstawie opisu mikroskopowego. Okazuje si ↪e jednak,
że pomys l Gibbsa polegaj ↪acy na wprowadzeniu poj ↪ecia zespo lu statystycznego oraz towarzysz ↪acego
mu rozk ladu prawdopodobieństwa (który a priori nie jest znany) jest niezwykle skuteczny i prowadzi
do wyników zgodnych z doświadczeniem. Bez zbytniej przesady można powiedzieć, że na genial-
nym pomyśle Gibbsa zbudowana jest ca la ga l ↪aź fizyki zwana mechanik ↪a statystyczn ↪a. Dla danego
zespó lu statystycznego można w ślad za Gibbsem wyznaczyć wartość średni ↪a wielkości dynamicznej
A w sposób nast ↪epuj ↪acy

〈A〉(t) =
∫
A(q, p) ρ(q, p, t) dΓ . (9.12)

Jest to tzw. średnia po zespole. O ile w przypadku średniej po czasie (9.8) wielkości q(t), p(t) by ly
jednoznacznie wyznaczone poprzez warunki pocz ↪atkowe, o tyle zmienne q, p we wzorze na średni ↪a
po zespole s ↪a wielkościami losowymi.

Pojawia si ↪e oczywiste pytanie o warunki jakie musi spe lniać badany uk lad fizyczny by wartość
średniej po zespole 〈A〉 by la równa wartości średniej po czasie Ā dla dowolnej wielkości dynamicznej
A. Uk lady, dla których obie te średnie s ↪a sobie równe nazywamy uk ladami ergodycznymi a ich
badaniem zajmuje si ↪e dzia l matematyki zwany teori ↪a ergodyczn ↪a.

9.2 Równanie Liouville’a

”

W poprzednim podrozdziale wprowadzilísmy poj ↪ecie zespo lu statystycznego oraz funkcji rozk ladu
ρ(q, p, t). Obecnie spróbujemy uzyskać pewne informacje o jej w laściwościach. W tym celu wyko-
rzystamy znane z wyk ladu mechaniki klasycznej twierdzenie Liouville’a o niezmienniczości obj ↪etości
w przestrzeni fazowej.

Rozważmy zespó l statystyczny w pewnej pocza̧tkowej chwili czasu t = 0, tzn. rozważamy wiele kopii
tego samego uk ladu fizycznego, każda spośród których znajduje si ↪e w innym stanie pocz ↪atkowym
i jest reprezentowana przez punkt w przestrzeni fazowej. Za lóżmy, że punkty te zajmuj ↪a pewien
obszar G0 w przestrzeni fazowej. Po up lywie czasu t punkty reprezentuj ↪ace uk lady zmieni ↪a - w
wyniku ewolucji zgodnej z równaniami ruchu - swoje po lożenie zajmuj ↪ac obszar Gt. Obj ↪etości tych
obszarów oznaczamy odpowiednio

G0 =
∫
G0

dq(0) dp(0)
N !hdN

(9.13)

oraz

Gt =
∫
Gt

dq(t) dp(t)
N !hdN

. (9.14)

Twierdzenie Liouville’a orzeka, że
G0 = Gt . (9.15)

W celu jego udowodnienia zamienimy zmienne w ca lce (9.14) określaj ↪acej Gt przechodz ↪ac od 2dN
zmiennych (q(t), p(t)) do 2dN zmiennych (q(0), p(0)) dzi ↪eki relacjom

qi(t) = Qi(q(0), p(0), t) , pi(t) = Pi(q(0), p(0), t) , i = 1, . . . , dN . (9.16)
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Wówczas :

Gt =
∫
Gt

dq(t) dp(t)
N !hdN

=
∫
G0

J
dq(0) dp(0)
N !hdN

, (9.17)

gdzie J = ∂(q(t),p(t))
∂(q(0),p(0)) oznacza jakobian zamiany zmiennych :

J =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂q1x(t)
∂q1x(0)

∂q1x(t)
∂q1y(0) . . . ∂q1x(t)

∂pNd(0)
∂q1y(t)
∂q1x(0)

∂q1y(t)
∂q1y(0) . . .

∂q1y(t)
∂pNd(0)

...
...

...
∂pNz(t)
∂q1x(0)

∂pNz(t)
∂q1y(0) . . . ∂pNd(t)

∂pNd(0)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (9.18)

Zauważmy, że korzystaj ↪ac z w laściwości jakobianu można napisać

J =
∂(q(t), p(t))
∂(q(0), p(0))

=
∂(q(t), p(t))
∂(q(t′), p(t′))

· ∂(q(t′), p(t′))
∂(q(0), p(0))

(9.19)

a nast ↪epnie obliczyć pochodn ↪a J po czasie t w punkcie t = t′ :

dJ

dt

∣∣∣∣
t=t′

=

d

dt
(
∂(q(t), p(t))
∂(q(t′), p(t′))

· ∂(q(t′), p(t′))
∂(q(0), p(0))

)
∣∣∣∣
t=t′

=
∂(q(t′), p(t′))
∂(q(0), p(0))

d

dt

∂(q(t), p(t))
∂(q(t′), p(t′))

∣∣∣∣
t=t′

.

(9.20)

Dokonajmy ujednolicenia oznaczeń wprowadzaj ↪ac

xα = qα(t) ∧ xdN+α = pα(t) gdzie α = 1, . . . , dN , (9.21)

yα = qα(t′) ∧ ydN+α = pα(t′) gdzie α = 1, . . . , dN (9.22)

oraz

β =
d

dt

∂(q(t), p(t))
∂q(t′), p(t′))

∣∣∣∣
t=t′

. (9.23)

Wówczas możemy napisać

β|y=x =
d

dt

∂(x1, . . . , x2dN )
∂y1, . . . , y2dN )

∣∣∣∣
y=x

=

2dN∑
i=1

∂(x1, . . . , xi−1, ẋi, xi+1, . . . , x2dN )
∂(y1, . . . , y2dN )

∣∣∣∣∣
y=x

=

2dN∑
i=1

∂(x1, . . . , xi−1, ẋi, xi+1, . . . , x2dN )
∂(x1, . . . , x2dN )

,

(9.24)

przy czym dla pojedyńczego sk ladnika powyższej sumy uzyskujemy∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 . . . 0 . . . 0
0 1 . . . 0 . . . 0
...

...
...

...
∂ẋi

∂x1

∂ẋi

∂x2
. . . ∂ẋi

∂xi
. . . ∂ẋi

∂x2dN

...
...

...
...

0 0 . . . 0 . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
∂ẋi

∂xi

. (9.25)
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St ↪ad przy wykorzystaniu równań Hamiltona (9.4) uzyskujemy

β =
2dN∑
i=1

∂ẋi

∂xi

=
dN∑
i=1

(
∂q̇i
∂qi

+
∂ṗi

∂pi

) =
dN∑
i=1

(
∂2H

∂qi∂pi
− ∂2H

∂pi∂qi
) = 0 , (9.26)

czyli
d

dt

∂(q(t), p(t))
∂(q(0), p(0))

= 0 ⇒ ∂(q(t), p(t))
∂(q(0), p(0))

= const . (9.27)

Wartość sta lej wyznaczamy podstawiaj ↪ac t = 0 :

∂(q(t), p(t))
∂(q(0), p(0))

=
∂(q(0), p(0))
∂(q(0), p(0))

= 1 . (9.28)

i ostatecznie otrzymujemy

Gt =
∫
Gt

dq(t)dp(t)
N !hdN

=
∫
G0

dq(0)dp(0)
N !hdN

= G0 . (9.29)

Korzystaj ↪ac z twierdzenia Liouville’a w wersji infinitezymalnej

dq(t)dp(t) = dq(0)dp(0) (9.30)

oraz z faktu, że wielkość ρ(q(t), p(t), t)dq(t)dp(t) (proporcjonalna do liczby uk ladów w zespole, które
w chwili t znajduj ↪a si ↪e w elemencie obj ↪etości dq(t)dp(t) jest sta la w czasie tj.

ρ(q(t), p(t), t)dq(t)dp(t) = ρ(q(0), p(0), 0)dq(0)dp(0) (9.31)

otrzymujemy
ρ(q(0), p(0), 0) = ρ(q(t), p(t), t) . (9.32)

Równanie to nosi nazw ↪e równania Liouville’a i orzeka, że funkcja rozk ladu jest sta la na trajektorii
fazowej.

Wyprowadzimy teraz różniczkow ↪a postać równania Liouville’a korzystaj ↪ac z postaci

ρ(q(t), p(t), t) = ρ(q(t+ δt), p(t+ δt), t+ δt) . (9.33)

Praw ↪a stron ↪e równania rozwijamy w pot ↪egach δt otrzymuj ↪ac

ρ(q(t+ δt), p(t+ δt), t+ δt) = ρ(q(t), p(t), t) +
dN∑
i=1

(
∂ρ

∂qi
q̇iδt+

∂ρ

∂pi

ṗiδt+
∂ρ

∂t
δt+O(δt2) , (9.34)

co prowadzi do wzoru (
dN∑
i=1

(
∂ρ

∂qi
q̇i +

∂ρ

∂pi

ṗi

)
+
∂ρ

∂t

)
δt+O(δt2) = 0 . (9.35)

Dziel ↪ac obustronnie przez δt i przechodz ↪ac do granicy δt→ 0 uzyskujemy :

∂ρ

∂t
=

dN∑
i=1

(
−q̇i

∂ρ

∂qi
− ṗi

∂ρ

∂pi

)
. (9.36)
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Wykorzystuj ↪ac równania Hamiltona i definicj ↪e nawiasów Poissone’a możemy ostatecznie zapisać
równanie Liouville’a w postaci różniczkowej.

∂ρ

∂t
= {H, ρ} . (9.37)

Jest to różniczkowe równanie liniowe, pierwszego rz ↪edu w 2dN + 1 zmiennych.

Na podstawie uzyskanego wzoru możemy wskazać na pewn ↪a analogi ↪e z przep lywem cieczy. Liczba
punktów w przestrzeni fazowej nie ulega zmianie w czasie; podobnie w przypadku przep lywu cieczy
materia nie jest ani kreowana ani anihilowana, a może si ↪e jedynie przenosić z miejsca na miejsce.
Konsekwencj ↪a tego jest równanie ci ↪ag lości dla cieczy, które ma postać :

∂n

∂t
+∇(n · ~v) = 0 , (9.38)

gdzie n(~r, t) oznacza skalarne pole g ↪estości cieczy, a ~v(~r, t) wektorowe pole pr ↪edkości cieczy. Jeżeli
utożsamimy

n(~r, t) → ρ(q, p, t) (9.39)

oraz
~v → (q̇, ṗ) = ( ~̇q1, . . . , ~̇qN , ~̇p1, . . . , ~̇pN ) (9.40)

to równanie ci ↪ag lości przybiera postać

∂ρ

∂t
+

N∑
i=1

(
∂

∂~qi
(ρ~̇qi) +

∂

∂~pi
(ρ~̇pi)

)
= 0 , (9.41)

∂ρ

∂t
+

N∑
i=1

(~̇qi
∂ρ

∂~qi
+ ρ

∂ ~̇qi
∂~qi

+ ~̇pi
∂ρ

∂~pi
+ ρ

∂ ~̇pi

∂~pi
) = 0 , (9.42)

∂ρ

∂t
+

N∑
i=1

(~̇qi
∂ρ

∂~qi
+ ~̇pi

∂ρ

∂~pi
) = 0 . (9.43)

Uzyskalísmy w ten sposób różniczkow ↪a postać równania Liouville’a. Rozwia̧zanie tego równania
określa ewolucjȩ czasowa̧ funkcji rozk ladu. W szczególności spodziewamy siȩ, że o ile badany uk lad
fizyczny znajduje siȩ pocza̧tkowo w stanie nierównowagowym i wraz z up lywem czasu zbiega do
stanu równowagi to w laśnie rozwia̧zanie r-nia Liouville’a opisuje to dochodzenie uk ladu do stanu
równowagi. Można je prześledzić albo na podstawie znajomości samej funkcji rozk ladu albo na
podstawie zależności od czasu wielkości makroskopowych.

W stanie równowagi rozk lad nie zależy od czasu tj.

∂ρ

∂t
= 0 . (9.44)

Średnia po zespole statystycznym z zależnej od czasu zmiennej dynamicznej A(q, p) ma wówczas
postać :

〈A〉 =
∫
A(q, p)ρ(q, p)dΓ . (9.45)

Z równania Liouville’a (9.37) wynika, iż w stanie równowagi funkcja rozk ladu powinna wyrażać
si ↪e przez kombinacje zmiennych p i q stanowi ↪ace ca lki ruchu tj. b ↪ed ↪ace sta lymi w czasie ruchu
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zamkni ↪etego poduk ladu. Ponieważ funkcja rozk ladu ρ1,2 dla uk ladu sk ladaj ↪acego si ↪e z dwóch
niezależnych poduk ladów jest równa iloczynowi funkcji rozk ladu ρ1 i ρ2 dla poszczególnych po-
duk ladów to

ln ρ1,2 = ln ρ1 + ln ρ2 . (9.46)

Tak wi ↪ec logarytm funkcji rozk ladu jest wielkości ↪a addytywn ↪a ze wzgl ↪edu na niezależne poduk lady i
winien zależeć od addytywnych ca lek ruchu. Z mechaniki klasycznej wiemy, iż mog ↪a to być : liczba
cz ↪astek N , ca lkowita energia E, ca lkowity p ↪ed ~P oraz ca lkowity moment p ↪edu ~J . Jednak w przy-
padku, gdy cz ↪asteczki oddzia luj ↪a z nieruchomymi ściankami ograniczaj ↪acymi uk lad te dwie ostatnie
wielkości nie s ↪a zachowane. Oznacza to że dla uk ladu o zadanej liczbie cz ↪asteczek funkcja rozk ladu
zależy od mikroskopowego stanu q, p poprzez ca lkowit ↪a energi ↪e uk ladu H(q, p). Dodatkowo, funkcja
rozk ladu sparametryzowana jest przez makroskopowe parametry charakteryzuj ↪ace stan termody-
namiczny uk ladu.

9.3 Zespó l mikrokanoniczny

Podstawowym postulatem równowagowej klasycznej mechaniki statystycznej formu lowanym w odniesie-
niu do uk ladów, których stan makroskopowy jest określony poprzez zadan ↪a obj ↪etość V , liczb ↪e
cz ↪asteczekN oraz energi ↪e z zakresu [E,E+∆E], ∆E/E � 1 jest postulat równych prawdopodobieństw
a priori : każdy stan mikroskopowy uk ladu zgodny z zadanymi warunkami makroskopowymi jest re-
alizowany z takim samym prawdopodobieństwem. Zespó l statystyczny uk ladów znajduj ↪acych si ↪e w
takich warunkach makroskopowych nazywamy zespo lem mikrokanonicznym . Z postulatu równych
prawdopodobieństw a priori wynika, iż w przypadku zespo lu mikrokanonicznego funkcja rozk ladu
posiada nast ↪epuj ↪ac ↪a postać

ρmik(p, q) =
{ 1

Ω(E,V,N,∆E) dla (q,p) : E ≤ H(q, p) ≤ E + ∆E
0 dla (q,p) : H(q, p) 6∈ [E,E + ∆E]

. (9.47)

Wyrażaj ↪ac powyższ ↪a zależność s lowami możemy stwierdzić, że w obszarze przestrzeni fazowej za-
wartym pomi ↪edzy hiperpowierzchniami sta lej energii H(q, p) = E i H(q, p) = E + ∆E g ↪estość
prawdopodobieństwa jest sta la i różna od zera, natomiast w pozosta lym obszarze - równa zeru.
Ponieważ funkcja rozk ladu jest unormowana do jedności to

1 =
∫
ρmik(q, p)dΓ =

∫
E≤H(q,p)≤E+∆E

1
Ω(E, V,N,∆E)

dΓ . (9.48)

St ↪ad :

Ω(E, V,N,∆E) =
∫

E≤H(q,p)≤E+∆E

dΓ . (9.49)

Funkcja Ω(E, V,N,∆E) stanowi miar ↪e obszaru mi ↪edzy hiperpowierzchniami sta lej energii - określa
ona  liczb ↪e stanów mikroskopowych zgodnych z określonymi warunkami makroskopowymi.

9.4 Entropia

W mechanice statystycznej entropia definiowana jest przy pomocy wzoru

S = −kB〈ln(ρ)〉 , (9.50)
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gdzie kB jest sta l ↪a Boltzmanna

kB = 1, 38 · 10−23 J
K

. (9.51)

W zasadzie tak zdefiniowan ↪a wielkość należa loby nazwać entropi ↪a statystyczna̧ i zarazem odpowiedzieć
na pytanie, czy jest to ta sama entropia, z któr ↪a mamy do czynienia w ramach termodynamiki fenom-
enologicznej. Addytywność entropii jest zagwarantowana przez addytywność logarytmu funkcji
rozk ladu; trudniejszym zadaniem jest wykazanie tych w laściwości, które wynikaj ↪a z drugiej zasady
termodynamiki. Problem ten jedynie sygnalizujemy; nie b ↪edziemy si ↪e nim tu zajmować zak ladaj ↪ac,
że zdefiniowana powyżej entropia statystyczna posiada wszystkie cechy entropii termodynamicznej.

Podstawiaj ↪ac jawn ↪a postać funkcji rozk ladu w rozk ladzie mikrokanonicznym uzyskujemy

S = −kB

∫
ρ ln ρdΓ = −kB

∫
E≤H(q,p)≤E+∆E

1
Ω

ln
(

1
Ω

)
dΓ =

−kB
1
Ω

ln
(

1
Ω

)∫
E≤H(q,p)≤E+∆E

dΓ = −kB
1
Ω

ln
(

1
Ω

)
Ω = kB ln Ω . (9.52)

Na podstawie powyższego wzoru entropia bywa cz ↪esto przedstawiana jako miara nieuporz ↪adkowania
w uk ladzie: im wi ↪ecej jest stanów mikroskopowych zgodnych z danym stanem makroskopowym,
czyli im wi ↪eksza jest suma stanów Ω(E, V,N,∆E) i zarazem entropia, ”tym wi ↪eksz ↪a swobod ↪e maj ↪a
cz ↪asteczki uk ladu w obsadzaniu tych różnych stanów” i w tym sensie mniejsze jest uporz ↪adkowanie
uk ladu. W kontekście zespo lu mikrokanonicznego cz ↪esto spotykamy dwie inne definicje entropii
(statystycznej)

S2 = kB ln Σ , (9.53)

gdzie

Σ(E, V,N) =
∫

H(q,p)≤E

dΓ =
∫

Θ(E −H(q, p))dΓ (9.54)

i Θ(x) oznacza funkcj ↪e Heaviside’a, oraz

S3 = kB ln(ωE) , (9.55)

gdzie

ω(E, V,N) =
∫
δ(H(q, p)− E)dΓ (9.56)

i δ(x) oznacza delt ↪e Diraca. Funkcja ω(E, V,N) jest zarazem czynnikiem normalizacyjnym dla
g ↪estości prawdopodobieństwa

ρmik(q, p) =
δ(H(q, p)− E)
ω(E, V,N)

(9.57)

zlokalizowanej na hiperpowierzchni energii. Rozk lad (9.57) otrzymujemy z rozk ladu (9.47) w granicy
∆E → 0; w obu przypadkach używamy tego samego oznaczenia zak ladaj ↪ac, że kontekst prowad-
zonych obliczeń pozwoli unikn ↪ać niejednoznaczności.

Jaki jest zwi ↪azek mi ↪edzy powyższymi definicjami entropii? Jak  latwo zauważyć

S 6= S2 6= S3 . (9.58)

Aby odpowiedzieć na to pytanie rozważymy ważne poj ↪ecie granicy termodynamicznej. Przechodze-
nie do granicy termodynamicznej oznacza rozważanie ci ↪agu uk ladów o coraz wi ↪ekszych obj ↪etości V
i liczbie cz ↪astek N , ale takich, że iloraz

V

n
= n−1 (9.59)
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pozostaje sta ly. W przypadku rachunków wykonywanych w ramach zespó lu mikrokanonicznego,
który określony jest poprzez trzy parametry ekstensywne E, V,N przechodzenie do granicy termo-
dynamicznej oznacza dodatkowo uwzglȩdnienie warunku

E

N
= e = const . (9.60)

Zwóćmy przy okazji uwagȩ, że parametr ∆E wystȩpuja̧cy w postulacie równych prawdopodobieństw
a priori jest także wielkościa̧ ekstensywna̧, tzn. δE ∼ N . W każdym spośród tych uk ladów odd-
zia lywania mi ↪edzycz ↪asteczkowe s ↪a takie same; nie zmienia si ↪e natura uk ladu a jedynie jego wielkość.
Celem przej́scia do granicy termodynamicznej jest uniezależnienie obliczanej wielkości fizycznej od
specyficznych dla danego przypadku warunków brzegowych np. zwi ↪azanych ze ściankami naczynia,
w którym zamkni ↪ety jest uk lad. Należy jednak pami ↪etać, iż jest to możliwe jedynie w przypadku
zwi ↪ekszania obj ↪etości w sposób ”niepatologiczny”, równomiernie we wszystkich kierunkach. Granic ↪e
termodynamiczn ↪a b ↪edziemy oznaczać symbolem

lim
∞

= lim
N→∞
V→∞

n=const

. (9.61)

Wielkości ekstensywne takie jak np. energia wewn ↪etrzna U , entropia S rosn ↪a (co do wartości
bezwgl ↪ednej) przy przechodzenie do granicy termodynamicznej i dlatego w granicy tej jest sens
rozważać te wielkości przypadaj ↪ace na jednostk ↪e obj ↪etości b ↪adź na jedn ↪a cz ↪asteczk ↪e. Natomiast
wielkości intensywne takie jak temperatura T , císnienie p, potencja l chemiczny µ a także wymienione
powyżej g ↪estości

u =
U

N
, s =

S

N
,

1
n

=
V

N
(9.62)

pozostaj ↪a sta le. Wykażemy teraz że :

lim
∞

S

N
= lim

∞

S3

N
. (9.63)

Z definicji :

Ω(E, V,N,∆E) =
∫

E≤H(q,p)≤E+∆E

dΓ =
∫

H(q,p)≤E+∆E

dΓ−
∫

H(q,p)≤E

dΓ =

Σ(E + ∆E, V,N)− Σ(E, V,N) .

(9.64)

Rozwini ↪ecie Σ(E + ∆E, V,N) w szereg Maclaurina wzgl ↪edem ∆E (∆E/E � 1):

Σ(E + ∆E, V,N) = Σ(E, V,N) +
∂Σ(E, V,N)

∂E
∆E +O(∆E2) , (9.65)

prowadzi do zależności

Ω(E, V,N,∆E) =
∂Σ(E, V,N)

∂E
∆E +O(∆E2) . (9.66)

Znajdziemy jawn ↪a postać pochodnej Σ(E, V,N)

∂Σ(E, V,N)
∂E

=
∂

∂E

∫
Θ(E −H(q, p))dΓ . (9.67)

Wchodz ↪ac z różniczkowaniem pod znak ca lki

∂Σ(E, V,N)
∂E

=
∫

∂

∂E
Θ(E −H(q, p))dΓ =

∫
δ(E −H(q, p))dΓ (9.68)
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i porównuj ↪ac z definicj ↪a (9.56) uzyskujemy

∂Σ(E, V,N)
∂E

= ω(E, V,N) , (9.69)

czyli
Ω(E, V,N,∆E) = ω(E, V,N)∆E +O(∆E2) . (9.70)

Oznacza to, że

s = lim
∞

kB

N
ln(Ω(E, V,N,∆E)) = (9.71)

lim
∞

kB

N
ln(ω(E, V,N)∆E) = lim

∞

kB

N

[
ln (ω(E, V,N)E) + ln(

∆E
E

)
]

=

lim
∞

kB

N
ln(ω(E, V,N)E) = s3 .

Pokazalísmy, że wartości g ↪estości entropii obliczanych przy pomocy rozk ladów prawdopodobieństwa
(9.47) oraz (9.57) nie różni ↪a si ↪e w granicy termodynamicznej.

Obecnie przekszta lcimy wyrażenie określaj ↪ace wartość średni ↪a zmiennej dynamicznej A(q, p) przy
pomocy rozk ladu (9.57)

< A >=
∫
A(q, p) δ(H(q, p)− E) dΓ∫

δ(H(q, p)− E) dΓ
(9.72)

tak, aby ca lkowanie odbywa lo si ↪e nie po ca lej 6N-wymiarowej przestrzeni fazowej lecz jedynie po
(6N − 1)-wymiarowej hiperpowierzchni energii. Dla wygody dalszych przekszta lceń 6N zmiennych
(q, p) oznaczymy jako x = (x1, . . . , x6N )

< A >=
∫
A(x1, . . . , x6N ) δ(H(x1, . . . , x6N )− E)dx1 . . . dx6∫

δ(H(x1, . . . , x6N )− E) dx1 . . . dx6N
, (9.73)

a nast ↪epnie dokonamy zamiany zmiennych :

(x1, . . . , x6N−1, x6N ) → (x1, . . . , x6N−1, e) ,

gdzie e = H(x). Jakobian zamiany możemy przkszta lcić w nast ↪epuj ↪acy sposób

∂(x1, . . . , x6N )
∂(x1, . . . , x6N−1, e)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 . . . 0 ∂x1
∂e

0 1 . . . 0 ∂x2
∂e

...
...

...
...

0 0 . . . 1 ∂x6N−1
∂e

0 0 . . . 0 ∂x6N

∂e

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
∂x6N

∂e
=

1
∂e

∂x6N

=
1

∂H(x)
∂x6N

. (9.74)

W ten sposób uzyskujemy wzór na wartość średni ↪a A w postaci

< A >=

∫
1

∂ H
∂x6N

A(x1, . . . , x6N−1, e) δ(e− E) dx1 . . . dx6N−1de∫
1

∂ H
∂x6N

δ(e− E) dx1 . . . dx6N−1de
=

∫
H(x)=E

1
∂ H

∂x6N

A(x1, . . . , x6N−1, e)dx1 . . . dx6N−1∫
H(x)=E

1
∂ H

∂x6N

dx1 . . . dx6N−1

.

(9.75)
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Z prostej analizy wektorowej wynika, iż miara dx1 . . . dx6N−1 może być wyrażona za pomoc ↪a zrzu-
towanej na kierunek x6N miary na hiperpowierzchni energii dσE

dx1 . . . dx6N−1 = dσE · cos(êx6N
,∇H) = dσE ·

∂H
∂x6N

|∇H|
. (9.76)

Otrzymujemy zatem

< A >=

∫
H(x)=E

A(x) dσE

|∇H|∫
H(x)=E

dσE

|∇H|
, (9.77)

gdzie wyrażenie
dσE

|∇H|
= dµ (9.78)

stanowi niezmiennicz ↪a miar ↪e, wzgl ↪edem której ca lkujemy po (6N−1)-wymiarowej hiperpowierzchni
sta lej energii. Dzi ↪eki tak zdefiniowanej mierze dowolny podzbiór R hiperpowierzchni sta lej energii
zostaje przekszta lcony po czasie t w podzbiór Rt o tej samej mierze co R.

Powracaj ↪ac do zasygnalizowanego poprzednio problemu ergodycznego w odniesieniu do uk ladów,
których ewolucja czasowa zlokalizowana jest na hiperpowierzchni sta lej energii możemy stwierdzić
(bez dowodu), że rozk lad mikrokanoniczny we wzorach (9.77) i (9.78) jest jedynym niezmienniczym
rozk ladem realizuj ↪acym ergodyczność uk ladu. Ci ↪agle jednak nie przytoczylísmy warunków, które
musi spe lniać dynamika uk ladu, aby by l on ergodyczny. Zainteresowanego Czytelnika odsy lamy do
specjalistycznej literatury z zakresu teorii ergodycznej.

9.5 Zespó l kanoniczny Gibbsa

W ramach zespo lu mikrokanonicznego rozważalísmy uk lady o określonej energii, obj ↪etości i licz-
bie cz ↪astek. W zastosowaniach praktycznych znacznie cz ↪eściej mamy do czynienia z uk ladami
o ustalonej obj ↪etości V , liczbie cz ↪astek N i temperaturze T . Sta lość temperatury rozważanego
uk ladu zapewniona jest poprzez jego kontakt termiczny z termostatem, tj. uk ladem na tyle dużym,
że wymiana energii z innym uk ladem nie powoduje zmiany jego temperatury. Zespó l statystyczny
takich uk ladów nosi nazw ↪e zespo lu kanonicznego Gibbsa, a g ↪estość prawdopodobieństwa znalezienia
uk ladu w stanie (q, p) przy zadanych warunkach makroskopowych T, V,N wyraża si ↪e wzorem

ρ(q, p) =
exp(−β H(q, p))
Q(T, V,N)

, (9.79)

gdzie β = 1
kBT . Czynnik normalizacyjny Q(T, V,N) nosi nazw ↪e kanonicznej sumy statystycznej

(kanonicznej sumy stanów) i jest wyznaczany z warunku normalizacji rozk ladu∫
ρ(q, p)dΓ = 1 ⇒ Q(T, V,N) =

∫
exp(−β H(q, p))dΓ . (9.80)

Uzasadnimy postać rozk ladu kanonicznego korzystaj ↪ac z postulatu równych prawdopodobieństw
a priori. W tym celu rozważamy mikrokanoniczny zespó l statystyczny sk ladaj ↪acy si ↪e z uk ladów
zamkni ↪etych, spośród których każdy sk lada si ↪e z kolei z termostatu o temperaturze T i interesuj ↪acego
nas uk ladu fizycznego. Hamiltonian takiego z lożonego uk ladu możemy zapisać jako :

H̃ = H(q, p) +H ′(q′, p′) + δH(q, p, q′, p′) , (9.81)
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gdzie ostatni cz lon opisuje oddzia lywanie mi ↪edzy uk ladem (hamiltonian H(q, p)) i termostatem
(hamiltonian H ′(q′, p′)) ustalaj ↪ace stan wzajemnej równowagi. Choć obecność tego oddzia lywania
jest ważna z punktu widzenia konstrukcji zespo lu to zak ladamy, że jego wartości s ↪a dla typowych
konfiguracji mikroskopowych zaniedbywalnie ma le w porównaniu z wartościami pozosta lych wyrazów.
Ca lość uk ladu jest opisana przez rozk lad mikrokanoniczny

ρ̃(q, p, q′, p′) =

{
1

Ω̃(Ẽ,V,V ′,N,N ′,∆Ẽ)
dla Ẽ ≤ H(q, p, q′, p′) ≤ Ẽ + ∆Ẽ

0 dla pozostalych
, (9.82)

gdzie wielkości primowane odnosz ↪a si ↪e do termostatu, a nieprimowane do intersuj ↪acego nas uk ladu;
symbol Ẽ oznacza wartość ca lkowitej energii uk ladu z lożonego (z dok ladności ↪a do ∆Ẽ). Aby
otrzymać funkcj ↪e rozk ladu dla uk ladu musimy dokonać wyca lkowania powyższej g ↪estości praw-
dopodobieństwa po wszystkich stanach termostatu

ρ(q, p) =
∫
ρ̃(q, p, q′, p′)dΓ′ =

=
∫

Ẽ−H(q,p)≤H(q′,p′)≤Ẽ+∆Ẽ−H(q,p)

1
Ω̃(Ẽ, V, V ′, N,N ′,∆Ẽ)

dq′dp′

h3NN !
=

=
Ω′(Ẽ −H(q, p))

Ω̃(Ẽ)
.

(9.83)

Wykorzystuj ↪ac definicj ↪e entropii możemy powyższy wzór zapisać w postaci

ρ(q, p) = exp(
S′(Ẽ −H(q, p))− S̃(Ẽ)

kB
) . (9.84)

Z dok ladności ↪a do wyrazów liniowych w H(q, p) otrzymujemy rzeczywíscie

ρ(q, p) = exp(
S′(Ẽ)− ∂S′(Ẽ)

∂Ẽ
H(q, p) +O(H2(q, p))− S(Ẽ))

kB
≈

exp(
S′(Ẽ)− 1

T H(q, p)− S(Ẽ)
kB

) =

const · exp(−β ·H(q, p)) =
exp(−β ·H(q, p))

Q(T, V,N)
,

(9.85)

gdzie

Q(T, V,N) =
∫

exp(−βH(q, p))dΓ (9.86)

Obliczymy teraz energi ↪e wewn ↪etrzn ↪a uk ladu jako średni ↪a wartość hamiltonianu

U = 〈H〉 =
∫
H(q, p) exp(−β H(q, p))dΓ

exp(−β ·H(q, p)dΓ
=
−∂Q(T,V,N)

∂β

Q(T, V,N)
= −∂ lnQ(T, V,N)

∂β
(9.87)

Przechodz ↪ac do pochodnej po temperaturze możemy zapisać

U = kB T
2 ∂ lnQ(T, V,N)

∂T
. (9.88)

Entropia jest zdefiniowana w zespole kanonicznym tak samo jak w zespole mikrokanonicznym

S = −kB〈ln ρ(q, p)〉 = −kB

∫
[−β H(q, p)− lnQ(T,N, V )] ρ(q, p)dΓ =

1
T
〈H〉+ kB lnQ(T, V,N) =

U

T
+ kB lnQ(T, V,N) . (9.89)
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Dokonuj ↪ac obustronnego wymnożenia przez T i uporz ↪adkowania uzyskujemy

−kB T lnQ(T, V,N) = U(T, V,N)− T S(T, V,N) . (9.90)

A zatem, tak jak w przypadku zespo lu mikrokanonicznego entropia zostaje wyrażona poprzez log-
arytm symy stanów

S(E, V,N) = kB ln Ω(E, V,N) (9.91)

tak w przypadku zespo lu kanonicznego energia swobodna Helmholtza zostaje wyrażona poprzez
logarytm kanonicznej sumy statystycznej

F (T, V,N) = −kBT lnQ(T, V,N) . (9.92)

Parametry makroskopowe charakteryzuj ↪ace uk lady należ ↪ace do zespo lu kanonicznego Gibbsa s ↪a
naturalnymi zmiennymi dla energii swobodnej Helmholtza. Analogiczna sytuacja wyst ↪epuje w przy-
padku zespo lu mikrokanonicznego i entropii, dla której naturalnymi zmiennymi s ↪a E, V,N .

Energia uk ladu pozostaj ↪acego w kontakcie z termostatem fluktuuje. Obliczymy jej odst ↪epstwa od
wartości średniej mierzone przy pomocy wariancji

〈(H−〈H〉)2〉 = 〈H2 − 2 ·H · 〈H〉+ 〈H〉2〉 =

〈H2〉 − 2〈H〉2 + 〈H〉2 = 〈H2〉 − 〈H〉2 .
(9.93)

Pierwszy wyraz po prawej stronie możemy obliczyć jako

〈H2〉 =
∫
H2 exp(−βH)dΓ∫

exp(−βH)dΓ
= −

∂(〈H〉Q(T,V,N))
∂β

Q(T, V,N
= −∂〈H〉

∂β
+ 〈H〉2 , (9.94)

sk ↪ad uzyskujemy

〈H2〉 − 〈H〉2 = −∂〈H〉
∂β

= kB T
2

(
∂U

∂T

)
V,N

= kB T
2 CV = kB T

2N cV . (9.95)

Zauważmy, iż wzgl ↪edne fluktuacje malej ↪a jak odwrotność pierwiastka liczby cz ↪astek w uk ladzie√
〈H2〉 − 〈H〉2
〈H〉

∼
√
N

N
=

1√
N

. (9.96)

Wynika st ↪ad, że w granicy termodynamicznej wzgl ↪edne fluktuacje energii znikaj ↪a, a sytuacja up-
odabnia si ↪e do opisywanej przez rozk lad mikrokanoniczny, w którym energia uk ladów jesy ustalona
(z dok ladności ↪a do ∆E).

Jeżli uk lad fizyczny opisywany jest przez hamiltonian (9.1) to zmienne p ↪edowe i po lożeniowe s ↪a w
nim rozseparowane. Wtedy sum ↪e statystyczn ↪a możemy zapisać w postaci

Q(T, V,N) =∫
exp(−β

N∑
i=1

~pi
2

2m
) exp(−β

2

N∑
i=1

N∑
j 6=i

Φ(~qi − ~qj))
d~q1 . . . d ~qNd~p1 . . . d ~pN

N !h3N
=

(
1
h3N

N∏
i=1

∫
exp(−β~pi

2

2m
)d~pi) (

∫
exp(−β

2

N∑
i=1

N∑
j 6=i

Φ(~qi − ~qj))
∏N

i=1 d~qi
N !

) .

(9.97)
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Drugi z cz lonów nazywamy konfiguracyjn ↪a sum ↪a statystyczn ↪a i oznaczamy Z(T, V,N):

Z(T, V,N) =
∫

exp(−β
2

N∑
i=1

N∑
j=1,j 6=i

Φ(~qi − ~qj))
∏N

i=1 d~qi
N !

. (9.98)

Obliczamy pierwszy czynnik

1
h3N

N∏
i=1

∫
exp(−β~pi

2

2m
)d~pi =

1
h3N

N∏
i=1

∏
α=x,y,z

∫ ∞

−∞
exp(−

β p2
i,α

2m
)dpi,α =

1
λ3N

, (9.99)

gdzie wielkość

λ =
h√

2πmkB T
(9.100)

nosi nazw ↪e d lugości termicznej fali de Broglie’a. A zatem

Q(T, V,N) =
Z(T, V,N)

λ3N
(9.101)

Zwróćmy uwag ↪e na to, że w ramach zespo lu kanonicznego  latwo jest obliczyć średni ↪a energi ↪e kine-
tyczn ↪a cz ↪asteczki uk ladu 〈

~pi
2

2m

〉
=

3
2
kBT . (9.102)

Widać, że ta średnia jest taka sama dla każdej cz ↪asteczki i zależy wy l ↪acznie od temperatury uk ladu.
A zatem średnia energia kinetyczna przypadaj ↪aca na każdy stopień swobody ruchu post ↪epowego
cz ↪asteczki wynosi 1

2kBT . Ten rezultat określa si ↪e mianem zasady ekwipartycji energii - równego
rozdzia lu średniej energii kinetycznej na poszczególne stopnie swobody. Zwróćmy uwag ↪e, iż jest on
niezależny od typu oddzia lywania mi ↪edzycz ↪asteczkowego.
Zasad ↪e ekwipartycji energii można wyprowadzić także w ogólniejszej postaci. Jeżeli zastosujemy
notacj ↪e (9.21) to  latwo stwierdzić, że

〈xα
∂H

∂xβ

〉 = δα,βkBT . (9.103)

Przyjmuj ↪ac w powyższym wzorze xα = xβ jako kolejno równe poszczególnym sk ↪adowym p ↪edu j-
tej cz ↪asteczki, a nast ↪epnie dokonuj ↪ac wysumowania stronami uzyskanych równań uzyskujemy wzór
(9.102). W analogiczny sposób rozważaj ↪ac uk lad oscylatorów harmonicznych możemy wykazać, że
średnia energia kinetyczna oscylatora jest równa średniej wartości jego energii potencjalnej.

9.6 Zespó l wielki kanoniczny

W dotychczas rozpatrywanych zespo lach : mikrokanonicznym i kanonicznym obj ↪etość uk ladu i
liczba cz ↪astek by ly wielkościami zadanymi dla danego uk ladu. Wielki zespó l kanoniczny Gibbsa
dopuszcza zmienność liczby cz ↪astek w uk ladzie w wyniku możliwej wymiany materii z otoczeniem.
Ścíslej mówi ↪ac - warunki termodynamiczne określaj ↪ace makroskopowy stan uk ladu b ↪ed ↪acego ele-
mentem wielkiego zespo lu kanonicznego to temperatura T , obj ↪etość V oraz potencja l chemiczny µ.
Możemy to wyrazić w ten sposób, że rozważamy uk lad o obj ↪etości V , znajduj ↪acy si ↪e w kontakcie z
termostatem o temperaturze T i zbiornikiem materii o potencjale chemicznym µ.
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Funkcj ↪e rozk ladu w zespole wielkim kanonicznym ρN (q, p) tj. g ↪estość prawdopodobieństwa znalezienia
uk ladu w stanie o N cz ↪astkach w punkcie q, p przestrzeni fazowej N - cz ↪asteczkowej wynosi :

ρN (q, p) =
exp(−Hn(q,p)−µ·N

kBT )
Ξ(T, V, µ)

(9.104)

Wielk ↪a kanoniczn ↪a sum ↪e statystyczn ↪a znajdujemy z warunku unormowania

∞∑
N=0

∫
ρN (q, p)dΓN = 1 (9.105)

czyli

Ξ(T, V, µ) =
∞∑

N=0

∫
exp(−HN (q, p)− µ ·N

kBT
)dΓ =

1 +
∞∑

N=1

exp(−HN (q, p)− µ ·N
kBT

)

(9.106)

Rozk lad wielki kanoniczny - podobnie jak rozk lad kanoniczny - wyprowadzamy z rozk ladu mikrokanon-
icznego. Niech uk lad podlegaj ↪acy rozk ladowi mikrokanonicznemu sk lada si ↪e z uk ladu fizycznego oraz
otoczenia. Hamiltonian uk ladu z lożonego możemy zapisać jako sum ↪e hamiltonianów odpowiadaj ↪acych
uk ladowi fizycznemu, otoczeniu oraz oddzia lywaniu mi ↪edzy nimi :

H̃ = H(q, p) +H ′(q′, p′) + δH(q, p, q′, p′) (9.107)

Zak ladamy, że cz lon opisuj ↪acy oddzia lywanie mi ↪edzy uk ladem i otoczeniem jest pomijalny, czyli w
hamiltonianie separuj ↪a si ↪e zmienne odpowiadaj ↪ace za stan uk ladu i otoczenia :

H̃ = H(q, p) +H ′(q′, p′) (9.108)

Liczba cz ↪astek w ca lym uk ladzie jest ustalona :

N +N ′ = Ñ (9.109)

Ca ly uk lad jest opisywany za pomoc ↪a rozk ladu mikrokanonicznego :

ρ(q, p, q′, p′) =

{
1

Ω(Ẽ,V,Ñ,∆Ẽ)
dla Ẽ ≤ H̃(q, p, q′, p′) ≤ Ẽ + ∆Ẽ

0 dla pozostälych
(9.110)

Aby uzyskać rozk lad dla uk ladu w stanie N -cz ↪asteczkowym dokonujemy odca lkowania po zmiennych
odpowiadaj ↪acych otoczeniu :

ρN (q, p) =
1

Ω(Ẽ, V, Ñ ,∆Ẽ)

∫
Ẽ−H≤H′≤Ẽ+∆Ẽ−H

dΓ′ =
Ω′(Ẽ −H, Ñ −N1)

Ω(Ẽ, Ñ)
(9.111)

Wykorzystuj ↪ac definicj ↪e entropii możemy zapisać :

ρ(q, p) = exp(
S′(Ẽ −H(q, p), Ñ −N)− S(Ẽ, Ñ)

kB
) (9.112)
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Wobec za lożeń H � Ẽ i N � Ñ wyst ↪epuj ↪ac ↪a funkcj ↪e S
′(Ẽ −H(q, p), Ñ −N) możemy rozpisać w

szereg Taylora wzgl ↪edem energii i liczby cz ↪astek. Z dok ladności ↪a do wyrazów liniowych

S′(Ẽ −H(q, p), Ñ −N) ≈ S′(Ẽ, Ñ)− ∂S′

∂Ẽ
H(q, p)− ∂S′

∂Ñ
N =

S′(Ẽ, Ñ)− H(q, p)
T

+
µ ·N
T

(9.113)

Dzi ↪eki temu rozk lad prawdopodobieństwa możemy zapisać

ρ(q, p) = exp(
S′(Ẽ)− S(Ẽ)

kB
) exp(−β(H(q, p)− µN))

exp(−β(H(q, p)− µN))
Ξ(T, V, µ))

(9.114)

Obliczymy entropi ↪e

S(T , V, µ) = −kB〈ln ρ〉 =

− kB

∑∞
N=0

∫
exp(−β(H(q, p)− µN)) · (−β(H(q, p)− µN)− ln Ξ)dΓN

Ξ(T, V, µ)
=

〈H〉
T

− µ

T
〈N〉+ kB ln Ξ

(9.115)

Uwzgl ↪edniaj ↪ac fakt równości wartości średniej hamiltonianu i energii wewn ↪etrznej po wymnożeniu
przez T i uporz ↪adkowaniu wzoru uzyskujemy

−kBT ln Ξ(T, V, µ) = U(T, V, µ)− T · S(T, V, µ)− µ ·N(T, V, µ) = Ω(T, V, µ) (9.116)

Wynika st ↪ad, że potencja lem termodynamicznym odpowiadaj ↪acym rozk ladowi wielkiemu kanon-
icznemu jest potencja l wielki kanoniczny.

Średnia liczba cz ↪astek w uk ladzie

〈N〉 =
∑∞

N=0

∫
N exp(−β(H(q, p)− µN))dΓN∑∞

N=0

∫
exp(−β(H(q, p)− µN))dΓN

=
1
β

∂Ξ(T,V,N
∂µ

Ξ(T, V, µ)
=

1
β

∂ ln Ξ(T, V, µ)
∂µ

(9.117)

W uk ladzie opisywanym przez rozk lad wielki kanoniczny wyst ↪epuj ↪a fluktuacje liczby cz ↪astek. Ana-
logicznie do wzoru (9.93)

〈(N − 〈N〉)2〉 = 〈N2〉 − 〈N〉2 (9.118)

Wyznaczymy średni kwadrat liczby cz ↪astek

〈N2〉 =
∑∞

N=0

∫
N2 exp(−β(H(q, p)− µN))dΓN∑∞

N=0

∫
exp(−β(H(q, p)− µN))dΓN

=

1
β

∂
∂µ

∑∞
N=0

∫
N exp(−β(H(q, p)− µN))dΓN∑∞

N=0

∫
exp(−β(H(q, p)− µN))dΓN

=

1
β

∂〈N〉Ξ(T,V,µ)
∂µ

Ξ(T, V, µ)
=

1
β

∂〈N〉
∂µ

+ 〈N〉2

(9.119)

St ↪ad :

〈N2〉 − 〈N〉2 =
1
β

(
∂〈N〉
∂µ

)
V,T

(9.120)
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Wyrażenie określaj ↪ace fluktuacje liczby cz ↪astek w uk ladzie zapiszemy w postaci równoważnej.
Wykorzystuj ↪ac w lasności pochodnych cz ↪astkowych wyst ↪epuj ↪ac ↪a pochodn ↪a przekszta lcamy do postaci

(
∂〈N〉
∂µ

)T,V = (
∂〈N〉
∂p

)T,V (
∂p

∂µ
)T,V (9.121)

Korzystaj ↪ac z relacji Gibbsa-Duhema

dµ = −sdT + vdp (9.122)

możemy uzyskać (
∂〈N〉
∂µ

)
T,V

= n2V κT (9.123)

gdzie κT stanowi ścísliwość izotermiczn ↪a. Zatem

〈N2〉 − 〈N〉2 = kBTn
2V κT (9.124)

i wzgl ↪edne fluktuacje wynosz ↪a √
〈N2〉 − 〈N〉2
〈N〉

∼ 1
〈N〉1/2

(9.125)

czyli s ↪a zaniedbywalnie ma le w granicy termodynamicznej.

Ze wzoru (9.124) widać, że fluktuacje liczby cz ↪asteczek, a zatem i ich g ↪estości, staj ↪a si ↪e niezwykle
duże w pobliżu punktu krytycznego. Efekt ten odpowiedzialny jest za tzw. opalescencj ↪e krytyczn ↪a
- silne rozpraszanie świat la na fluktuacjach g ↪estości w uk ladzie krytycznym.



Rozdzia l 10

Zastosowania klasycznej mechaniki
statystycznej

10.1 Gaz doskona ly

Najprostszym uk ladem rozważanym w ramach klasycznej mechaniki statystycznej jest gaz doskona ly.
Pod poj ↪eciem gazu doskona lego rozumiemy gaz, w którym energia potencjalna wzajemnego odd-
zia lywania mi ↪edzycz ↪asteczkowego jest zaniedbywalnie ma la w porównaniu z energi ↪a kinetyczn ↪a.
Należy jednak podreślić, że to oddzia lywanie - mimo że zaniedbywalne - wyst ↪epuje i odgrywa
niezwykle ważn ↪a rol ↪e. Oddzia lywania mi ↪edzycz ↪asteczkowe s ↪a bowiem odpowiedzialne za dochodze-
nie uk ladu do stanu równowagi - przy ich braku oraz przy za loźeniu spr ↪eżystych zderzeń ze ściankami
każda cz ↪asteczka przez ca ly czas mia laby sta l ↪a energi ↪e równ ↪a energii pocz ↪atkowej.

W rezultacie zaniedbania oddzia lywań mi ↪edzycz ↪asteczkowych hamiltonian uk ladu N cz ↪asteczek
gazu doskona lego można przedstawić jako sum ↪e hamiltonianów jednocz ↪asteczkowych

H =
N∑

i=1

H1,i , (10.1)

przy czym hamiltonian jednocz ↪asteczkowy jest z kolei sum ↪a trzech wk ladów odpowiadaj ↪acych
odpowiednio: energii kinetycznej ruchu, energii potencjalnej oddzia lywania wewn ↪atrzcz ↪asteczkowego
oraz energii potencjalnej oddzia lywania z zewn ↪etrznym polem:

H1,i = H1,i,p +H1,i,int +H1,i,ext . (10.2)

Rozważmy przypadek, w którym nie wyst ↪epuje zewn ↪etrzne pole si l. W takim przypadku císnienie
jest wielkości ↪a charakteryzuj ↪ac ↪a uk lad jako ca lość. Wyznaczmy císnienie gazu doskona lego. Pos lużymy
si ↪e w tym celu zespo lem kanonicznym. Kanoniczna suma statystyczna

Q(T, V,N) =
∫

exp(−βH)dΓN =
∫ ( N∏

i=1

exp(−βH1,i)

) ∏N
i=1 dΓ1,i

N !
, (10.3)

gdzie ΓN oznacza elementN -cz ↪asteczkowej przestrzeni fazowej, zaś Γ1,i - element jednocz ↪asteczkowej
przestrzeni fazowej dla i-tej cz ↪asteczki. Wykorzystuj ↪ac identyczność wszystkich cz ↪asteczek możemy

123
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zapisać

Q(T, V,N) =
1
N !

(∫
exp(−βH1,1)dΓ1,1

)N

. (10.4)

Oddzia lywanie cz ↪asteczek gazu doskona lego może być zaniedbane, wi ↪ec wyst ↪epuj ↪ac ↪a w ww ca lk ↪e po
po lożeniu środka masy cz ↪asteczki (ew. po lożeniu jednego z atomów wchodz ↪acych w sk lad cz ↪asteczki)
możemy wykonać uzyskuj ↪ac obj ↪etość naczynia. W konsekwencji

Q(T, V,N) =
V N

N !

(∫
exp(−βH1,1)dΓ̃1,1

)N

. (10.5)

Wyst ↪epuj ↪aca w powyższym wzorze ca lka może być traktowana jest pewn ↪a funkcj ↪a temperatury:

A(T ) =
∫

exp(−βH1,1)dΓ̃1,1 , (10.6)

wi ↪ec

Q(T, V,N) =
1
N !

V NAN (T ) (10.7)

i w konsekwencji energia swobodna Helmholtza

F (T, V,N) = −kBT lnQ(T, V,N) = −kBTN(ln(V A(T ))− lnN + 1) . (10.8)

Císnienie wyraża si ↪e wi ↪ec wzorem

p = −
(
∂F

∂V

)
T,N

= kBTN
1
V

(10.9)

czyli
pV = NkBT . (10.10)

Uzyskalísmy wi ↪ec równanie stanu gazu doskona lego (5.8a). Należy przy tym zawrócić uwag ↪e na
pewn ↪a kolizj ↪e oznaczeń - w ramach termodynamiki N oznacza liczb ↪e moli, zaś w ramach mechaniki
statystycznej - liczb ↪e cz ↪asteczek. Zwi ↪azek mi ↪edzy tymi wielkościami zadany jest poprzez liczb ↪e
Avogadro NA:

Nczästeczek = NmoliNA , (10.11)

przy czym
NAkB = R . (10.12)

Postać kalorycznego równania stanu (5.8b) zależy od postaci funkcji A(T ). Rozważmy najprostszy
przypadek, gdy cz ↪asteczki nie maj ↪a wewn ↪etrznych stopni swobody. Wówczas hamiltonian jed-
nocz ↪asteczkowy ma postać

H1,i(~ri, ~pi) =
p2

i

2m
, (10.13)

gdzie m oznacza mas ↪e cz ↪asteczki. St ↪ad

A(T ) =
∫∫∫

R3
exp

(
−βp

2
i

2m

)
d~pi

h3N
=
(

2πm
h2β

)3N/2

, (10.14)

czyli

Q(T, V,N) =
1
N !

(
V

(
2πm
h2β

)3/2
)N

=
1
N !

(
V

λ3

)N

(10.15)
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gdzie

λ =

√
hβ

2πm
=

h√
2πmkBT

(10.16)

nosi nazw ↪e d lugości termicznej fali de Broglie’a. Obliczaj ↪ac molowe ciep lo w laściwe uzyskujemy

cV =
3
2
R . (10.17)

Rozważmy teraz jednoatomowy gaz doskona ly umieszczony w zewn ↪etrznym polu si l, np. w jed-
norodnym polu si ly ci ↪eżkości. W tym przypadku hamiltonian jednocz ↪asteczkowy ma postać

H1,i(~ri, ~pi) =
p2

i

2m
+m~g · ~ri , (10.18)

gdzie ~g oznacza przyspieszenie grawitacyjne. Wyznaczymy rozk lad g ↪estości cz ↪asteczek w funkcji
wysokości. G ↪estość cz ↪esteczek jest proporcjonalna do prawdopodobieństwa znalezienia cz ↪asteczki
na danej wysokości. Rozk lad tego prawdopodobieństwa znajdziemy ca lkuj ↪ac rozk lad kanoniczny po
wszystkich p ↪edach i pozosta lych po lożeniach. W ten sposób uzyskujemy:

w(~rj) = C · exp(−m~g · ~qj
kBT

) , (10.19)

gdzie C = 1

A· kBT

mg

, a A stanowi pole powierzchni przekroju poprzecznego naczynia. Za lóżmy bez

straty ogólności, że przyspieszenie grawitacyjne jest skierowane wzd luż osi z. Wówczas poszukiwana
g ↪estość cz ↪asteczek

n(z) = n0 exp
(
−mgz
kBT

)
, (10.20)

gdzie n0 - g ↪estość cz ↪asteczek na dnie naczynia. Wzór powyższy nosi nazw ↪e wzoru barometrycznego
Boltzmanna.

Wzór barometryczny Boltzmanna może być wyprowadzony w inny sposób traktuj ↪ac g ↪estość n(~r)
jako wartość średni ↪a z odpowiedniej zmiennej dynamicznej. Wprowadzamy g ↪estość mikroskopow ↪a
zdefiniowan ↪a jako :

n̂(~r) =
N∑

i=1

δ(~ri − ~r) (10.21)

Makroskopowa g ↪estość jest równa średniej g ↪estości mikroskopowej :

n(~r) = 〈n̂(~r)〉 =

〈
N∑

i=1

δ(~ri − ~r)

〉
=

N∑
i=1

〈δ(~ri − ~r)〉 > (10.22)

Liczymy średni ↪a wartość wyrażenia stoj ↪acego pod znakiem sumy :

〈δ(~rk − ~r)〉 =
∫

exp(−β
∑N

i=1m~g · ~ri)δ(~rk − ~r)d~r1 . . . d~rN∫
exp(−β

∑N
i=1m~g · ~ri)d~r1 . . . d~rN

=∏N
i=1(

∫
exp(−βm~g · ~ri)δ(~rk − ~r)d~ri)∏N
i=1(exp(−βm~g · ~ri)d~ri

(10.23)

Wszystkie cz lony w liczniku i mianowniku za wyj ↪atkiem cz lonu odpowiadaj ↪acego i = k s ↪a identy-
czne, wi ↪ec przy przyj ↪eciu ~g ‖ ẑ

< δ(~rk − ~r) >=
exp(−βmgzk)

A
βmg

(10.24)
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i uzyskujemy ponownie wzór barometryczny Boltzmanna.

Rozważymy teraz mieszanin ↪e dwóch gazów doskona lych. Wobec braku oddzia lywań mi ↪edzycz ↪asteczkowych
hamiltonian uk ladu może zostać zapisany w postaci:

H(q, p) = H1(q1, p1) +H2(q2, p2) (10.25)

gdzie Hi stanowi hamiltonian opisuj ↪acy i-ty gaz. Kanoniczna suma statystyczna jest równa :

Q(T, V,N1, N2) =
∫ ∫

exp(−βH1(q1, p1)− β ·H2(q2, p2))
dq1dp1

N1!h3N1

dq2dp2

N2!h3N2
. (10.26)

Zauważmy, iż w mianowniku wyst ↪epuje czynnik N1!·N2! a nie (N1+N2)!. Wynika to z faktu, iż czyn-
nik ten ma swoj ↪a genez ↪e w nierozróżnialności cz ↪asteczek a badany uk lad jest mieszanin ↪a cz ↪asteczek
dwóch różnych gazów. Wprowadzaj ↪ac termiczn ↪a d lugość fali de Broglie’a dla poszczególnych gazów
kanoniczn ↪a sum ↪e statystyczn ↪a możemy zapisać w postaci:

Q(T, V,N1, N2) =
V N1

N1!λ3N1
1

· V N2

N2!λ3N2
2

(10.27)

Prowadzi to do wzoru na energi ↪e swobodn ↪a Helmholtza

F (T, V,N1, N2) =− (N1 +N2)kBT − kBT ·N1 ln
(

V

N1λ3
1

)
− kBT ·N2 ln

(
V

N2λ3
2

)
=

F1(T, V,N1) + F2(T, V,N2)
(10.28)

oraz entropi ↪e

S = −
(
∂F

∂T

)
V,N1,N2

=

(N1 +N2)kB +N1kB ln
(

V

N1λ3
1

)
+N2kB ln

(
V

N2λ3
2

)
+

3
2

(N1 +N2)kB =

5
2

(N1 +N2)kB +N1kB ln(
V

N1λ3
1

) +N2kB ln(
V

N2λ3
2

)

(10.29)

Ostatecznie :
S(T, V,N1, N2) = S1(T, V,N1) + S2(T, V,N2) (10.30)

W ten sposób udowodnilísmy sformu lowane w ramach termodynamiki twierdzenie Gibbsa (wzór
(8.1a)).

Na zakończenie rozpatrzmy konsekwencje pomini ↪ecia w mierze przestrzeni fazowej czynnika N !.
Wówczas otrzymalibyśmy

Q̃(T, V,N) =
V N

λ3N
(10.31)

i w konsekwencji

F̃ (T, V,N) = −N · kBT · ln(
V

λ3
) (10.32)

oraz

S̃(T, V,N) =
3
2
N · kB +N · kB · ln

(
V

λ3

)
. (10.33)

Żadna z tych wielkości nie jest ekstensywna w przeciwieństwie do rozważanych w termodynamice
entropii i energii swobodnej, które sa̧ ekstensywne. Oznacza loby to, ṙe pozbawiony czynnika N !
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przepis na obliczanie objȩtości przestrzeni fazowej prowadzi do entropii statystycznej o cechach
niezgodnych z w lasnościami entropii termodynamicznej.

Taka postać wzoru na entropi ↪e prowadzi laby również do tzw. paradoksu Gibbsa. Weźmy dwa
identyczne gazy doskona le znajduj ↪ace si ↪e w identycznych warunkach makroskopowych określonych
przez p, T, V . Entropia pocz ↪atkowa uk ladu wynosi laby

S̃p(T, V,N) = S̃1(T, V,N) + S̃2(T, V,N) = 3N · kB + 2N · kB · ln
(
V

λ3

)
. (10.34)

Entropia uk ladu po po l ↪aczeniu naczyń zawieraj ↪acych gaz wynosi laby zaś

S̃k(T, 2V, 2N) = 3N · kB + 2 ·N · kB · ln
(

2V
λ3

)
, (10.35)

czyli różnica entropii końcowej i pocz ↪atkowej wynosi laby:

S̃k − S̃p = 2 · ln 2 ·N · kB > 0 (10.36)

co oznacza, iż entropia wzros laby. W ten sposób dziel ↪ac - w doświadczeniu myślowym - uk lad
pocz ↪atkowo na wiele identycznych poduk ladów po czym usuwaj ↪ac hipotetyczne ścianki moglibyśmy
osi ↪agn ↪ać praktycznie nieograniczony wzrost wartości entropii.

10.2 Gazy rzeczywiste

W sytuacji, gdy oddzia lywanie mi ↪edzycz ↪asteczkowe nie może zostać zaniedbane mamy do czynienia z
gazem rzeczywistym. Wyznaczanie w laściwości gazów rzeczywistych w ramach mechaniki statysty-
cznej jest niezwykle obszernym zagadnieniem. W niniejszym podrozdziale skoncentrujemy si ↪e je-
dynie na uzasadnieniu równania stanu gazu van der Waalsa (5.29) i omówimy znaczenie wyst ↪epuj ↪acych
w nim parametrów a i b.

Jako wprowadzenie rozważmy przyk lad jednowymiarowego gazu rzeczywistego - gaz Tonksa. Pod
poj ↪eciem gazu Tonksa rozumiemy uk lad N sztywnych pr ↪etów o d lugości σ mog ↪acych si ↪e poruszać
wzd luż odcinka o d lugości L; jest to zatem jednowymiarowy gaz twardych kul o średnicy σ. Hamil-
tonian uk ladu ma postać

H =
N∑

i=1

p2
i

2m
+

N∑
i=1

i−1∑
j=1

Φ(|~xi − ~xj |) (10.37)

gdzie Φ(|~xi − ~xj |) jest potencja lem oddzia lywania sztywnych pr ↪etów

Φij(|xi − xj |) =

{
∞ dla |xi − xj | < σ

0 w pozosta lych przypadkach .
(10.38)

Obliczenie wk ladu kinetycznego do kanonicznej sumy statystycznej jest proste i daje czynnik λ−N .
Zajmiemy si ↪e zatem obliczeniem konfiguracyjnej sumy statystycznej. Przyjmuj ↪ac, że po lożenie i-
tego pr ↪eta określamy poprzez podanie po lożenia jego środka xi konfiguracyjn ↪a sum ↪e statystyczn ↪a
możemy wyrazić jako

Z =
∫ L−σ

2

Nσ−σ
2

. . .

∫ x3−σ

3
2 σ

∫ x2−σ

1
2 σ

dx1dx2 . . . dxN . (10.39)
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Zauważmy, że w powyższym wzorze nie wyst ↪epuje czynnik N !. Jego brak zwi ↪azany jest z tym,
że w trakcie ewolucji czasowej tego jednowymiarowego uk ladu cz ↪asteczki nie mog ↪a si ↪e wzajemnie
przenikać i zmieniać wzajemnego uporz ↪adkowania - a zatem pozostaj ↪a rozróżnialne.

Dokonujemy zamiany zmiennych

xi = yi +
(
i− 1

2

)
σ (10.40)

co pozwala nam zapisać

Z =
∫ L−Nσ

0

. . .

∫ y3

0

∫ y2

0

dy1dy2 . . . dyN =
1
N !

(L−Nσ)N . (10.41)

Zauważmy, że ten sam wynik moglibyśmy uzyskać w inny sposób. Zderzenia sztywnych pr ↪etów s ↪a
ca lkowicie spr ↪eżyste, a zatem - w oparciu o wiedz ↪e z mechaniki klasycznej - możemy stwierdzić,
że efektem zderzenia dwóch pr ↪etów jest wymiana pr ↪edkości mi ↪edzy nimi. Efekt ten możemy trak-
tować jako przenikanie si ↪e pr ↪etów a na gaz Tonksa możemy spojrzeć jak na gaz identycznych,
przenikaj ↪acych si ↪e cz ↪asteczek. Wówczas

Z =
1
N !

∫ L− 1
2 σ

(2N−1)
2 σ

. . .

∫ L−(N− 3
2 )σ

3
2 σ

∫ L−(N− 1
2 )σ

σ
2

dx1dx2 . . . dxN =
1
N !

(L−Nσ)N . (10.42)

Znaj ↪ac kanoniczn ↪a sum ↪e statystyczn ↪a możemy wyznaczyć císnienie gazu Tonksa

p = −
(
∂F

∂L

)
T,N

= kBT

(
∂ lnZ
∂L

)
T,N

=
NkBT

L−Nσ
. (10.43)

Porównuj ↪ac uzyskany wynik z císnieniem jednowymiarowego gazu doskona lego

p =
NkBT

L
(10.44)

stwierdzamy, iż równanie stanu gazu Tonksa może być interpretowane jako równanie stanu gazu
doskona lego, w którym jednowymiarowa obj ↪etość zostaje zast ↪apiona przez efektywn ↪a obj ↪etość
równ ↪a obj ↪etości naczynia L pomniejszonej o ca lkowit ↪a obj ↪etość twardych pr ↪etów (Nσ). Tak
wi ↪ec ,w przypadku jednowymiarowym, efekt wykluczonej obj ↪etości przejawia si ↪e w równaniu stanu
zast ↪apieniem obj ↪etości L przez efektywn ↪a obj ↪etość L−Nσ.

Przejdźmy teraz do ogólnego przypadku rzeczywistego gazu trójwymiarowego, w którym energia
potencjalna oddzia lywania cz ↪asteczek i-tej oraz j-tej zależy od ich wzajemnej odleg lości i jest oz-
naczona Φ(rij). Chc ↪ac obliczyć kanoniczn ↪a sum ↪e statystyczn ↪a dla gazu rzeczywistego napotykamy
na problem obliczenia ca lki konfiguracyjnej

Z(T, V,N) =
∫

exp

−β
2

N∑
i=1

N∑
j=1,j 6=i

Φ(rij)

 d~r1 . . . ~rN
N !

. (10.45)

Energi ↪e swobodn ↪a Helmholtza możemy zapisać w postaci

F =− kBT lnQ =

− kBT ln

 1
N !λ3N

∫
exp

−β
2

N∑
i=1

N∑
j=1,j 6=i

Φ(rij)

 d~r1 . . . ~rN

 =

Fid − kBT ln

 1
V N

∫
exp

−β
2

N∑
i=1

N∑
j=1,j 6=i

Φ(rij)

 d~r1 . . . ~rN

 ,

(10.46)
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gdzie

Fid = −NkBT ln
[
V e

Nλ3

]
(10.47)

odpowiada energii swobodnej gazu doskona lego. Przekszta lcaj ↪ac drugi cz lon uzyskujemy

F = Fid − kBT ln

1 +
1
V N

∫ exp

−β N∑
i=1

N∑
j=1
j<i

Φ(rij)

− 1

 d~r1 . . . ~rN

 . (10.48)

Wprowadzamy funkcj ↪e Mayera

fij = f(rij) = exp(−βΦ(rij))− 1 , (10.49)

a nast ↪epnie pos luguj ↪ac si ↪e t ↪a funkcj ↪a możemy przekszta lcić czynnik boltzmannowski pod znakiem
ca lki do postaci

exp

−β N−1∑
i=1

N∑
j=i+1

V (rij)

 =
N−1∏
i=1

N∏
j=i+1

exp(−β · V (rij)) =
N−1∏
i=1

N∏
j=i+1

(f(rij) + 1) (10.50)

i otrzymać

Fodd = −kBT · ln

 1
V N

∫ N−1∏
i=1

N∏
j=i+1

(f(rij) + 1)− 1

 d~r1 . . . ~rN + 1

 (10.51)

Obliczmy wartość ca lki stoj ↪acej pod logarytmem dla kilku najmniejszych wartości N :

– N=1

− 1
V

∫
d~r1 = −1 (10.52)

– N=2
1
V 2

∫ ∫
((f(r12) + 1)− 1)d~r1d~r2 =

1
V

∫
f(r12)d ~r12 (10.53)

– N=3

1
V 3

∫ ∫ ∫
((f12 + 1)(f13 + 1)(f23 + 1)− 1)d~r1d~r2d~r3 =

1
V 3

∫ ∫ ∫
(1 + f12 + f13 + f23 + f12f13 + f12f23 + f13f23 + f12f13f23 − 1)d~r1d~r2d~r3 =

3
V

∫
f12d ~r12 +

3
V 2

(∫
f12d ~r12

)(∫
f13d ~r13

)
+

1
V 3

∫ ∫ ∫
f12f13f23d~r1d~r2d~r3

(10.54)

Zwróćmy uwag ↪e, że w powyższych obliczeniach zaniedbalísmy podczas zamiany zmiennych
efekty brzegowe zwi ↪azane ze skończonymi rozmiarami naczynia zawieraj ↪acego gaz. Cz lony
zawieraj ↪ace iloczyny funkcji Mayera możemy interpretować jako odpowiadaj ↪ace jednoczesnym
oddzia lywaniom odpowiednich par cz ↪asteczek.
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W tym miejscu uczynimy za lożenie upraszczaj ↪ace dalsze rachunki i polegaj ↪ace na zaniedbaniu w
ca lce konfiguracyjnej (10.51) wyrazów odpowiadaj ↪acych oddzia lywaniom wi ↪ekszej liczby cz ↪astek niż
dwie

1
V N

∫
. . .

∫ exp

−β
2

N−1∑
i=1

N∑
j=i+1

V (rij)

− 1

 d~r1 . . . d ~rN ≈

1
V N

∫
. . .

∫
1
2

N∑
i=1

N−1∑
j=1,j 6=i

d~r1 . . . d ~rN =
N(N − 1)

2V N
V N−2

∫ ∫
f12d~r1d~r2 =

N(N − 1)
2V

∫
f(r12)d ~r12 ≈

N2

2V

∫
f(r12)d ~r12 .

(10.55)

Ca lk ↪e wyst ↪epuj ↪ac ↪a w powyższym wzorze oznaczmy przez α(T ). W ramach powyższego przybliżenia
energia swobodna Helmholtza ma postać

F = Fid − kBT ln
(

1 +
N2α(T )

2V

)
. (10.56)

Rozwijaj ↪ac logarytm i stosuj ↪ac przybliżenie

ln
(

1 +
N2α(T )

2V

)
≈ N2α(T )

2V
(10.57)

otrzymujemy

F = Fid − kBT
N2α(T )

2V
. (10.58)

Zbadajmy teraz wspó lczynnik α(T )

α(T ) =
∫
f(|~r|)d~r = 4π

∫ ∞

0

f(r)r2dr = 4π
∫ ∞

0

(exp(−βΦ(r))− 1)r2dr . (10.59)

Przyjmujemy, iż w rozważanym przez nas gazie potencja l oddzia lywania mi ↪edzycz ↪asteczkowego
sk lada si ↪e z krótkozasi ↪egowego silnego odpychania (r < σ) oraz d lugozasi ↪egowego s labego przyci ↪agania
(r > σ). Przedstawiaj ↪aj ↪ac powyższ ↪a ca lk ↪e jako sum ↪e dwóch wyrazów odpowiadaj ↪acych tym zakre-
som odleg lości mi ↪edzycz ↪asteczkowych dostajemy

α(T ) = 4π
(∫ σ

0

(exp(−βΦ(r))− 1)r2dr +
∫ ∞

σ

(exp(−βΦ(r))− 1)r2dr
)

. (10.60)

W pierwszej ca lce przyjmujemy, że potencja l jest nieskończony co odpowiada warunkowi nieprzenika-
nia si ↪e cz ↪asteczek. Funkcj ↪e podca lkow ↪a w drugiej ca lce rozwijamy z dok ladności ↪a do wyrazów
liniowych co odpowiada s labemu przyci ↪aganiu. Uzyskujemy w ten sposób

α(T ) ≈− 4π
3
σ3 − 4πβ

∫ ∞

σ

Φprzyc(r)r2dr =

− 4π
3
σ3 + 4πβ

∫ ∞

σ

|Φprzyc(r)|r2dr .

(10.61)

Pozwala to zapisać energi ↪e swobod ↪a Helmholtza w postaci

F =Fid + kBT
N2

2 · V

[
32π
3

(σ
2

)3

− 4π
kBT

∫ ∞

σ

|Φprzyc(r)|r2dr
]

=

Fid +
N2

V

[
16π
3
kBT

(σ
2

)3

− 2π
∫ ∞

σ

|Φprzyc(r)|r2dr
]

.

(10.62)
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Wprowadzaj ↪ac oznaczenia

a = 2π
∫ ∞

σ

|Φprzyc(r)|r2dr , (10.63)

b =
16
3
π
(σ

2

)3

(10.64)

uzyskujemy

F = Fid +
N2

V
(kBTb− a) . (10.65)

Podstawiaj ↪ac jawny wzór na energi ↪e swobodn ↪a Helmholtza gazu doskona lego uzyskujemy

F = −NkBT ln
(
V e

Nλ3

)
+
N2

V
(kBTb− a) =

−NkBT ln
( e

Nλ3

)
−NkBT

(
lnV − Nb

V

)
− N2a

V
.

(10.66)

W przypadku gdy N ·b
V � 1 można powyższy wzór przepisać w postaci

F ≈ −NkBT ln
( e

Nλ3

)
−NkBT ln

(
V

(
1− Nb

V

))
− N2a

V
(10.67)

Znajomość energii swobodnej Helmholtza pozwala nam wyznaczyć energi ↪e wewn ↪etrzn ↪a

U = −T 2

(
∂ F

T

∂T

)
V,N

= Uid −
N2 a

V
(10.68)

oraz císnienie gazu rzeczywistego

p = −
(
∂F

∂V

)
T,N

=
NkBT

V −Nb
− N2a

V 2
. (10.69)

W ramach analizy wykorzystuj ↪acej powyższe przybliżenia uzyskalísmy równanie stanu gazu van der
Waalsa (5.29). Równanie to, przez analogi ↪e pierwszego wyrazu po prawej stronie do równania stanu
gazu Tonksa możemy zapisać w postaci

p(T, V,N) = pHS(T, V,N)− N2a

V 2
, (10.70)

gdzie

pHS(T, V,N) =
NkBT

V −Nb
(10.71)

jest przybliżonym równaniem stanu twardych kul (w trzech wymiarach). Zwróćmy uwag ↪e, że
równanie stanu gazu van der Waalsa opisane równaniem (10.69) narusza - w odpowiednio nis-
kich temperaturach - warunek stabilności uk ladu

(
∂p
∂V

)
T,N

< 0. Jest to konsekwencja uczynionych

po drodze za lożeń upraszczaj ↪acych analiz ↪e. Dlatego też przed dalszym wykorzystywaniem równania
(5.29) należy je - tak jak to si ↪e czyni w ramach termodynamiki fenomenologicznej - uzupe lnić kon-
strukcj ↪a Maxwella równych pól.

Pojawia si ↪e zatem pytanie czy równanie stanu gazu van der Waalsa wraz z konstrukcj ↪a Maxwella
można uzyskać w ramach ścis lej analizy sumy statystycznej dla jakiegoś modelu gazu rzeczywistego.
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Twierdz ↪aca odpowiedź na to pytanie pojawi la si ↪e w latach sześćdziesi ↪atych minionego stulecia i
zwi ↪azana jest z tzw. modelem Kaca. Potencja l mi ↪edzycz ↪asteczkowy w tym modelu zapisujemy w
postaci

Φ(r) = ΦHS(r) + γ3Φattr(γr) , (10.72)

gdzie potencja l oddzia lywania twardych kul ΦHS ma postać

ΦHS(r) =

{
∞ dla r < σ

0 dla r ≥ σ .
(10.73)

W modelu Kaca rozważa si ↪e granic ↪e γ → 0, tj. potencja lu przyci ↪agaj ↪acego, który jest coraz s labszy
ale zarazem coraz bardziej d lugozasi ↪egowy, i taki, że ca lka∫

γ3Φattr(γr)d~r (10.74)

nie zależy od γ. Zwróćmy uwag ↪e, że parametr γ można interpretować jako odrotność zasi ↪egu cz ↪eści
przyci ↪agaj ↪acej potencja lu; zasi ↪eg ten staje si ↪e coraz wi ↪ekszy, przy czym do granicy γ → 0 należy
przechodzić z zachowaniem warunku by zasi ↪eg oddzia lywania by l ma ly w porównaniu z liniowymi
rozmiarami uk ladu. Innymi s lowy w trakcie ścis lej analizy modelu Kaca należy najpierw przej́sć do
granicy termodynamicznej (przy skończonej wartości zasi ↪egu przyci ↪agania) a dopiero nast ↪epnie do
granicy γ → 0. Wtedy okazuje si ↪e, że równanie stanu w modelu Kaca ma postać (10.70) uzupe lnion ↪a
o konstrukcj ↪e Maxwella równych pól przy czym pHS oznacza równanie stanu gazu oddzia luj ↪acego
potencja lem (10.73). Aby znależć jawn ↪a postać císnienia musimy znać wzór na císnienie gazu
twardych kul, którego jawnej postaci nie uzyskuje si ↪e w ramach modelu Kaca. Z bardzo dobrym
przybliżeniem określa j ↪a natomiast równanie Carnahana - Starlinga

p = nkBT
1 + η + η2 − η3

(1− η)3
, (10.75)

gdzie

η =
1
6
πnσ3 (10.76)

stanowi bezwymiarow ↪a g ↪estość - średni ↪a liczb ↪e cz ↪astek w obj ↪etości zajmowanej przez tward ↪a kul ↪e
o średnicy σ.

10.3 Plazma

W przyrodzie oddzia lywania kulombowskie odgrywaj ↪a niezwykle istotn ↪a rol ↪e. Dlatego ważnym
modelem rozważanym w ramach mechaniki statystycznej jest plazma, tzn. gaz sk ladaj ↪acy si ↪e
z na ladowanych cz ↪asteczek. Ścis la analiza w laściwości takiego gazu - oparta o obliczenie sumy
statystycznej - jest bardzo trudna ze wzgl ↪edu na d lugozasi ↪egowy charakter oddzia lywań kulom-
bowskich. W szczególności cz ↪asteczki sk ladaj ↪ace si ↪e na analizowany gaz musz ↪a posiadać twardy
rdzeń zapobiegaj ↪acy ich zbytniemu zbliżaniu si ↪e. Już choćby ten aspekt problemu stanowi istotne
utrudnienie w jego pe lnej analizie. Dlatego poniżej skoncentrujemy si ↪e na przybliżonym sposobie
analizy w laściwości plazmy, który nazywa si ↪e teori ↪a Debye’a - Hückela.

Rozważmy gaz elektrycznie na ladowanych cz ↪astek o temperaturze T znajduj ↪acy si ↪e w naczyniu o
obj ↪etości V . W gazie wyst ↪epuj ↪a jony k rodzajów różni ↪ace si ↪e mi ↪edzy sob ↪a  ladunkiem i mas ↪a. Jony
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rodzaju α posiadaj ↪a  ladunek zαe (e jest  ladunkiem elementarnym) i w uk ladzie znajduje si ↪e ich Nα.
Ca lkowita liczba jonów wynosi N

N =
∑
α

Nα , (10.77)

przy czym zak ladamy, że nie tylko N ale i liczby jonów poszczególnych rodzajów s ↪a sta le. Uk lad
jako ca lość jest elektrycznie oboj ↪etny tj.

k∑
α=1

Nαzαe = 0 , (10.78)

co możemy zapisać w postaci równoważnej

k∑
α=1

nα0zα = 0 (10.79)

gdzie

nα0 =
Nα

V
(10.80)

stanowi średni ↪a g ↪estość jonów rodzaju α. Wprowadzamy ponadto ca lkowit ↪a średni ↪a g ↪estość jonów
jako sum ↪e g ↪estości jonów poszczególnych rodzajów :

n0 =
k∑

α=1

nα0 . (10.81)

Zak ladamy że typowa energia oddzia lywania elektrostatycznego jest ma la w porównaniu z energi ↪a
termiczn ↪a, tj.

1
4πε0

(zαe)(zαe)
( VPk

α=1 Nα
)1//3

= (zαe)2 · n
1
3 � kBT , (10.82)

co narzuca warunek na ca lkowit ↪a g ↪estość jonów:

n�
(

kBTε0
(zα,maxq)2

)3

, (10.83)

gdzie zα,max stanowi wartość  ladunku jonu (wyrażonego w  ladunkach elemenarnych) najwi ↪ekszego
co do modu lu.

Ca lkowita energia wewn ↪etrzna jest sum ↪a energii wewn ↪etrznej gazu doskona lego oraz dodatku zwi ↪azanego
z oddzia lywaniem kulombowskim, patrz równanie (10.68). Wk lad ten obliczymy bezpośrednio (za-
miast obliczyć konfiguracyjn ↪a sum ↪e statystyczn ↪a i nast ↪epnie odpowiadaj ↪acy jej wk lad do energii
wewn ↪etrznej) pos luguj ↪ac si ↪e nast ↪epuj ↪acym wzorem z elektrostatyki:

UC =
1
2

N∑
i=1

(zie)φi , (10.84)

gdzie φi stanowi średni potencja l pola elektrycznego dzia laj ↪acego na i-ty jon, pochodz ↪acy od po-
zosta lych  ladunków. Jawn ↪a postać φi wyznaczymy za pomoc ↪a metody Debye’a -Hückel’a.

Wokó l każdego z jonów tworzy si ↪e chmura innych jonów. Możemy przyj ↪ać, że jest ona sferycznie
symetryczna, tzn. że g ↪estość jonów w chmurze zależy wy l ↪acznie od odleg lości liczonej od jonu



134 ROZDZIA L 10. ZASTOSOWANIA KLASYCZNEJ MECHANIKI STATYSTYCZNEJ

stanowi ↪acego środek sfery ( w środku sfery umieszczamy pocz ↪atek uk ladu wspó lrz ↪ednych). G ↪estość
jonów może być zapisana za pomoc ↪a wzoru barometrycznego Boltzmanna

nβ(r) = nβ0 exp
(
−E(r)
kBT

)
, (10.85)

gdzie E(r) stanowi energi ↪e jonu w polu o potencjale φ wytworzonym przez jon środkowy oraz
pozosta le jony tworz ↪ace chmur ↪e

E(r) = zβeφ(r) . (10.86)

Sta l ↪a po lożylísmy jako równ ↪a nβ0 gdyż w dużej odleg lości od centralnego jonu pole powinno zanikać
(dla r →∞ winno zachodzić φ→ 0) co implikuje :

nβ → nβ0 . (10.87)

Potencja l φ jest zwi ↪azany z g ↪estości ↪a jonów za pomoc ↪a równania Poissone’a

∇2φ = − ρ

ε0
, (10.88)

gdzie ρ stanowi ca lkowit ↪a g ↪estość  ladunku w punkcie, w którym obliczany jest potencja l. Wyko-
rzystuj ↪ac definicj ↪e oraz wzór (10.85) możemy zapisać

ρ(r) =
k∑

β=1

nβ(r) zβe =
k∑

β=1

zβe · nβ0 exp
(
−zβeφ(r)

kBT

)
. (10.89)

Z równania Poissone’a uzyskujemy wi ↪ec

∇2φ = − 1
ε0

k∑
β=1

zβe · nβ0 exp
(
−zβe · φ

kBT

)
. (10.90)

Z za lożenia o niewielkiej sile oddzia lywań elektrostatycznych w porównaniu z energi ↪a termiczn ↪a
funkcj ↪e wyk ladnicz ↪a możemy rozwin ↪ać z dok ladności ↪a do wyrazów liniowych :

∇2φ = − 1
ε0

k∑
i=1

zβe · nβ0

(
1− zβeφ

kBT

)
=

1
ε0

N∑
i=1

zβnβ0e+
1
ε0

e2

kBT

k∑
i=1

z2
βnβ0φ . (10.91)

Pierwszy ze sk ladników zeruje si ↪e wobec oboj ↪etności elektrycznej uk ladu (patrz (10.78)) i otrzymu-
jemy

∇2φ =
e2

kBTε0
φ

k∑
i=1

z2
βnβ0 . (10.92)

Dla uproszczenia notacji wprowadzimy oznaczenie

κ2 =
e2

kBTε0

k∑
i=1

z2
βnβ0 (10.93)

i wówczas równanie na potencja l przybiera postać

∇2φ = κ2φ . (10.94)
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Przy za lożeniu sferycznie symetrycznego kszta ltu chmury  ladunku wzór powyższy redukuje si ↪e do
postaci1

1
r2

d

dr
r2
dφ

dr
= κ2 φ . (10.96)

Podstawiaj ↪ac ζ = κr oraz Ψ = φ/r otrzymujemy równanie

d2Ψ
dζ2

= Ψ (10.97)

i potencja l φ ma postać

φ(r) =
C1 exp(−κr) + C2 exp(κr)

r
. (10.98)

Ze wzgl ↪edu na warunek zanikania potencja lu w nieskończoności k ladziemy C2 = 0

φ(r) = C1
exp(−κr)

r
. (10.99)

Sta l ↪a C1 wyznaczamy z warunku, by w pobliżu jonu centralnego (tj. dla r → 0) potencja l by l
potencja lem kulombowskim tegoż jonu; st ↪ad

C1 =
zie

4πε0
(10.100)

i

φ(r) =
zie

4πε0
exp(−κr)

r
. (10.101)

Potencja l φ(r) zanika bardzo szybko wraz ze wzrostem odleg lości od centrum chmury jonowej i jego
efektywny zasi ↪eg zwany d lugości ↪a ekranowania Debye’a - Hückela wynosi

rDH =
1
κ

=

(
kBTε0

e2
∑k

i=1 z
2
i

) 1
2

� n
−1//3
0 . (10.102)

W równaniu (10.84) wyst ↪epuje potencja l φi określaj ↪acy oddzia lywanie elektrostatyczne na i-ty jon.
Oznacza to, że aby uzyskać jego jawn ↪a postać musimy wyznaczyć zachowanie potencja lu φ w pobliżu
jonu i z wy l ↪aczeniem wk ladu pochodz ↪acego od tego jonu. W praktyce musimy dokonać rozwini ↪ecia
φ dla ma lych r. Wtedy

φ ≈ zie

4πε0r
− zieκ

4πε0
+O(r) . (10.103)

Pierwszy sk ladnik opisuje energi ↪e pochodz ↪ac ↪a od centralnego jonu, wi ↪ec po jej odj ↪eciu uzyskujemy

φi = − zie

4πε0 rDH
. (10.104)

Pozwala nam to wyznaczyć jawn ↪a postać wk ladu kulombowskiego do energii ca lkowitej uk ladu

UC =
1
2

N∑
i=1

ziφie =
1
2

N∑
i=1

zie ·
(−zieκ)

4πε0
= − κe2

8πε0

N∑
i=1

z2
i = − κe2

8πε0

k∑
α=1

Nαz
2
α (10.105)

1Laplasjan we wspó lrz ↪ednych sferycznych możemy zapisać jako :

∇2 =
1

r2

d

dr
r2 d

dr
+

1

r2

�
∂2

∂θ2
+ ctg θ

∂

∂θ
+

1

sin2 θ

∂2

∂φ2

�
(10.95)
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i ostatecznie

UC = − 1
8πε0

√
1

kBTV ε0
(

k∑
α=1

Nαz
2
αe

2)
3
2 . (10.106)

Wyznaczymy teraz wk lad do energii swobodnej Helmholtza w oparciu o wzór

UC = T 2 ∂

∂T

(
−FC

T

)
. (10.107)

Otrzymujemy

FC(T, V,N1, . . . , Nk) = − 1
12πε0

√
1

kB T V ε0
(

k∑
i=1

Niz
2
i e

2)
3
2 (10.108)

oraz wzór na císnienie

p =−
(
∂F

∂V

)
T

= −
(
∂Fid

∂V

)
T

−
(
∂FC

∂V

)
T

=

kBT

V

k∑
α=1

Nα −
1

24πε0

√
1

kBTε0
(

k∑
α=1

nα0z
2
αe

2)
3
2 .

(10.109)

Widzimy zatem, że oddzia lywanie kulombowskie powoduje, iż císnienie gazu ca lkowicie zjoni-
zowanego jest różne od císnienia doskona lej mieszaniny jonów oraz że dodatek kulombowski jest
nieanalityczn ↪a funkcj ↪a g ↪estości nα0 . Nie istnieje zatem rozwini ↪ecie wirialne tego równania stanu.

10.4 Twierdzenie o wiriale

W podrozdziale tym wyprowadzimy wzór wyrażaj ↪acy císnienie gazu rzeczywistego poprzez wartość
średni ↪a jego energii kinetycznej oraz wartość średni ↪a wielkości zależnej od si l mi ↪edzycz ↪asteczkowych.
Rozważmy w tym celu uk lad N cz ↪asteczek zamkni ↪etych w naczyniu o obj ↪etości V . Na cz ↪asteczki
dzia laj ↪a si ly ~Fi w l ↪aczaj ↪ac si ly pochodz ↪ace od ścianek naczynia. Równania ruchu maj ↪a wówczas
post ↪ac :

~̇pi = ~Fi (10.110)

Rozważmy wielkość :

α(t) =
N∑

i=1

~pi(t) · ~qi(t) (10.111)

zwan ↪a cz ↪esto wiria lem si l. Obliczymy pochod ↪a zupe ln ↪a wiria lu po czasie :

dα

dt
=

N∑
i=1

[
~̇pi · ~qi + ~pi · ~̇qi

]
=

N∑
i=1

[
~̇Fi · ~qi +

~pi
2

m

]
, (10.112)

a nast ↪epnie jej wartość średni ↪a po czasie

α̇ = lim
τ→∞

1
τ

∫ τ

0

α̇(t)dt = lim
τ→∞

1
τ

(α(τ)− α(0)) . (10.113)

Zauważmy, że jeżeli cz ↪asteczki p lynu wykonuj ↪a ruch ograniczony w przestrzeni (dzi ↪eki skończonej
obj ↪etości uk ladu) oraz ich p ↪edy maj ↪a skończon ↪a wartość (dzi ↪eki skończonej wartości ca lkowitej
energii uk ladu) to wiria l ma zawsze wartość skończon ↪a i wówczas

α̇ = 0 . (10.114)
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Podstawiaj ↪ac wyznaczon ↪a postać wiria lu uzyskujemy :

N∑
i=1

˙~F i ·~qi+
N∑

i=1

~p2
i

m
= 0 . (10.115)

Roz lóżmy wektor si l na cz ↪eść odpowiadaj ↪ac ↪a silom zewn ↪etrznym i si lom wewn ↪etrznym (tj. odd-
zia lywania mi ↪edzycz ↪asteczkowego) :

N∑
i=1

~̇Fwew,i · ~qi +
N∑

i=1

~̇Fzew,i · ~qi +
N∑

i=1

~p2
i

m
= 0 . (10.116)

Zak ladamy, że si la zewn ↪etrzna pochodzi wy l ↪acznie od oddzia lywań ze ściankami i jest zlokalizowana
na ściankach, tzn. dzia la tylko na cz ↪astki znajduj ↪ace si ↪e tuż przy ściance. Wówczas

N∑
i=1

~̇Fzew,i · ~qi = −
∫

δV

~r · (p · ~n)dσ (10.117)

gdzie p oznacza císnienie panuj ↪ace wewn ↪atrz naczynia, zaś ~n wektor normalny do ścianki skierowany
na zewn ↪atrz naczynia. Wykorzystuj ↪ac twierdzenie Stokesa otrzymujemy

N∑
i=1

~̇Fzew,i · ~qi = −p
∫

V

∇~r dV = −3 p V . (10.118)

Cz lon zawieraj ↪acy si ly oddzia lywań mi ↪edzycz ↪asteczkowych możemy zapisać jako

N∑
i=1

~qi · ~Fwew,i =
1
2

N∑
i=1

N∑
j=1,j 6=i

(~qi · ~Fij + ~qj · ~Fji) =
N∑

i=1

N∑
j=1,j 6=i

(~qi − ~qj) · ~Fij . (10.119)

Podstawiaj ↪ac do wzoru uzyskujemy

3 p V = 2
N∑

i=1

~pi
2

2m
+

1
2

N∑
i=1

N∑
j=1,j 6=i

(~qi − ~qj) · ~Fij (10.120)

p =
2

3V

N∑
i=1

~pi
2

2m
+

1
6V

N∑
i=1

N∑
j=1,j 6=i

(~qi − ~qj) · ~Fij . (10.121)

Powyższy wzór nosi nazw ↪e twierdzenia o wiriale. Pozwala on wyznaczyć wielkość makroskopow ↪a -
císnienie p jako wynik uśredniania po czasie odpowiedniej funkcji zmiennych mikroskopowych.

Wyprowadzimy teraz twierdzenie o wiriale dokonuj ↪ac średniowania po zespole mikrokanonicznym.
Pami ↪etamy, że

ω(E, V,N) =
1

h3NN !

∫
V

δ(H(q, p)− E)dΓ , (10.122)

gdzie hamiltonian ma postać

H =
N∑

i=1

~pi
2

2m
+

1
2

N∑
i

N∑
j=1,j 6=i

Φ(|~qi − ~qj |) (10.123)
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a Φ(|~qi − ~qj |) jest energi ↪a potencjaln ↪a wzajemnego oddzia lywania cz ↪astek i oraz j. We wzorze
powyższym uwzgl ↪edniamy skończon ↪a obj ↪etość uk ladu ca lkuj ↪ac po po lożeniach cz ↪astek tylko wewn ↪atrz
naczynia. Wprowadzamy nast ↪epnie parametr λ i obliczamy wielkość pomocnicz ↪a

ω(E, λ3V,N) =
∫

λ3V

δ(H(q, p)− E)dΓ . (10.124)

Nast ↪epnie dokonujemy zamiany zmiennych

q = λq′ ∧ p = λ−1p′ , (10.125)

ktżej jakobian jest równy jedności i

ω(E, λ3V,N) =
1

h3NN !

∫
V

δ(H(λq′, λ−1p′)− E)dq′dp′ . (10.126)

Obliczamy pochodn ↪a cz ↪astkow ↪a obu stron powyższego równania po λ w punkcie λ = 1

∂ω(E, λ3V,N)
∂λ

∣∣∣∣
λ=1

=
[
∂

∂λ

1
h3NN !

∫
V

δ(H(λq′, λ−1p′)− E)dq′dp′
]∣∣∣∣

λ=1

(10.127)

3V
∂ω(E, V,N)

∂V
= − 1

h3NN !

∫
V

∂

∂E
δ(H(q, p)− E)

∂H(λq′, λ−1p′

∂λ
|λ=1dq

′dp′ (10.128)

3V
∂ω(E, V,N)

∂V
= − 1

h3NN !
∂

∂E

∫
V

δ(H(q, p)− E)
∂H(λq′, λ−1p′)

∂λ

∣∣∣∣
λ=1

dq′dp′ . (10.129)

Wykorzystuj ↪ac definicj ↪e średniej po zespole możemy zapisać

3V
∂ω

∂V
= − ∂

∂E

(〈
∂H(λq′, λ−1p′)

∂λ

∣∣∣∣
λ=1

〉
· ω
)

, (10.130)

3V
∂ω

∂V
= − ∂ω

∂E
〈∂H(λq′, λ−1p′)

∂λ

∣∣∣∣
λ=1

〉
− ω

∂ 〈∂H(λq′,λ−1p′)
∂λ 〉

∣∣∣
λ=1

∂E
. (10.131)

Dziel ↪ac powyższy wzór obustronnie przez ω możemy zapisać

3V
∂ ln(ω)
∂V

= − ∂ ln(ω)
∂E

〈
∂H(λq′, λ−1p′)

∂λ

∣∣∣∣
λ=1

〉
−
∂
〈

∂H(λq′,λ−1p′)
∂λ

〉
∂E

∣∣∣∣∣∣
λ=1

. (10.132)

Wykorzystuj ↪ac definicj ↪e entropii uzyskujemy

3V
∂S

∂V
= − ∂S

∂E

〈
∂H(λq′, λ−1p′)

∂λ
|λ=1

〉
−
∂
〈

∂H(λq′,λ−1p′)
∂λ

〉
∂E

∣∣∣∣∣∣
λ=1

kB . (10.133)

Przy przechodzeniu do granicy termodynamicznej drugi wyraz po prawej stronie jest zaniedbywalny
w porównaniu z pozosta lymi dwoma wyrazami (zmienne S, V,E s ↪a ekstensywne) i wzór przybiera
postać

3V
∂S

∂V
= − ∂S

∂E

〈
∂H(λq′, λ−1p′)

∂λ
|λ=1

〉
. (10.134)
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Korzystaj ↪ac ze wzorów określaj ↪acych pochodne entropii(
∂S

∂V

)
E,N

=
p

T
(10.135a)

(
∂S

∂E

)
V,N

= − 1
T

(10.135b)

oraz postaci hamiltonianu

H(λq, λ−1p) =
1
λ2

N∑
i=1

~pi
2

2m
+

1
2

N∑
i=1

N∑
j=1,j 6=i

Φ(|λ(~qi − ~qj)|) (10.136)

otrzymujemy

3V
p

T
= − 1

T

〈
−2

N∑
i=1

~pi
2

2m
+

1
2

N∑
i=1

N∑
j 6=i

|~qi − ~qj |Φ′(|~qi − ~qj |)

〉
(10.137)

i po ostatecznym uporz ↪adkowaniu

p =
2

3V

〈
N∑

i=1

~pi
2

2m

〉
+

1
6V

〈
N∑

i=1

N∑
j 6=i

(~qi − ~qj) · ~Fij

〉
. (10.138)

Powyższy wzór ma tak ↪a sam ↪a postać jak wzór (10.121) przy czym obecnie zamiast średnich po
czasie wyst ↪epuj ↪a średnie po zespole mikrokanonicznym.

10.5 Uk lady magnetyczne

Rozważmy zachowanie si ↪e pewnego cia la makroskopowego, nie wykazuj ↪acego spontanicznej mag-
netyzacji, przy jego umieszczeniu w zewn ↪etrznym polu magnetycznym. W ogólności możemy
wyróżnić dwa rodzaje zachowania: zachowanie diamagnetyczne - jeśli pod wp lywem pola mag-
netycznego nast ↪api wyindukowanie momentu magnetycznego przeciwnego do kierunku pola i za-
chowanie paramagnetyczne - jeśli wyindukowany moment magnetyczny jest zgodny z kierunkiem
przy lożonego pola magnetycznego. Innymi s lowy możemy powiedzieć, że substancje diamagnetyczne
maj ↪a ujemn ↪a, zaś substancje paramagnetyczne - dodatni ↪a podatność magnetyczn ↪a.

W ramach klasycznej fizyki statystycznej nie jesteśmy w stanie opisać zjawiska diamagnetyzmu.
Orzeka o tym twierdzenie van Leeuwen, które g losi że moment magnetyczny uk ladu poruszaj ↪acych
si ↪e  ladunków umieszczonego w zewn ↪etrznym polu magnetycznym jest w stanie stacjonarnym równy
zeru. Dowód twierdzenia jest prosty. Moment magnetyczny możemy wyznaczyć jako pochodn ↪a
potencja lu Gibbsa po indukcji pola magnetycznego. Aby moment magnetyczny mia l niezerow ↪a
wartość, potencja l Gibbsa musi zależeć od indukcji pola magnetycznego.

Wyznaczmy w ramach klasycznej mechaniki statystycznej kanoniczn ↪a sum ↪e statystyczn ↪a opisanego
uk ladu. Hamiltonian uk ladu ma postać

H =
N∑

1=1

1
2m

(
~pi − q ~Ai

)2

+ V ({~ri}N
i=1) , (10.139)

gdzie ~pi oznacza kanoniczny p ↪ed i-tej cz ↪astki o  ladunku q i masie m, zaś ~A - potecja l wektorowy
w punkcie przestrzeni ~ri, w którym znajduje si ↪e i-ta cz ↪astka. W przypadku jednorodnego pola
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magnetycznego o indukcji ~B potencja l wektorowy ma postać ~Ai = − 1
2~ri × ~B. Cz lon V ({~ri}N

i=1)
opisuje wzajemne oddzia lywanie  ladunków i jest zależny wy l ↪acznie od ich po lożeń.

Kanoniczna suma statystyczna

Z =
∫

exp

(
−β

N∑
1=1

1
2m

(
~pi − q ~Ai

)2

+ V ({~ri}N
i=1)

) ∏N
i=1 d~rid~pi

N !h3N
. (10.140)

Dokonujemy zamiany zmiennych

~p′i = ~pi − qAi , ~q′i = ~qi . (10.141)

Jakobian powyższej zamiany zmiennych jest równy jedności, wi ↪ec kanoniczna suma statystyczna
przybiera postać

Z =
∫

exp

(
−β

N∑
1=1

1
2m

~p′
2

i + V ({~r′i}N
i=1)

) ∏N
i=1 d~r

′
id~p

′
i

N !h3N
. (10.142)

niezależn ↪a od wartości wektora indukcji pola magnetycznego. W konsekwencji również potencja l
Gibbsa b ↪edzie niezależny od indukcji pola magnetycznego, co prowadzi do zerowej wartości magne-
tyzacji.

W ramach klasycznej mechaniki statystycznej możemy natomiast zbadać zjawisko paramagnetyzmu.
Przedstawiony poniżej model nosi nazw ↪e paramagnetyka Langevina.

Rozważmy uk lad z lożony z N wzajemnie nieoddzia luj ↪acych cz ↪asteczek, z których każda posiada
w lasny moment magnetyczny ~µi. Momenty magnetyczne wszystkich cz ↪asteczek maj ↪a identyczn ↪a
wartość bezwzgl ↪edn ↪a µ, tj. ∀i|~µi| = µ. Za lóżmy, że uk lad ten utrzymywany jest w sta lej temper-
aturze T i umieszczony jest w sta lym zewn ↪etrznym polu magnetycznym o indukcji ~B. Zbadajmy
magnetyzacj ↪e ~M uk ladu, tzn. średni ca lkowity moment magnetyczny przypadaj ↪acy na jednostk ↪e
obj ↪etości

~M =
~M
V

, (10.143)

gdzie
~M =

〈
~̂M
〉

. (10.144)

Operator ca lkowitego momentu magnetycznego jest równy

~̂M =
N∑
〉=∞

~µ〉 , (10.145)

wi ↪ec średni ↪a wartość momentu magnetycznego możemy uzyskać ze wzoru

〈 ~M〉 =
N∑

i=1

〈~µi〉 = N〈~µ1〉 , (10.146)

gdyż wartości średnie momentów magnetycznych poszczególnych cz ↪asteczek s ↪a identyczne. Rozwi ↪azanie
zagadnienia sprowadza si ↪e do obliczenia średniego momentu magnetycznego pojedynczej cz ↪asteczki.
Stan pojedynczej cz ↪asteczki jest w pe lni określony poprzez podanie jej p ↪edu i po lożenia oraz ori-
entacji jej momentu magnetycznego wzgl ↪edem ustalonej osi. Przyjmijmy, że jest to oś z zgodna
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z kierunkiem zewn ↪etrznego pola magnetycznego (przy jego braku może być dowolnie wybrana).
Element obj ↪etości przestrzeni fazowej uk ladu może wi ↪ec być wyrażony poprzez wzór

dΓ =
d3Npd3Nq

h3NN !
dNΩ . (10.147)

Wobec braku wzajemnych oddzia lywań mi ↪edzy cz ↪asteczkami hamiltonian uk ladu ma postać

H =
N∑

i=1

Hi , (10.148)

gdzie Hi jest hamiltonianem jednocz ↪asteczkowym i-tej cz ↪asteczki wyrażaj ↪acy si ↪e wzorem

Hi =
p2

i

2m
− ~µi · ~B =

p2
i

2m
− µB cos θi . (10.149)

Poszukiwana średnia wartość momemtu magnetycznego danej cz ↪asteczki wyraża si ↪e wzorem

〈~µ1〉 =
∫
~µ1 exp(−βH)dΓ∫

exp(−βH)dΓ
. (10.150)

Dokonuj ↪ac faktoryzacji licznika i mianownika i redukuj ↪ac identyczne czynniki uzyskujemy

〈~µ1〉 =

∫ 2π

0

∫ π

0
~µ1 exp(βµB cos θ1) sin θ1dθ1dφ1∫ 2π

0

∫ π

0
~µ1 exp(βµB cos θ1) sin θ1dθ1dφ1

(10.151)

Podstawiaj ↪ac

~µ1 =

µ sin θ1 cosφ1

µ sin θ1 sinφ1

µ cos θ1

 , (10.152)

uzyskujemy po wykonaniu ca lek

〈~µ1〉 =

 0
0

µ
(

ctgh(βµB)− 1
βµB

)
 . (10.153)

Wprowadzaj ↪ac funkcj ↪e Langevina poprzez wzór

L(x) = ctgh(x)− 1
x

, (10.154)

uzyskany wynik możemy zapisać w postaci

~M =
N

V
µL(βµB)ẑ . (10.155)

Zbadajmy teraz przypadki graniczne

– granica niskotemperaturowa (βµB � 1). W tym przypadku

L(x)
x�1
≈ 1− 2 exp(−2x)− 1

x
, (10.156)
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czyli obserwujemy zjawisko nasycenia

Mz →
N

V
µ . (10.157)

Wynik ten jest fizycznie zrozumia ly - w rozpatrywanej granicy energia ruchu termicznego jest
znacznie mniejsza niż energia oddzia lywania z polem, wi ↪ec ruch termiczny nie jest w stanie
zniszczyć uporz ↪adkowania wywo lanego przez przy lożone zewn ↪etrzne pole magnetyczne.

– granica wysokotemperaturowa (βµB � 1). Ponieważ

ctghx
x�1
≈ 1

x
+
x

3
, (10.158)

wi ↪ec

L(x)
x�1
≈ x

3
(10.159)

i
~M =

1
3
N

V
µ2βBẑ . (10.160)

Dla paramagnetyka Langevina jest wi ↪ec spe lnione prawo Curie przewiduj ↪ace odwrotn ↪a pro-
porcjonalność mi ↪edzy podatności ↪a magnetyczn ↪a i temperatur ↪a.

10.6 Model klasyczny cia la sta lego

Jako ostatnie zastosowanie klasycznej mechaniki statystycznej obliczymy w jej ramach ciep lo w laściwe
cia la sta lego w przybliżeniu harmonicznym. W przybliżeniu tym hamiltonian ma postać

HN =
N∑

i=1

H1,i , (10.161)

gdzie

H1,i =
~p2

i

2m
+ (ω2

x,ix
2
i + ω2

y,iy
2
i + ω2

z,iz
2
i ) . (10.162)

Kanoniczna suma statystyczna wynosi wi ↪ec

QN =

(
(2m)3/2π3∏N

i=1(ωx,iωy,iωz,i)
(kBT )3

)N

. (10.163)

Obliczaj ↪ac ciep lo w laściwe uzyskujemy wynik

cV = 3kBNA = 3R . (10.164)

Zgodnie z modelem klasycznym ciep lo w laściwe każdego cia la sta lego jest wi ↪ec identyczne i równe
3R. Prawo to nosi nazw ↪e prawa Dulonga-Petita.



Rozdzia l 11

Podstawy kwantowej mechaniki
statystycznej

11.1 Wprowadzenie

Nasze dotychczasowe rozważania dotyczy ly uk ladów opisywanych w ramach mechaniki klasycznej.
Wiadomo jednak, iż mechanika klasyczna posiada ograniczony zakres stosowalności. Spodziewamy
si ↪e, że np. w niskich temperaturach niezb ↪edna może si ↪e okazać analiza oparta na mechanice kwan-
towej. W tym rozdziale zajmieny si ↪e w laśnie kwantow ↪a mechanik ↪a statystyczn ↪a. W analogii do
mechaniki klasycznej, w celu rozważania w laściwości statystycznych danego uk ladu wprowadzamy
poj ↪ecie kwantowego zespo lu statystycznego. Rozróżniamy kwantowe zespo ly statystyczne czyste i
mieszane.

Zespo lem statystycznym czystym nazywamy wielk ↪a liczb ↪e kopii danego uk ladu znajduj ↪acych si ↪e w
tym samym stanie kwantowym, tj. w stanie opisywanym przez t ↪e sam ↪a funkcj ↪e falow ↪a Ψ(~q1, . . . , ~qN , t),
gdzie N i t oznaczaj ↪a odpowiednio liczb ↪e cz ↪asteczek uk ladu oraz czas.

Zgodnie z postulatami mechaniki kwantowej wartość średnia zmiennej dynamicznej reprezentowanej
przez hermitowski operator A w stanie uk ladu opisywanym przez funkcj ↪e falow ↪a Ψ wyraża si ↪e
wzorem 1

〈A〉Ψ = 〈Ψ | A | Ψ〉 . (11.1)

W przestrzeni funkcji falowych opisuj ↪acych stany uk ladu uk lad wybieramy baz ↪e i oznaczymy j ↪a
przez {ϕn}. Wykorzystuj ↪ac zupe lność bazy możemy - dokonuj ↪ac rozk ladu jedynki 1 =

∑
n |ϕn〉〈ϕn|

- zapisać

〈A〉Ψ =

〈
Ψ

(∑
n

| ϕn〉〈| ϕn

)
A | Ψ

〉
= (11.2)∑

n

〈Ψ | ϕn〉〈ϕn | A | Ψ〉 =
∑

n

〈ϕn | A | Ψ〉〈Ψ | ϕn〉 = Tr(A | Ψ〉〈Ψ |) .

Wartość średnia wielkości fizycznej w stanie kwantowym Ψ jest wi ↪ec śladem iloczynu operatora j ↪a
reprezentuj ↪acego oraz operatora rzutowania na stan Ψ

PΨ =| Ψ〉〈Ψ | . (11.3)
1B ↪edziemy pos lugiwać si ↪e notacj ↪a Diraca.
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Posiada on nast ↪epuj ↪ace w laściwości:

P 2
Ψ = PΨ , P †Ψ = PΨ , T r(PΨ) = 1 , (11.4)

gdzieB† oznacza hermitowskie sprz ↪eżenie operatoraB. Zwróćmy uwag ↪e, iż zgodnie z w laściwościami
śladu wartość średnia jest niezależna od wyboru bazy {ϕn}.
Powyższe uwagi dotyczy ly czystego zespo lu statystycznego, w którym średnia po zespole jest po
prostu średni ↪a kwantowo-mechaniczn ↪a. W praktyce jednak spotykamy si ↪e z konieczności ↪a anal-
izowania średnich w laściwości uk ladów kwantowych mog ↪acych znajdować si ↪e w różnych stanach
kwantowych. W tym celu wprowadzamy - analogicznie do przypadku klasycznej mechaniki statysty-
cznej - poj ↪ecie mieszanego zespo lu statystycznego . Definiujemy go jako wielk ↪a liczb ↪e kopii danego
uk ladu, każda spośród których może znajdować si ↪e w innym stanie kwantowym {Ψ}α∈I , gdzie I
oznacza zbiór indeksów. Przyjmujemy że funkcje opisuj ↪ace poszczególne stany kwantowe s ↪a unor-
mowane a ich uk lad jest zupe lny.

W zespole mieszanym zadane s ↪a prawdopodobieństwa znalezienia uk ladu w stanach {Ψ}α∈I . B ↪edziemy
je oznaczać pα ∑

α

pα = 1 , (11.5)

gdzie sumowanie odbywa si ↪e po wszystkich dopuszczalnych wartościach indeksu α (pod poj ↪eciem
sumowania należy w przypadku ci ↪ag lego zakresu zmienności α rozumieć ca lkowanie).

Zespó l statystyczny czysty określony przez stan Ψβ jest szczególnym przypadkiem zespo lu statysty-
cznego mieszanego, dla którego pα = δα,β .

Wartość średnia wielkości fizycznej reprezentowanej przez operator A określona jest przez wyrażenie

〈A〉 =
∑
α

pα〈A〉α =
∑
α

pα〈Ψα|A|Ψα〉 =
∑
α

pα〈α|A|α〉 . (11.6)

Niech {ϕn} stanowi baz ↪e ortonormaln ↪a utworzon ↪a przez zbiór funkcji w lasnych hamiltonianu.
Funkcje opisuj ↪ace stany uk ladu można roz lożyć w tej bazie

|α〉 =
∑

n

cα,n|n〉 , (11.7)

przy czym wspó lczynniki cα,n s ↪a liczbami zespolonymi, w ogólności zależnymi od czasu.

Pos luguj ↪ac si ↪e powyższym rok ladem można przekszta lcić wzór przedstawiaj ↪acy kwantowo-mechaniczn ↪a
wartość średni ↪a 〈α|A|α〉 :

〈α|A|α〉 =

(∑
m

c∗α,m〈m|

)
A

(∑
n

|n〉cα,n

)
= (11.8)∑

m

∑
n

c∗α,m〈m|A|n〉cα,n =
∑
m

∑
n

c∗α,mcα,nAmn , (11.9)

gdzie
Amn = 〈m|A|n〉 . (11.10)

Wzór (11.6) można wi ↪ec zapisać w postaci

〈A〉 =
∑
α

pα〈α|A|α〉 =
∑
α

pα

∑
m

∑
n

c∗α,mcα,nAmn =∑
m

∑
n

Amn

∑
α

pαc
∗
α,mcα,n .

(11.11)
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Wprowadzamy oznaczenie

ρnm =
∑
α

pαc
∗
α,mcα,n =

∑
α

pα(〈m|α〉)∗〈n|α〉 =∑
α

pα〈n|α〉〈α|m〉 = 〈n|(
∑
α

pα|α〉〈α|)|m〉 =

〈n|
∑
α

pαPΨα |m〉 .

(11.12)

i oznaczamy wyst ↪epuj ↪acy w tym wzorze operator przez ρ

ρ =
∑
α

pαPΨα
(11.13)

Operator ρ posiada nast ↪epuj ↪ace w lasności :

ρ† = ρ , (11.14)

Tr ρ = 1 , (11.15)

których sprawdzenie przy wykorzystaniu (11.4) jest natychmiastowe. Ostatecznie wyrażenie na
wartość średni ↪a obserwabli możemy zapisać w postaci :

〈A〉 =
∑
m

∑
n

ρnmAmn =
∑
m

∑
n

〈n|ρ|m〉〈m|A|n〉 =

∑
n

〈n|ρ

(∑
m

|m〉〈m|

)
A|n〉 =

∑
n

〈n|ρA|n〉 = Tr(ρA) .

(11.16)

Obliczymy teraz pochodn ↪a wartości średniej operatora A po czasie. W oparciu o wzór (11.16)
uzyskujemy

d〈A〉
dt

=
d

dt
Tr(ρA) = Tr

(
d

dt
(ρA)

)
= Tr

(
dρ

dt
A

)
, (11.17)

gdyż operator A jest niezależny od czasu. Z drugiej strony - wykorzystuj ↪ac definicj ↪e operatora ρ
(wzór (11.13)) - uzyskujemy

d

dt
Tr(ρA) =

d

dt
Tr

(∑
α

pαPΨα
A

)
=

d

dt

∑
α

pα Tr(PΨα
A) =

∑
α

pα Tr
(
dPΨα

dt
A

)
.

(11.18)

Zauważmy teraz że przy wykorzystaniu równania Schrödingera wyst ↪epuj ↪ac ↪a po prawej stronie
pochodn ↪a możemy zapisać jako

dPΨα

dt
=

d

dt
(|Ψα〉〈Ψα|) =

1
i · h̄

H|Ψα〉〈Ψα| −
1
i · h̄

|Ψα〉〈Ψα|H =
1
i · h̄

(HPΨα − PΨαH) .

(11.19)



146 ROZDZIA L 11. PODSTAWY KWANTOWEJ MECHANIKI STATYSTYCZNEJ

W oparciu o definicj ↪e komutatora możemy napisać

d

dt
Tr(ρA) =

∑
α

pα Tr
(

1
i h̄

(HPΨα
− PΨα

H)A
)

=

1
i h̄

∑
α

pα Tr(HPΨαA− PΨαHA) =

1
i h̄

Tr(HρA− ρHA) =

1
i h̄

Tr([H, ρ]A) = Tr(
1
i h̄

[H, ρ]A)

(11.20)

i popPorównaniu wzorów (11.17) i (11.20) uzyskujemy

Tr
(
dρ

dt
A

)
= Tr

(
1
i · h̄

[H, ρ]A
)

. (11.21)

Równanie to jest spe lnione dla dowolnego operatora A i z tego powodu

dρ

dt
=

1
i h̄

[H, ρ] (11.22)

Równanie powyższe nosi nazw ↪e równania Liouville’a - von Neumanna. Jego rozwi ↪azanie można
zapisać w postaci

ρ(t) = exp
(
−i ·H · t

h̄

)
ρ(0) exp

(
i ·H · t

h̄

)
, (11.23)

gdzie ρ(0) określa warunki pocz ↪atkowe.

W stanie równowagi wartości średnie nie zależ ↪a od czasu

d〈A〉
dt

= 0 , (11.24)

co - po wykorzystaniu wzoru (11.17) oraz równania Liouville’a - von Neumanna - prowadzi do
równania

[H, ρ] = 0 . (11.25)

Operatory H i ρ komutuj ↪a, oba s ↪a hermitowskie a zatem posiadaj ↪a wspólny uk lad funkcji w lasnych.
Prowadzi to do wniosku, iż operator g ↪estości może być przedstawiony w postaci

ρ =
∑
α

pαPϕα
(11.26)

gdzie ϕα stanowi ↪a funkcje w lasne hamiltonianu H. Zwróćmy uwag ↪e, że funkcje powyższe musz ↪a
w zależności od budowy uk ladu posiadać odpowiednie w lasności symetrii: w przypadku uk ladu
identycznych bozonów musz ↪a być symetryczne ze wzgl ↪edu na przestawienie dwóch cz ↪asteczek a w
przypadku identycznych ferminów musz ↪a być antysymetryczne. Zatem nie każda funkcja w lasna
hamiltonianu jest dobrym kandydatem do reprezentowania stanu uk ladu; musi ona jeszcze posiadać
odpowiednie w laściwości symetrii.

11.2 Kwantowy zespó l mikrokanoniczny

Podobnie jak w przypadku klasycznym rozważamy zbiór uk ladów, każdy spośród których znajduje
si ↪e w tym samym stanie makroskopowym określonym przez ca lkowit ↪a energi ↪e, obj ↪etość i liczb ↪e
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cz ↪astek. Postulat równych prawdopodobieństw a priori, który leży u podstaw mechaniki statysty-
cznej określa prawdopodobieństwo znalezienia uk ladu w stanie ϕi

pi =

{
1

Ω(E,V,N,∆E) dla takich stanów ϕi, że Ei ∈ [E,E + ∆E]

0 dla takich stanów ϕi, że Ei 6∈ [E,E + ∆E]
, (11.27)

gdzie Ei jest wartośći ↪a w lasn ↪a odpowiadaj ↪ac ↪a funkcji w lasnej ϕi hamiltonianu H

H|ϕi〉 = Ei|ϕi〉 . (11.28)

Ze wzgl ↪edu na warunek
∑

i pi = 1 mikrokanoniczna suma statystyczna Ω(E, V,N,∆E) stanowi
liczb ↪e stanów kwantowych uk ladu o obj ↪etości V , liczbie cz ↪astek N oraz energii zawartej w warstwie
[E;E + ∆E].

Operator g ↪estości w tym przypadku wyraża si ↪e wzorem

ρ =
1

Ω(E, V,N,∆E)

∑
k:Ek∈[E;E+∆E]

Pϕk
, (11.29)

gdzie sumowanie rozci ↪aga si ↪e po stanach kwantowych o energiach należ ↪acych do warstwy E,E+∆E.

Jak widzimy rozk lad mikrokanoniczny jest możliwy do zastosowania pod warunkiem znajomości
rozwi ↪azań zagadnienia w lasnego hamiltonianu.

Analogicznie jak w klasycznej fizyce statystycznej entropi ↪e definiujemy wzorem

S = −kB〈ln ρ〉 , (11.30)

gdzie symbol <> oznacza średni ↪a zdefiniowan ↪a we wzorze (11.16). Wykorzystuj ↪ac ten wzór możemy
zapisać

S = −kB Tr(ρ ln ρ) . (11.31)

W bazie diagonalizuj ↪acej ρ jedno z sumowań możemy wykonać dzi ↪eki proporcjonalności elementu
macierzowego ρnm do delty Kroneckera δm,n, tzn. ρnm = ρnnδnm otrzymuj ↪ac

S = −kB

∑
n,m

〈n|ρ|m〉〈m| ln ρ|n〉 = (11.32)

−kB

∑
n

〈n|ρ|n〉〈n| ln ρ|n〉 = −kB

∑
n

ρnn ln ρnn .

Wykorzystuj ↪ac postać macierzy g ↪estości w rozk ladzie mikrokanonicznym możemy zapisać

ρnn = 〈n|

 1
Ω

∑
k:Ek∈[E,E+∆E]

|k〉〈k|

 |n〉 = pn , (11.33)

co prowadzi do nast ↪epuj ↪acego wzoru na entropi ↪e

S = −kB

∑
n

pn ln pn . (11.34)

Na podstawie tego wzoru możemy wywnioskiować, że ponieważ

pn ∈ [0; 1] ⇒ ln pn ∈]−∞, 0] , (11.35)
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to
S ≥ 0 , (11.36)

przy czym równość jest uzyskiwana w przypadku, gdy ρ opisuje stan czysty.

Tak wi ↪ec w przypadku kwantowego zespo lu mikrokanonicznego otrzymujemy

S = −kB

∑
n

ρnn ln ρnn = −kB ln
1
Ω

= kB ln Ω . (11.37)

Jest to wzór analogiczny jak w przypadku klasycznym.

11.3 Kwantowy zespó l kanoniczny

Podobnie jak w klasycznej mechanice statystycznej znacznie wygodniejszym w użyciu od zespo lu
mikrokanonicznego jest zespó l kanoniczny. W zespole tym prawdopodobieństwo znalezienia uk ladu
w stanie w lasnym |i〉 wyraża si ↪e wzorem

pi =
1

Q(T, V,N)
exp(−βEi) , (11.38)

gdzie Ei jest wartości ↪a w lasn ↪a odpowiadaj ↪ac ↪a funkcji w lasnej |i〉 ≡—ϕi〉

H|i〉 = Ei|i〉 . (11.39)

Wyrażenie na kwantow ↪a kanoniczn ↪a sum ↪e statystyczn ↪a uzyskujemy z warunku normalizacji∑
i

pi = 1 ⇒ Q(T, V,N) =
∑

i

exp(−βEi) , (11.40)

przy czym należy pami ↪etać, iż sumowanie nast ↪epuje po wszystkich stanach w lasnych. Wykorzys-
tuj ↪ac unormowanie funkcji falowych możemy wzór ten zapisać w postaci równoważnej

Q(T, V,N) =
∑

i

exp(−βEi) =
∑

i

〈i| exp(−βH)|i〉 = Tr(exp(−βH)) . (11.41)

Macierz g ↪estości w tym przypadku wyraża si ↪e jako

ρ =
∑

i

wiPϕi =
∑

i

pi|i〉〈i| =
∑

i

1
Q(T, V,N)

exp(−βEi)|i〉〈i| =

1
Q(T, V,N)

∑
i

exp(−βH)|i〉〈i| =
1

Q(T, V,N)
exp(−βH) .

(11.42)

Analogicznie jak w przypadku klasycznym można pokazać, że

F = −kBT lnQ(T, V,N) . (11.43)

Rozk lad kanoniczny można - podobnie jak klasycznie - wyprowadzić z rozk ladu mikrokanonicznego
rozważaj ↪ac zespó l uk ladów w kontakcie z termostatem. Hamiltonian opisuj ↪acy pe lny uk lad (H̃) jest
sum ↪a hamiltonianów odpowiadaj ↪acych badanemu uk ladowi (H) oraz termostatowi (̋′) (zaniedbu-
jemy oddzia lywanie mi ↪edzy uk ladem i termostatem)

H̃ = H +H ′ . (11.44)
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Dzi ↪eki powyższemu wzorowi funkcja falowa pe lnego uk ladu separuje si ↪e na cz ↪eść odpowiadaj ↪ac ↪a
uk ladowi oraz termostatowi

Ψi,α = ϕi ϕ
′
α , (11.45)

przy czym
Hϕi = Eiϕi , (11.46)

H ′ϕ′α = E′αϕ
′
α . (11.47)

Energia ca lego uk ladu jest równa sumie energii uk ladu i termostatu

Ẽi,α = Ei + E′α (11.48)

Macierz g ↪estości uk ladu :

ρ = Trtermostat ρ = Trtermostat(
∑
i,α

pi,αPΨi,α
) =

∑
β

〈β|
∑

i

∑
α

pi,α|i, α〉〈i, α|β〉 =

∑
β

∑
i

∑
α

pi,α〈β|α〉〈α|β〉|i〉〈i| =
∑

i

∑
α

pi,α|i〉〈i| =

∑
i

(
∑
α

pi,α)|i〉〈i| =
∑

i

pi|i〉〈i| ,

(11.49)

gdzie
pi =

∑
α

pi,α . (11.50)

Wykonanie w powyższym wzorze sumowania po stanach termostatu prowadzi do wzoru

pi =
∑
α

1
Ω(Ẽ)

=
Ω(Ẽ − Ei)

Ω(Ẽ)
, (11.51)

który po wykorzystaniu zwi ↪azku Ω(Ẽ) = exp(S(Ẽ)/kB) można przekszta lcić - podobnie jak w
przypadku klasycznym - do wyrażenia (11.38).

11.4 Kwantowy zespó l wielki kanoniczny

W analogii do przypadku klasycznego rozważamy zespó l statystyczny uk ladów, których stan makroskopowy
określony jest przez temperatur ↪e, obj ↪etość i potencja l chemiczny. Każdy uk lad należ ↪acy do zespo lu
wielkiego kanonicznego pozostaje w kontakcie z termostatem oraz ze zbiornikiem cz ↪asteczek. Praw-
dopodobieństwo tego, że uk lad zespo lu jest w stanie N -cz ↪asteczkowym o energii EN,i dane jest
wzorem

pN,i =
1

Ξ(T, V, µ)
exp(−β(EN,i − µN)) . (11.52)

Kwantow ↪a wielk ↪a kanoniczn ↪a sum ↪e statystyczn ↪a Ξ(T, V, µ) wyznaczamy z warunku unormowania

∞∑
N=0

∑
i

pN,i = 1 ⇒ Ξ(T, V, µ) =
∞∑

N=0

∑
i

exp(−β(EN,i − µN)) . (11.53)
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Można j ↪a zapisać w postaci równoważnej

Ξ(T, V, µ) =
∞∑

N=0

∑
i

〈N, i| exp(−β(EN,i − µN))|N, i〉 =

∞∑
N=0

∑
i

〈N, i| exp(−β(Ĥ − µN̂))|N, i〉 = Tr(exp(−β(Ĥ − µN̂))) .

(11.54)

Korzystaj ↪ac z definicji enteropii (11.30) można sprawdzić, że - identycznie jak w przypadku klasy-
cznym -

Ω(T, V, µ) = −kBT ln Ξ(T, V, µ) . (11.55)

11.5 Trzecia zasada termodynamiki

Trzecia zasada termodynamiki w sformu lowaniu Plancka g losi, że entropia uk ladu zamkni ↪etego
posiada t ↪e sam ↪a wartość S0 = 0 dla wszystkich stanów scharakteryzowanych przez T = 0. Matem-
atycznie możemy to wyrazić jako

lim
T→0

S(T,Q) = 0 , (11.56)

gdzie Q oznacza dodatkowy parametr (parametry) s luż ↪ace do określenia stanu uk ladu. Ponieważ
trzecia zasada termodynamiki dotyczy w laściwości uk ladów w niskich temperaturach to wi ↪aże si ↪e
ona z kwantow ↪a natur ↪a tych uk ladów.
Rozważmy N - cz ↪asteczkowy uk lad znajduj ↪acy si ↪e w niskiej, lecz różnej od zera temperaturze.
Za lóżmy, że widmo energii jest scharakteryzowane przez poziom podstawowy E0 = 0 o degeneracji
g0 oraz pierwszy poziom wzbudzony o energii E1 = ∆ > 0 o degeneracji g1. Kanoniczna suma
statystyczna wyraża si ↪e wi ↪ec wzorem

Q '
∑

i

exp(−βEi) = g0 + g1 exp(−β∆) , (11.57)

gdzie - w granicy niskich temperatur - pomin ↪elísmy wk lady od stanów, którym odpowiadaj ↪a energie
wyższe od ∆. Prowadzi to do nast ↪epuj ↪acego wzoru na energi ↪e swobodn ↪a Helmholtza

F = −kBT lnQ ' −kBT ln (g0 + g1 exp(−β∆)) , (11.58)

oraz na entropi ↪e w niskich temperaturach

S = −
(
∂F

∂T

)
V,N

'

kB ln
(
g0 + g1 exp

(
− ∆
kBT

))
+ kBT

exp
(
− ∆

kBT

)
g0 + g1 exp

(
− ∆

kBT

)g1 ∆
kBT

'

kB

(
ln g0 +

g1
g0

exp
(
− ∆
kBT

)
+
g1
g0

∆
kBT

(
1− g1

g0
exp

(
− ∆
kBT

))
exp

(
− ∆
kBT

))
'

kB

(
ln g0 +

g1
g0

exp
(
− ∆
kBT

)(
1 +

∆
kBT

))
,

(11.59)

sk ↪ad otrzymujemy
lim
T→0

S(T ) = kB ln g0 . (11.60)
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Wartość entropii w temperaturze zera bezwzgl ↪ednego jest proporcjonalna do logarytmu degeneracji
poziomu podstawowego. Zauważmy, że gdy poziom podstawowy jest niezdegenerowany (g0 = 1) to

S(T = 0) = 0 , (11.61)

czyli otrzymujemy uzasadnienie postulatu Plancka.

Powyższa dyskusja w laściwości entropii w przypadku gdy T = 0, choć formalnie poprawna, nie
uwzgl ↪ednia pewnych istotnych aspektów zachowania si ↪e uk ladu termodynamicznego w granicy nis-
kich temperatur. Odwo luje si ↪e ona do w laściwości uk ladu dok ladnie w T = 0 a należy pami ↪etać, że
trzecia zasada zosta la sformu lowana w oparciu o obserwacje doświadczalne a te dotycz ↪a w laściwości
uk ladów w niskich ale niezerowych temperaturach. W szczególności dyskusja trzeciej zasady powinna
jakoś uwzgl ↪edniać fakt, że badane uk lady makroskopowe mog ↪a przebywać w ogromnej liczbie
stanów mikroskopowych zgodnych z zadanym stanem makroskopowym. Jako prostego modelu
wskazuj ↪acego na znaczenie tego rodzaju uwag można użyć uk ladu sk ladaj ↪acego si ↪e z N = 1019

wzajemnie nie oddzia luj ↪acych i rozróżnialnych cz ↪ateczek, każda spośród których może przebywać
w jednym z dwóch niezdegenerowanych stanów odpowiednio o energiach 0 oraz ∆ > 0. Parametr
∆ wyznaczy naturaln ↪a skal ↪e energii. Obliczenie kanonicznej sumy statystycznej Q(T,N) = [1 +
exp(−∆/kBT )]N prowadzi do nast ↪epuj ↪acego wzoru na bezwymiarow ↪a entropi ↪e na jedn ↪a cz ↪asteczk ↪e

S(T,N)/NkB = ln[1 + exp(−∆/kBT )] +
∆/kBT

1 + exp(∆/kBT )
. (11.62)

Określona powyższym wzorem entropia zmienia si ↪e monotonicznie w funkcji bezwymiarowej tem-
peratury kBT/∆ w granicach od ln 2 ' 0.69 dla kBT/∆ = ∞ do 0 dla kBT/∆ = 0. Np. dla
kBT/∆ = 0.05 wartość entropii wynosi 4 × 10−8 co jest wartości ↪a zaniedbywaln ↪a w porównaniu
z jej maksymaln ↪a wartości ↪a i można by wobec tego s ↪adzić, że w tej temperaturze uk lad prakty-
cznie znajduje si ↪e w stanie podstawowym. To przypuszczenie możemy zweryfikować obliczaj ↪ac dla
wybranej temperatury kBT/∆ = 0.05 prawdopodobieństwo tego, iż uk lad znajduje si ↪e w stanie
podstawowym. Wynosi ono p0 = [1+exp(−∆/kBT )]−N ≈ 10−1010

= 0. Tak wi ↪ec mimo, iż w danej
temperaturze uk lad nie znajduje si ↪e w stanie podstawowym to jego entropia jest praktycznie równa
zeru.
Przy okazji zwróćmy uwag ↪e, że trzecia zasada termodynamiki - podobnie jak pozosta le - jest
sformu lowana ca lkiem ogólnie i nie odwo luje si ↪e do żadnych specyficznych w laściwości konkret-
nego uk ladu. Dlatego rozważana jest granica T = 0 a nie - jak by to mog lo być dla badanego
modelu - przypadek kBT/∆ � 1.
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Rozdzia l 12

Zastosowania kwantowej mechaniki
statystycznej

12.1 Kwantowe gazy doskona le - wprowadzenie

Najprostszym modelem rozważanym w ramach kwantowej mechaniki statystycznej jest - podob-
nie jak w przypadku klasycznym - gaz doskona ly. Operator Hamiltona uk ladu N identycznych,
jednoatomowych cz ↪asteczek gazu doskona lego ma postać

Ĥ =
N∑

i=1

~̂p2
i

2m
, (12.1)

gdzie ~̂pi oznacza operator p ↪edu i-tej cz ↪asteczki. Zauważmy, że w ogólności cz ↪astki s ↪a obdarzone
spinem. Jednak energia kinetyczna nie zależy od spinów cz ↪asteczek; wspó lrz ↪edne spinowe w hamil-
tonianie wchodz ↪a jedynie do wyrazów zwi’azanych z energi ↪a potencjaln ↪a, które nie wyst ↪epuj ↪a w
przypadku gazów doskona lych.

Hamiltonian powyższy jest sum ↪a hamiltonianów jednocz ↪asteczkowych i funkcja falowa ca lego uk ladu
może być wyrażona jako odpowiednio zsymetryzowany iloczyn jednocz ↪astkowych funkcji falowych.
Jednocz ↪astkowa funkcja falowa jest w pe lni scharakteryzowana poprzez podanie wartości w lasnej
operatora p ↪edu ~p oraz rzutu spinu na wybran ↪a oś, np. sz. W dalszej cześci rozdzia lu stany jed-
nocz ↪asteczkowe b ↪edziemy oznaczać symbolicznie indeksem k

k = (~p, sz) . (12.2)

Stan uk ladu N nieoddzia luj ↪acych cz ↪asteczek może być określony w sposób jednoznaczny poprzez
podanie liczb {nk} określaj ↪acych obsadzenia poszczególnych stanów jednocz ↪astkowych k. Ca lkowita
energia uk ladu E i liczba cz ↪asteczek N wyrażaj ↪a si ↪e w nast ↪epuj ↪acy sposób poprzez {nk}

E =
∑

k

nkεk , (12.3)

N =
∑

k

nk , (12.4)

gdzie sumowanie jest przeprowadzane po stanach jednocz ↪asteczkowych i εk oznacza energi ↪e k-tego
stanu.

153



154 ROZDZIA L 12. ZASTOSOWANIA KWANTOWEJ MECHANIKI STATYSTYCZNEJ

Dopuszczalne wartości nk s ↪a zależne od rodzaju cz ↪asteczek tworz ↪acych rozpatrywany gaz doskona ly.
Wszystkie wyst ↪epuj ↪ace w przyrodzie uk lady identycznych cz ↪asteczek możemy podzielić na dwie
grupy:

– uk lady cz ↪asteczek o spinie ca lkowitym (ca lkowita krotność h̄). Uk lady takie s ↪a opisywane
funkcj ↪a symetryczn ↪a wzgl ↪edem przestawienia wspó lrz ↪ednych dowolnej pary cz ↪asteczek. Cz ↪asteczki
takie nazywamy bozonami, a statystyk ↪e je opisuj ↪ac ↪a statystyk ↪a Bosego-Einsteina. W przy-
padku bozonów liczba obsadzeń stanu jednocz ↪asteczkowego może być dowolna

nk ∈ {0, 1, 2, . . .} ; (12.5)

– uk lady cz ↪asteczek o spinie po lówkowym (nieparzystej krotności h̄
2 ). Uk lady takie s ↪a opisywane

funkcj ↪a antysymetryczn ↪a wzgl ↪edem przestawienia wspó lrz ↪ednych dowolnej pary cz ↪asteczek.
Cz ↪asteczki takie nazywamy fermionami, a statystyk ↪e je opisuj ↪ac ↪a statystyk ↪a Fermiego-Diraca.
Wobec zakazu Pauliego dla fermionów dozwolone jest wy l ↪acznie jednokrotne obsadzenie danego
stanu jednocz ↪asteczkowego tzn.

nk =∈ {0, 1} . (12.6)

Wyprowadzimy teraz postać tzw. rozk ladów Fermiego-Diraca i Bosego- Einsteina. S ↪a to wzory
określaj ↪ace średni ↪a liczb ↪e cz ↪asteczek 〈nr〉 obsadzaj ↪acych określony stan jednocz ↪ateczkowy r w
zadanych warunkach makroskopowych. Uśrednienie zostanie przeprowadzone w ramach wielkiego
zespo lu kanonicznego. Wielk ↪a kanoniczn ↪a sum ↪e statystyczn ↪a Ξ(T, V, µ) przepiszemy wykorzystuj ↪ac
wzory (12.3) oraz (12.4) oraz stosuj ↪ac oznaczenie aktywności z = exp(βµ). W ten sposób otrzy-
mamy

Ξ(T, V, µ) =
∞∑

N=0

∑
i

zN exp(−βEN,i) =
∞∑

N=0

∑
{nk}P
k nk=N

z
P

k nk exp

(
−β

(∑
k

nkεk

))
=

∞∑
N=0

∑
{nk}P
n nk=N

∏
k

(z · exp(−βεk))nk =
∑
n1

∑
n2

. . .
∏
k

(z exp(−βεk))nk =
∏
k

(
∑
nk

(z exp(−βεk))nk) .

(12.7)

Uwzgl ↪edniaj ↪ac dopuszczalne zakresy zmienności nk uzyskujemy

Ξ(T, V, µ) =

{∏
k(1− z · exp(−βεk))−1 dla statystyki B.-E.∏
k(1 + z exp(−βεk)) dla statystyki F.-D.

(12.8)

i st ↪ad logarytm naturalny wielkiej kanonicznej sumy statystycznej wynosi odpowiednio

ln Ξ(T, V, µ) =

{
−
∑

k ln(1− z · exp(−βεk)) dla B.E.
+
∑

k ln(1 + z · exp(−βεk)) dla F.D.
. (12.9)

Zwóćmy uwag ↪e, że uzyskane powyżej wzory dla bozonów maj ↪a sens gdy

exp(β(µ− εk)) < 1 , (12.10)

czyli
µ < εk . (12.11)
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Ponieważ nierówność powyższa musi być spe lniona dla wszystkich stanów, w tym dla stanu pod-
stawowego o energii 0 wi ↪ec

µ < 0 . (12.12)

Potencja l chemiczny doskona lego gazu bozonów jest ujemny. Przy okazji zwróćmy uwag ↪e, że po-
tencja l chemiczny doskona lego gazu fermionów może przyjmować dowolne wartości.
Średnia liczba cz ↪asteczek uk ladu w zadanym stanie makroskopowym określonym przez T, V, µ

〈N〉 =
∑∞

N=0N · zNQ(T, V,N)∑∞
N=0 z

NQ(T, V,N)
= z

∂

∂z
ln Ξ(T, V, µ) =

{∑
k (exp(β(εk − µ))− 1)−1 dla B.-E.∑
k (exp(β(εk − µ)) + 1)−1 dla F.-D.

.

(12.13)
Podobnie można obliczyć średni ↪a liczb ↪e cz ↪asteczek w stanie jednocz ↪asteczkowym r

〈nr〉 =
1
Ξ

∞∑
N=0

zN
∑
{nk}P
k nk=N

nr exp(−β
∑

k

nkεk) = − 1
β

∂

∂εr
ln Ξ , (12.14)

sk ↪ad wynikaj ↪a nast ↪epuj ↪ace wzory na średnie liczby obsadzeń

〈nr〉 =

{
(exp(β(εr − µ))− 1)−1 dla B.-E.
(exp(β(εr − µ)) + 1)−1 dla F.-D.

. (12.15)

Obecnie rozważymy granic ↪e dużej obj ↪etości uk ladu, w której sumowanie po stanach jednocz ↪asteczkowych
we wzorach

〈N〉 =
∑

k

〈nk〉 , (12.16)

〈E〉 =
∑

k

εk〈nk〉 . (12.17)

zostaje zast ↪apione przez ca lkowanie po p ↪edach i sumowanie po stanach spinowych.

Rozważmy dla uproszczenia gaz zamkni ↪ety w prostopad lościennym pudle o kraw ↪edziach maj ↪acych
odpowiednio d lugości Lx, Ly, Lz. W przypadku periodycznych warunków brzegowych wartości
w lasne operatora p ↪edu wyrażaj ↪a si ↪e wzorem

~p = h

(
nx

Lx
,
ny

Ly
,
nz

Lz

)
, (12.18)

gdzie nx, ny, nz s ↪a liczbami ca lkowitymi. Zauważmy, że w granicy dużych obj ↪etości widmo ~p staje
si ↪e ci ↪ag le. Wówczas

1
LxLyLz

∑
~p

=
1

LxLyLz

∑
px

∑
py

∑
pz

→ 1
h3

∫
dpx

∫
dpy

∫
dpz =

1
h3

∫
d~p (12.19)

albo
1
V

∑
k

=
1
V

∑
~p

s∑
sz=−s

→ 1
h3

s∑
sz=−s

∫
d~p . (12.20)

Jeśli funkcja podca lkowa w powyższym wzorze jest niezależna od zmiennej spinowej to można po
tej zmiennej wysumować uzyskuj ↪ac

1
V

∑
k

→ g

h3

∫
d~p , (12.21)
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gdzie czynnik g = 2s+ 1 określa w tym przypadku degeneracj ↪e spinow ↪a poziomu energii.

W sytuacji, gdy funkcja podca lkowa nie zależy od orientacji wektora p ↪edu (zależy wy l ↪acznie od
d lugości tego wektora) uzyskujemy

1
V

∑
k

→ 4πg
h3

∫
dpp2 (12.22)

lub po zamianie zmiennej ca lkowania p2 = 2mε

1
V

∑
k

→ 2πg
(

2m
h2

)3/2 ∫
dεε1/2 . (12.23)

Wielkość Υ(ε) = 2πg
(

2m
h2

)3/2
ε1/2, która określa liczb ↪e stanów jednocz ↪astkowych przypadaj ↪acych

(na jednostk ↪e obj ↪etości w granicy dużych obj ↪etości) na jednostkowy przedzia l energii zwana jest
g ↪estości ↪a stanów. Tak wi ↪ec

1
V

∑
k

→
∫

Υ(ε)dε . (12.24)

Średni ↪a liczb ↪e cz ↪asteczek o p ↪edach zawartych w infinitezymalnym przedziale mi ↪edzy ~p a ~p + d~p
można wyrazić wzorem

1
V
dN~p =

1
h3
g

1
exp(βε~p)z−1 ∓ 1

d~p . (12.25)

Z kolei średni ↪a liczb ↪e cz ↪asteczek o bezwzgl ↪ednej wartości p ↪edu pomi ↪edzy p a p + dp można dzi ↪eki
powyższym wzorom zapisać w nast ↪epuj ↪acy sposób

1
V
dNp =

4πg
h3

p2dp

exp(β(εp − µ))∓ 1
. (12.26)

Wzór ten jest odpowiednikiem rozk ladu Maxwella w klasycznej mechanice statystycznej

1
V
dNp,M =

4πg
h3

nλ3p2 exp(−βεp)dp . (12.27)

Zauważmy, że w przypadku gdy exp(βµ) � 1

1
exp(β(εp − µ))∓ 1

≈ exp(βµ) exp(−βεp) (12.28)

i utożsamiaj ↪ac exp(βµ) z nλ3 uzyskujemy ze wzoru kwantowego wzór klasyczny. Zwróćmy uwag ↪e,
że w granicy exp(βµ) � 1 otrzymujemy rzeczywíscie - dla gazu posiadaj ↪acego wy l ↪acznie post ↪epowe
stopnie swobody -

N =
∑

k

〈nk〉 =
∑

k

exp(βµ) exp(−βεk) =

exp(βµ)
V

h3

∫
exp(−βεp)d~p = exp(βµ)

V

λ3

(12.29)

i st ↪ad otrzymujemy

exp(βµ) = λ3N

V
= λ3n , (12.30)
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czyli w granicy nλ3 � 1 wyniki uzyskane w ramach teorii kwantowej powinny przechodzić w swoje
klasyczne odpowiedniki. Rzeczywíscie, warunek nλ3 � 1 oznacza, że - średnio rzecz bior ↪ac - nie
nast ↪epuje przekrywanie si ↪e paczek falowych (Nλ3 � V ) poszczególnych cz ↪asteczek i wobec tego
można je traktować klasycznie.

Wzór (12.30) pokazuje, że potencja l chemiczny klasycznego gazu doskona lego jest ujemny. Pojawia
si ↪e pytanie, czy informacje o znaku potencja lu chemicznego doskona lego gazu fermionów lub bo-
zonów otrzymane na podstawie analizy średniej liczby obsadzeń można uzupe lnić w obszarze niskich
temperatur o pewne dodatkowe elementy. Twierdz ↪ac ↪a odpowiedź na to pytanie przynosi analiza
termodynamicznej definicji (3.20) potencja lu chemicznego. Wrócimy do niej w podrozdzia lach 11.3
(fermiony) oraz 11.4 (bozony). W przypadku klasycznego gazu doskona lego definicja ta wskazuje
na ujemność potencja lu chemicznego. Rzeczywíscie, dodanie do uk ladu cz ↪astki o dodatniej energii
zwi ↪eksza liczb ↪e mikrostanów dost ↪epnych dla uk ladu i wobe tego powoduje zwi ↪ekszenie jego entropii.
Aby tego unikn ↪ać i - tak jak tego chce termodynamiczna definicja potencja lu chemicznego (3.20)
nie zmieniać entropii uk ladu w trakcie dodawania cz ↪astki - należy jednocześnie zmniejszyć energi ↪e
uk ladu, tj. ∆U < 0. Oznacza to, że µ < 0.

Wyprowadzimy teraz równania stanu gazów doskona lych bozonów oraz fermionów w granicy dużej
obj ↪etości uk ladu. W tym celu wraz ze wzorami na średni ↪a liczb ↪e cz ↪asteczek oraz energi ↪e uk ladu,
którego stan makroskopowy jest określony przez T, V, µ

N =
4πgV
h3

∫ ∞

0

p2

exp(β(εp − µ))∓ 1
dp =

2
5
2πgV m

3
2

h3

∫ ∞

0

ε
1
2

exp(β(ε− µ)∓ 1
dε , (12.31)

U =
∫ ∞

0

εdNε =
2

5
2πgV m

3
2

h3

∫ ∞

0

ε
3
2

exp(β(ε− µ)∓ 1
dε , (12.32)

rozważymy wyrażenie na potencja l wielki kanoniczny Ω = −kBT ln Ξ = −p V

βpV = ∓2
5
2πgV m

3
2

h3

∫ ∞

0

ε
1
2 ln(1∓ exp(−β(ε− µ)))dε =

2
3
β

2
5
2πgV m

3
2

h3

∫ ∞

0

ε
3
2 (∓ exp(−β(ε− µ)))
1∓ exp(−β(ε− µ)

dε =

2
3
β

2
5
2πgV m

3
2

h3

∫ ∞

0

ε
3
2

exp(β(ε− µ)∓ 1
dε .

(12.33)

Porównuj ↪ac ze wzorem na energi ↪e wewn ↪etrzn ↪a uzyskujemy

pV =
2
3
U , (12.34)

czyli zwi ↪azek energii wewn ↪etrznej z císnieniem i obj ↪etości ↪a jest taki sam jak w przypadku klasy-
cznego gazu doskona lego.

Aby wyprowadzić wzór określaj ↪acy císnienie gazu doskona lego bozonów i fermionów w funkcji ich
g ↪estości i temperatury musimy znależć jawn ↪a postać ca lki wyst ↪epuj ↪acej we wzorze (12.31)

I =
∫ ∞

0

ε
1
2

exp(β(ε− µ))∓ 1
dε (12.35)

po to, by wyznaczyć st ↪ad aktywność z w funkcji g ↪estości n i temperatury T a nast ↪epnie wstawić j ↪a
do wyrażenia na císnienie we wzorze (12.33). Po dokonaniu zamiany zmiennych

I =
1

β3/2

∫ ∞

0

z
x

1
2

exp(x)∓ z
dx (12.36)
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możemy w interesuj ↪acej nas granicy z � 1 rozwin ↪ać wyrażenie podca lkowe w szereg wzgl ↪edem
pot ↪eg z. Uzyskujemy w ten sposób - z dok ladności ↪a do wyrazów kwadratowych w z -

I ≈ z

β3/2

(∫ ∞

0

x1/2 exp(−x)dx± z

∫ ∞

0

x1/2 exp(−2x)dx
)

= z

(
Γ
(

3
2

)
± zs−3/2Γ

(
3
2

))
.

(12.37)
Po podstawieniu wyrażenia do wzoru na N uzyskujemy

nλ3 = gz ± gz2

23/2
. (12.38)

W oparciu o ten wzór wyznaczymy postać aktywności w funkcji n i T . Zak ladamy, że z dok ladności ↪a
do wyrazów kwadratowych w n

z =
nλ3

g
+ αn2 +O(n3) , (12.39)

gdzie wspó lczynnik α należy wyznaczyć. Po podstawieniu do wzoru (12.38) uzyskujemy

α = ∓ λ6

23/2g2
+O(n) , (12.40)

co daje nast ↪epuj ↪ac ↪a postać rozwini ↪ecia wirialnego aktywności

z =
nλ3

g
∓ n2λ6

g223/2
+O(n3) . (12.41)

Analogicznego rozwini ↪ecia jak w (12.37) dokonamy w ca lce określaj ↪acej císnienie we wzorze (12.33)

I =
∫ ∞

0

ε
3
2

exp(βε)z−1 ∓ 1
dε =

1
β5/2

z

∫ ∞

0

x
3
2

exp(x)∓ z
dx =

z

β
5
2

(∫ ∞

0

x
3
2 exp(−x)dx± z

∫ ∞

0

x
3
2 exp(−2x)dx+O(z2)

)
=

z

β
5
2

Γ
(

5
2

)(
1± z

2
5
2

+O(z2)
)

.

(12.42)

Podstawiaj ↪ac postać aktywności (12.39) uzyskujemy nast ↪epuj ↪acy wzór na císnienie

p = nkBT

(
1∓ nλ3

g

1
2

5
2

)
+O(n3) , (12.43)

gdzie górny znak odnosi si ↪e do bozonów a dolny do fermionów. Oznacza to że w granicy nλ3 � 1,
w tych samych warunkach makroskopowych określonych przez temperatur ↪e i g ↪estość císnienie gazu
fermionów jest wi ↪eksze od císnienia klasycznego gazu doskona lego zaś císnienie gazu bozonów jest
od niego mniejsze. Efekt ten jest konsekwencj ↪a statystyk kwantowych, w szczególności zakazu
Pauliego.

12.2 Promieniowanie cia la doskonale czarnego

Pod poj ↪eciem cia la doskonale czarnego rozumiemy cia lo, którego wspó lczynnik absorpcji jest równy
jedności dla każdej d lugości fali. Jako model takiego cia la b ↪edziemy traktować wn ↪ek ↪e o ściankach



12.2. PROMIENIOWANIE CIA LA DOSKONALE CZARNEGO 159

maj ↪acych maksymalnie duży wspó lczynnik absorpcji oraz posiadaj ↪ac ↪a znikomo ma ly w stosunku
do jej wielkości otwór, który umożliwia obserwacj ↪e promieniowania wype lniaj ↪acego wn ↪ek ↪e. Ścianki
wn ↪eki, pozostaj ↪ace w temperaturze T , poch laniaj ↪a padaj ↪ace promieniowanie elektromagnetyczne,
jak również je emituj ↪a. Promieniowanie wype lniaj ↪ace wn ↪ek ↪e może być traktowane jako gaz fo-
tonów. Ze wzgl ↪edu na liniowość równań elektrodynamiki przy dodatkowym za lożeniu o s labym
oddzia lywaniu ze ściankami wn ↪eki (jest ono jednak niezb ↪edne do zapewnienia stanu równowagi)
możemy przyj ↪ac, iż jest to gaz doskona ly. Na skutek tego oddzia lywania (absorpcji i emisji) liczba
cz ↪astek gazu jest zmienna - musimy znaleźć stan równowagi przy ustalonych temperaturze T i
obj ↪etości V . Wynika st ↪ad ż ↪adanie minimalizacji F przy ustalonych T i V(

∂F

∂N

)
T,V

= 0 ⇒ µ = 0 , (12.44)

a zatem potencja l chemiczny gazu fotonów wynosi zero. Jest to najwi ↪eksza wartość jak ↪a może
przyj ↪ać potencja l chemiczny doskona lego gazu bozonów. Pami ↪etaj ↪ac, że dowolna liczba fotonów
może obsadzać stan jednocz ↪asteczkowy l = (~k, α), gdzie ~k oznacza wektor falowy, zaś α - kierunek
polaryzacji, dochodzimy do wniosku, że średnia liczba fotonów w danym stanie l dana jest wzorem
Bosego-Einsteina

〈nl〉 =
1

exp(βεl))− 1
, (12.45)

gdzie zgodnie z warunkiem (12.44) potencja l chemiczny po lożylísmy równy zeru. Uwzgl ↪edniaj ↪ac
wzór na energi ↪e fotonu εl = h̄ωl uzyskujemy tzw. rozk lad Plancka

< nl >=
1

exp(βh̄ωl))− 1
. (12.46)

Wzór na średni ↪a liczb ↪e fotonów we wn ↪ece otrzymujemy wysumowuj ↪ac po wszystkich możliwych
stanach jednocz ↪astkowych ∑

l

f(εl) =
∑
~k

∑
e

f(ε~k) = 2
∑
~k

f(ε~k) , (12.47)

gdzie w przypadku f(εl) =< nl > wykorzystalísmy fakt, iż energia fotonu nie zależy od polaryzacji.
Dla dużego uk ladu sumowanie można zast ↪apić ca lkowaniem otrzymuj ↪ac∑

l

f(εl) = 2
V

(2π)3

∫
f(ε~k)d~k . (12.48)

Ponieważ energia zależy jedynie od modu lu wektora falowego εl = h̄ωl = h̄ck to po wyca lkowaniu po
k ↪atach uzyskujemy

2
V

(2π)3
4π
∫
f(h̄ck)k2dk =

V

π2

∫
f(h̄ck)k2dk . (12.49)

Wprowadzaj ↪ac cz ↪estość jako zmienn ↪a ca lkowania otrzymujemy wzór na średni ↪a ilość fotonów w
przedziale cz ↪estości ω do ω + dω

dNω

dω
=

V

π2c3
ω2

exp(βh̄ω)− 1
. (12.50)

Ca lkowit ↪a liczb ↪e fotonów uzyskamy ca lkuj ↪ac powyższy wzór po wszystkich możliwych wartościach
cz ↪estości

N =
V

π2c3

∫ ∞

0

ω2dω

exp(βh̄ω)− 1
=

V (kBT )3

π2c3h̄3

∫ ∞

0

x2

exp(x)− 1
dx =

V (kBT )3

π2c3h̄3
ζ(3)Γ(3) ≈ 2, 4

V (kBT )3

π2c3h̄3
,

(12.51)
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gdzie pos lużylísmy si ↪e funkcj ↪a dzeta Riemanna ζ(z) =
∑∞

k=1 k
−z, z > 0.

Mnoż ↪ac dNω we wzorze (12.50) przez energi ↪e fotonu o cz ↪estości ω uzyskujemy wzór Plancka
określaj ↪acy widmow ↪a g ↪estość energii, tzn. ilość energii gazu fotonów przypadaj ↪ac ↪a na przedzia l
cz ↪estości dω

dEω

dω
=

V h̄

π2c3
ω3

exp(βh̄ω)− 1
. (12.52)

Wyznaczymy po lożenie maksimum g ↪estości widmowej. Warunek na ekstremum ma postać

0 =
(
V h̄

π2c3
ω3

exp(βh̄ω)− 1

)′
=

V h̄

π2c3
3ω2(exp(βh̄ω)− 1)− βh̄ω3 exp(βh̄ω)

(exp(βh̄ω)− 1)2
.

(12.53)

Dwa rozwi ↪azania ω = 0 i ω = ∞ odpowiadaj ↪a po lożeniom minimów. Pierwsza pochodna zmienia
znak w punkcie ωmax spe lniaj ↪acym warunek

3(exp(βh̄ωmax)− 1)− βh̄ωmax exp(βh̄ωmax) = 0 (12.54)
3− βh̄ωmax = 3 exp(−βh̄ω) .

Rozwi ↪azaniem powyższego równania jest

ωmax = 2, 821 · kBT

h̄
, (12.55)

co oznacza że cz ↪estość promieniowania odpowiadaj ↪acego maksimum g ↪estości widmowej energii rośnie
liniowo z temperatur ↪a. Prawid lowość ta nosi nazw ↪e prawa przesuni ↪eć Wiena.

Wzór (12.52) opisuje mi ↪edzy innymi widmo promieniowania reliktowego, które dociera do Ziemi ze
wszystkich kierunków i zosta lo po raz pierwszy zaobserwowane przez Penziasa i Wilsona w roku
1965. Jest ono interpretowane jako pozosta lość po Wielkim Wybuchu. Temperatura odpowiadaj ↪aca
maksimum tego rozk ladu wynosi 2.7 K, a d lugość fali wynosi 1.9 mm.

Rozpatrzymy dwa ważne przypadki graniczne rozk ladu Plancka

– βh̄ω � 1 - jest to tzw. przypadek ma lych cz ↪estości. W tym przypadku wyst ↪epuj ↪ac ↪a w liczniku
funkcj ↪e eksponencjaln ↪a możemy rozwin ↪ać w szereg Maclaurina z dok ladności ↪a do wyrazów
liniowych. Uzyskany wzór

dEω

dω
=
V ω2

π2c3
kBT , (12.56)

który nosi nazw ↪e wzoru Rayleigha-Jeansa. Odpowiada on statystyce klasycznej tj. sytuacji
gdy na każdy oscylacyjny stopień swobody przypada energia kBT . Widzimy, że w granicy
ω → ∞ (tzn. tam gdzie wzór powyższy si ↪e nie stosuje) widmowa g ↪estość energii opisywana
wzorem Rayleigha-Jeansa staje si ↪e rozbieżna. Efekt ten nosi nazw ↪e katastrofy w nadfiolecie.

– βh̄ω � 1 - jest to tzw. przypadek dużych cz ↪estości. W tym przypadku możemy zaniedbać
jedynk ↪e wyst ↪epuj ↪ac ↪a w mianowniku uzyskuj ↪ac tzw. wzór Wiena

dEω

dω
=

V h̄

π2c3
ω3 exp

(
− h̄ω

kBT

)
. (12.57)
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Wyznaczymy obecnie różne wielkości termodynamiczne dla gazu fotonów. W tym celu musimy
znależć postać wielkiego potencja lu kanonicznego.

Ω =
1
β

∑
i

ln(1− exp(−βh̄ωi)) . (12.58)

Zamieniamy sum ↪e po i na ca lk ↪e analogicznie jak przy wyprowadzaniu wzoru na widmow ↪a g ↪estość
energii, po czym zamieniamy zmienn ↪a ca lkowania x = h̄ω i ca lkujemy przez cz ↪eści

Ω =
1
β

V

(2π)3
2

4π
c3

∫ ∞

0

ω2 ln(1− exp(−βh̄ω))dω =

V

βπ2c3

∫ ∞

0

ω2 ln(1− exp(−βh̄ω))dω =

V

π2c3h̄3β4

∫ ∞

0

x2 ln(1− exp(−x))dx =
V

3π2c3h̄3β4

∫ ∞

0

x3

exp(x)− 1
dx =

− V

3π2c3h̄3β4
ζ(4)Γ(4) = − V

2π2c3h̄3β4

6π4

90
= −4

3
σ

c
V T 4 ,

(12.59)

gdzie zosta la wprowadzona sta la σ

σ =
π2k4

B

60h̄3c2
= 5, 67 · 10−8 W

m2K4
(12.60)

zwana sta l ↪a Stefana-Boltzmanna. Ze wzgl ↪edu na znikanie potencja lu chemicznego potencja l wielki
kanoniczny Ω jest tożsamy z energi ↪a swobodn ↪a Helmholtza F

F = −4
3
σ

c
V T 4 . (12.61)

W ten sposób uzyskalísmy zwi ↪azek podstawowy dla gazu fotonów pozwalaj ↪acy nam wyznaczyć
ż ↪adane wielkości termodynamiczne. W szczególności

– S = −(∂F
∂T )V = 16

3
σ
c V T

3;

– U = F + T · S = 4σ
c V T

4. Zależność energii wewn ↪etrznej gazu fotonów od czwartej pot ↪egi
temperatury nosi nazw ↪e prawa Boltzmanna;

– CV = (∂U
∂T )V = 16σ

c V T
3;

– p = −( ∂F
∂V )T = 4

3
σ
c T

4 = 1
3

U
V . Widzimy, że w przypadku gazu (bezmasowych) fotonów zwi ↪azek

iloczynu pV z energi ↪a wewn ↪etrzn ↪a jest podobny jak dla cz ↪asteczek masowych; różnica we
wspó lczynnikach wyst ↪epuj ↪acych w tych wzorach (odpowiednio 1

3 i 2
3 ) odzwierciedla różne

zależności energii cz ↪asteczek od jej p ↪edu (odpowiednio ε ∼ p i ε ∼ p2).

12.3 Ciep lo w laściwe cia l sta lych

Rozważmy uk lad N atomów (jonów) tworz ↪ac ↪a pewn ↪a trójwymiarow ↪a struktur ↪e przestrzenn ↪a. W
praktyce pod tym poj ↪eciem b ↪edziemy rozumieli sieć krystaliczn ↪a, choć przedstawiony formalizm
może być również użyty np. do szkliw.

Uk lad taki ma 3N stopni swobody, w tym trzy stopnie swobody ruchu translacyjnego struktury jako
ca lości oraz trzy stopnie swobody ruchu obrotowego sturktury jako ca lości. Pozosta le 3N−6 stopni
swobody jest zwi ↪azanych z drganiami atomów tworz ↪acych struktur ↪e przestrzenn ↪a. Zauważmy, że
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pierwsze sześć stopni swobody możemy traktować jako odpowiadaj ↪ace pewnym specyficznym rodza-
jom drgań o cz ↪estości równej zeru. Niezależnie od tego zauważmy, że jeśli N jest dostatecznie duże
to 3N − 6 ≈ 3N .

Za lóżmy teraz, że warunki termodynamiczne s ↪a tak dobrane by ruch atomów można by lo modelować
jako ma le drgania wokó l ustalonego po lożenia równowagi. Wówczas hamiltonian maj ↪acy ogóln ↪a
postać

H =
∑

i

p2
i

2M
+

1
2

∑
i

∑
j

Φ(~ri, ~rj) (12.62)

może być zapisany w postaci

H =
∑

~R

p2(~R)
2M

+
1
2

∑
~R′

∑
~R

~uT (~R)D̂(~R− ~R′)~u(~R′) , (12.63)

gdzie sumowanie po ~R i ~R′ jest przeprowadzane po po lożeniach równowagi poszczególnych atomów,
zaś u(~R) oznacza wychylenie z po lożenia równowagi zlokalizowanego w ~R. Struktura hamiltoni-
anu pozwala twierdzić, że równoważnie można rozważać uk lad 3N jednowymiarowych kwantowych
oscylatorów harmonicznych o cz ↪estościach w lasnych odpowiednio {ωi}3N

i=1 - odpowiadaj ↪acych dr-
ganiom w lasnym uk ladu. W sytuacji, gdy rozważamy sieć krystaliczn ↪a, cz ↪estości w lasne możemy
numerować w alternatywny sposób. Niech baza (komórka elementarna) sieci Bravaisa tworz ↪acej
kryszta l zawiera r atomów, a N ′ oznacza liczb ↪e komórek elementarnych tworz ↪acych rozpatrywany
kryszta l. Oczywíscie zachodzi zwi ↪azek rN ′ = N . Wówczas możemy stosować notacj ↪e ωj(~k), gdzie
~k oznacza wektor falowy danego drgania w lasnego, zaś j ∈ 1; 3r określa ga l ↪aź drgań. Z kursu fizyki
cia la sta lego wiemy, że spośród 3r ga l ↪ezi

– trzy ga l ↪ezie odpowiadaj ↪a drganiom akustycznym - charakteryzuj ↪acym si ↪e cz ↪estościami d ↪aż ↪acymi
liniowo do zera w granicy d lugofalowej,

– 3(r−1) ga l ↪ezi odpowiada drganiom optycznym - charakteryzuj ↪acym si ↪e cz ↪astościami d ↪aż ↪acymi
do pewenej niezerowej sta lej w granicy d lugofalowej.

Dzi ↪eki przekszta lceniu sieci krystalicznej w uk lad niezależnych oscylatorów harmonicznych energi ↪e
rozważanego uk ladu możemy zapisać jako

E({ni}) =
3N∑
i=1

~ωi

(
ni +

1
2

)
, (12.64)

gdzie ni oznacza stopnień wzbudzenia oscylatora (drgania w lasnego) o cz ↪estości w lasnej ωi. Kwant
energii fali spr ↪eżystej nosi nazw ↪e fononu. T ↪a sam ↪a nazw ↪a określamy kwazicz ↪astk ↪e, któr ↪a dzi ↪eki
dualizmowi korpuskularno-falowemu możemy zast ↪apić drgania sieci krystalicznej. Fal ↪e spr ↪eżyst ↪a o
energii ~ωi

(
ni + 1

2

)
możemy traktować jak uk lad ni fononów o energii ~ωi. Zauważmy, że nawet

pod nieobecność fononów mamy pewn ↪a energi ↪e (”energi ↪e próżni”). Zagadnienie wyznaczenia ciep la
w laściwego cia la sta lego w przybliżeniu harmonicznym jest wi ↪ec równoważne z wyznaczaniem ciep la
w laściwego gazu doskona lego fononów.

Wyznaczmy energi ↪e wewn ↪etrzn ↪a gazu fononów

U = 〈E〉 =

〈
3N∑
i=1

(
ni +

1
2

)
~ωi

〉
=

3N∑
i=1

(
〈ni〉+

1
2

)
~ωi . (12.65)

Jak przed chwil ↪a zauważylísmy w uk ladzie może wyst ↪epować wiele fononów o tej samej cz ↪estości,
wi ↪ec fonony s ↪a przyk ladem bozonów i w powyższym wzorze musimy podstawić 〈ni〉 odpowiadaj ↪ace
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statystyce Bosego-Einsteina. Przeprowadzaj ↪ac analiz ↪e podobn ↪a do poprzedzaj ↪acej wzór (12.44)
stwierdzamy, że potencja l chemiczny gazu fononów jest równy zeru i w konsekwencji

U =
1
2

~
3N∑
i=1

ωi +
3N∑
i=1

~ωi

exp(β~ωi)− 1
. (12.66)

Intersuje nas wyznaczenie ciep la w laściwego przy sta lej obj ↪etości

cV =
NA

N

(
∂U

∂T

)
V,N

=
R

N

3N∑
i=1

(β~ωi)2 exp(β~ωi)
(exp(β~ωi)− 1)2

. (12.67)

Dalsze rachunki wymagaj ↪a znajomości ωi, czyli tzw. widma fononowego. W zależności od przyj ↪etej
jego postaci uzyskujemy różne modele cia la sta lego. Przytoczmy tu dwa najpowszechniejsze:

– model Einsteina. W modelu tym zak ladamy, że wszystkie cz ↪estości fononowe s ↪a sobie równe,
tzn.

∀iωi = ωE , (12.68)

gdzie ωE nosi nazw ↪e cz ↪estości Einsteina. Za lożenie to dobrze odpowiada fononom z ga l ↪ezi
optycznej. Przy takim za lożeniu

cV = 3R
(β~ωE)2 exp(β~ωE)
(exp(β~ωE)− 1)2

. (12.69)

Definiuj ↪ac funkcj ↪e

fE(x) =
x2ex

(ex − 1)2
(12.70)

ciep lo w laściwe możemy zapisać jako

cV = 3RfE(β~ωE) = 3RfE

(
ΘE

T

)
, (12.71)

gdzie ΘE zdefiniowane wzorem

ΘE =
~ωE

kB
(12.72)

nosi nazw ↪e temperatury Einsteina. W wysokich temperaturach argument funkcji fE jest ma ly,
zaś

fE(x)
x�1
≈ 1 , (12.73)

czyli
cV ≈ 3R . (12.74)

W granicy wysokotemperaturowej model Einsteina przewiduje zachowanie zgodne z prawem
Dulonga-Petita. W niskich temperaturach argument funkcji fE jest duży

cV ≈ x2e−x , (12.75)

czyli w tym modelu ciep lo w laściwe w zerze bezwzgl ↪ednym zanika eksponencjalnie.

– model Debye’a. W modelu tym zak ladamy, że widmo fononowe jest ci ↪ag le w zakresie cz ↪estości
od 0 do ωD, przy czym zachodzi liniowy zwi ↪azek dyspersyjny

ω = usk , (12.76)
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gdzie us oznacza średni ↪a pr ↪edkość dźwi ↪eku w badanym uk ladzie. Wyznaczenie tej pr ↪edkości
jest zagadnieniem z zakresu teorii spr ↪eżystości. Przyk ladowo w ośrodku jednorodnym i izotropowym

3
u3

s

=
1
c3L

+
2
c3T

, (12.77)

gdzie cL oznacza pr ↪edkość pod lużnych fal dźwi ↪ekowych (deformacje równoleg le do kierunku
rozchodzenia si ↪e fali), zaś cT - poprzecznych (deformacje prostopadle do kierunku rozchodzenia
si ↪e fali). Poczynione za lożenia sprawiaj ↪a, że model Debye’a dobrze opisuje fonony z ga l ↪ezi
akustycznych.
Za lóżmy teraz, że N ′ jest na tyle duże by sumowanie po ~k można by lo zast ↪apić ca lkowaniem.
Wówczas do wyznaczenia ciep la w laściwego potrzebna b ↪edzie g ↪estość stanów o energii ε. Mamy∑

i

→
∑

s

∑
~k

→ g
∑
~k

→ g
V

(2π)3

∫
d~k → g

V

(2π)3
4π
∫
dkk2 → 3V

2π2

∫
dkk2 , (12.78)

czyli

g(ω) =
3V
2π2

1
us
ω2 . (12.79)

Cz ↪estość Debye’a wyznaczamy z warunku na ca lkowit ↪a liczb ↪e modów:∫ ωD

0

g(ω)dω = 3N (12.80)

co prowadzi do wyniku

ωD =
(

6π2usN

V

)1/3

(12.81)

i

g(ω) =

{
9N

(ωD)2ω
2 dla ω ≤ ωD

0 dla ω > ωD

. (12.82)

Pozwala to wyrazić energi ↪e wewn ↪etrzn ↪a za pomoc ↪a wzoru

U =
1
2

~
9N

(ωD)3

∫ ωD

0

ω3dω +
9N

(ωD)3

∫ ωD

0

~ω3

exp(β~ω)− 1
dω (12.83)

Wprowadzaj ↪ac funkcj ↪e Debye’a

D(x) =
3
x3

∫ x

0

y3dy

ey − 1
. (12.84)

uzyskujemy

U = Nε0 + 3NkBD

(
ΘD

T

)
, (12.85)

gdzie ΘD oznacza temperatur ↪e Debye’a definiowan ↪a poprzez wzór

ΘD =
~ωD

kB
. (12.86)

W konsekwencji ciep lo w laściwe

cV = 3R
(
D

(
ΘD

T

)
− ΘD

T
D′
(

ΘD

T

))
(12.87)
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Zgodnie ze wzorem Debye’a ciep lo w laściwe jest pewn ↪a uniwersaln ↪a funkcj ↪a stosunku Θ0
T .

Rozważmy granice niskotemperaturow ↪a i wysokotemperaturow ↪a. W wysokich temperaturach
argument funkcji Debye’a jest ma ly, wi ↪ec rozwini ↪ecie funkcji podca lkowej i jej odca lkowanie
daje

D(x) = 1− 3
8
x+

1
20
x2 − . . . (12.88)

W najniższym rz ↪edzie

cV ≈ 3R , (12.89)

wi ↪ec po raz kolejny otrzymujemy potwierdzenie prawa Dulonga - Petita.
W granicy niskotemperaturowej

D(x) =
π4

5x3
− 3 exp(−x)

(
1 +O

(
1
x

))
, (12.90)

wi ↪ec ciep lo w laściwe przy zbliżaniu si ↪e do temperatury zera bezwzgl ↪ednego b ↪edzie zanika lo jak
trzecia pot ↪ega temperatury. Wynik ten jest zgodny z wynikami doświadczalnymi.

12.4 Kondensacja Bosego-Einsteina

Omówimy teraz w laściwości doskona lego gazu bozonów w niskich temperaturach. Ponieważ bo-
zonów nie obowi ↪azuje zakaz Pauliego to można si ↪e spodziewać, że w niskich temperaturach b ↪ed ↪a
one obsadza ly stan o najniższej energii.

Aby przeanalizować ten problem przypomnijmy sobie wielokrotnie już stosowany wzór (12.31)
określaj ↪acy średni ↪a liczb ↪e bozonów w uk ladzie o obj ↪etości V , potencjale chemicznym µ i tem-
peraturze T

N =
∫

Υ(ε)n(ε)dε) =
25/2πgV m3/2

β3/2h3

∫ ∞

0

x
1
2

exp(x− βµ)− 1
dx . (12.91)

W przypadku T 6= 0 prawa strona powyższego wzoru jest rosn ↪ac ↪a funkcj ↪a potencja lu chemicznego
(µ ≤ 0), przy czym

– dla µ→ −∞, N → 0

– dla µ = 0

N(T, µ = 0, V ) =
25/2πgV m3/2

β3/2h3

√
π

2
ζ

(
3
2

)
. (12.92)

Oznacza to, że najwi ↪eksza liczba bozonów, jaka może si ↪e pomieścić w naczyniu o obj ↪etości
V jest skończona i proporcjonalna do T

3
2 . W szczególności dla T d ↪aż ↪acego do zera liczba

bozonów wynosi zero, co jest sprzeczne z faktem, że każdy stan może być obsadzony przez ich
dowoln ↪a liczb ↪e. Gdzie zatem pope lniony zosta l b l ↪ad ?

Wzór określaj ↪acy średni ↪a liczb ↪e cz ↪asteczek uzyskany zosta l w wyniku przej́scia od sumowania do
ca lkowania. Ponieważ g ↪estość stanów Υ(ε) proporcjonalna jest do ε1/2 to pierwszy wyraz sumy
(odpowiadaj ↪acy εk = 0) mnożony jest w granicy ci ↪ag lej przez zero co prowadzi do usuni ↪ecia go
z sumy, podczas gdy w odróżnieniu od wszystkich pozosta lych wyrazów ma on w granicy µ →
0 wartość nieskończon ↪a. Z fizycznego punktu widzenia jest to zwi ↪azane z faktem, że w miar ↪e
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obniżania temperatury bozony b ↪ed ↪a d ↪ażyć do obsadzenia stanu o najniższej energii. Prowadzi to
do konieczności wydzielenia pierwszego wyrazu z sumy

N =
∑

k

1
exp(β(ε− µ))− 1

=
g

exp(−βµ)− 1
+
∑

k
εk 6=0

1
exp(β(ε− µ))− 1

=

g

exp(−βµ)− 1
+

2
5
2πgm

3
2

h3

∫ ∞

0

ε
1
2

exp(β(ε− µ))− 1
dε .

(12.93)

Wyznaczymy teraz wartość ca lki wyst ↪epuj ↪acej w powyższym wzorze. W tym celu dokonujemy
zamiany zmiennej x = βε a nast ↪epnie rozwijamy funkcj ↪e podca lkow ↪a w szereg

I =
∫ ∞

0

ε
1
2

exp(β(ε− µ))− 1
dε =

1
β

3
2

∫ ∞

0

x
1
2 z

exp(x)(1− exp(−x)z)
dx =

1
β

3
2

∫ ∞

0

∞∑
n=0

x
1
2 exp(−x)zn+1 exp(−nx)dx =

1
β

3
2

∫ ∞

0

∞∑
n=0

x
1
2 zn+1 exp(−(n+ 1)x)dx =

1
β

3
2

∫ ∞

0

∞∑
n=1

x
1
2 zn exp(−nx)dx .

. (12.94)

Dokonujemy zamiany zmiennych y = nx, po czym zmieniamy kolejność sumowania i ca lkowania

I =
1
β

3
2

∞∑
n=1

∫ ∞

0

y
1
2 zn exp(−y)n−

3
2 dy =

1
β

3
2

Γ
(

3
2

) ∞∑
n=1

zn

n
3
2

. (12.95)

Wprowadzamy oznaczenie

gt(z) =
∞∑

n=1

zn

nt
, (12.96)

co pozwala nam zapisać

I =
1
β

3
2

Γ
(

3
2

)
g 3

2
(z) . (12.97)

Ostatecznie średnia g ↪estość cz ↪asteczek wyraża si ↪e wzorem

λ3

g
n =

λ3

V

z

1− z
+ g 3

2
(z) . (12.98)

Wzór powyższy pozwala wyznaczyć aktywność z jako funkcj ↪e temperatury, obj ↪etości i średniej liczby
cz ↪astek. Ponieważ równanie jest przest ↪epne musimy zastosować przybliżone metody obliczeń. Z
w lasności funkcji gt wynika

g 3
2
(1) = ζ

(
3
2

)
≈ 2.612 (12.99)

oraz

lim
z→1−

dg 3
2
(z)

dz
= ∞ . (12.100)

W zależności od wartości nλ3

g uzyskujemy zatem

– dla nλ3

g < 2.612 z dok ladności ↪a do wyrazów rz ↪edu λ3

V

nλ3

g
= g 3

2
(z) , (12.101)
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czyli

z = g−1
3
2

(
nλ3

g

)
; (12.102)

– dla nλ3

g > 2.612, przyjmuj ↪ac

z = 1− aλ3

V
+ . . . , (12.103)

uzyskujemy
nλ3

g
=
λ3

V

1− aλ3

V
aλ3

V

+ g 3
2

(
1− aλ3

V

)
. (12.104)

Wyznaczamy st ↪ad parametr a :

a =
1

nλ3

g − g 3
2
(1)

. (12.105)

Aktywność wyraża si ↪e wi ↪ec wzorem

z =

g
−1
3
2

(nλ3

g ) dla T > T0

1− 1
nλ3

g −g 3
2
(1)

λ3

V dla T < T0
, (12.106)

gdzie graniczn ↪a temperatur ↪e wyznaczamy z warunku

nλ3
0

g
= g 3

2
(1) . (12.107)

Zwróćmy uwag ↪e, że w granicy termodynamicznej z = 1 dla T < T0, co jest równoważne µ = 0.
W laściwość t ↪e można zrozumieć na podstawie termodynamicznej definicji potencja lu chemicznego
(3.20). Gdy T = 0 to wszystkie bozony obsadzaj ↪a stan o najniższej energii ε = 0. Entropia uk ladu
wynosi zero, gdyż tylko jeden miokrostan jest zgodny z danym makrostanem. Gdy do uk ladu
zostanie dodany jeden bozon i to tak by entropia uk ladu nie uleg la zmianie to musi on posiadać
zerow ↪a energi ↪e. A zatem ∆U = 0, co oznacza µ = 0.
Uzyskane wyniki użyjemy do wyznaczenia średniej liczby cz ↪astek obsadzaj ↪acych podstawowy poziom
energetyczny. Dla T < T0

〈n0〉 = g
1− aλ3

V
aλ3

V

= g

[
V

aλ3
− 1
]
≈ g

V

a
. (12.108)

Podstawiamy zwi ↪azek (12.105)

〈n0〉 =
V g

λ3
(
nλ3

g
− g 3

2
(1)) = N

[
1−

(
T

T0

) 3
2
]

. (12.109)

Zarazem liczba cz ↪asteczek Nwzb(T ) obsadzaj ↪acych stany wzbudzone wynosi

Nwzb(T ) = N − 〈n0〉 = N

(
T

T0

) 3
2

. (12.110)

W temperaturze T0 średnio wszystkie cz ↪asteczki obsadzaj ↪a stany wzbudzone. Zjawisko obsadzania
stanu podstawowego przez makroskopow ↪a liczb ↪e cz ↪asteczek w T < T0 nosi nazw ↪e kondensacji
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Bosego-Einsteina. Należy pami ↪etać, iż zwrot kondensacja odnosi si ↪e do zjawiska zachodz ↪acego
w przestrzeni p ↪edów, a nie po lożeń.

Analogiczne rozumowanie jak przy obliczaniu średniej liczby cz ↪asteczek należy przeprowadzić w
trakcie wyznaczania potencja lu wielkiego kanonicznego. Otrzymujemy w ten sposób

pV

kBT
= −

∑
k

ln(1− z exp(−βε)) = −g ln(1− z)−
∫

Υ(ε) ln(1− z exp(−βε))dε (12.111)

sk ↪ad po przekszta lceniu dostajemy

βλ3

g
p = −λ

3

V
ln(1− z) + g 5

2
(z) (12.112)

i podstawiaj ↪ac wyznaczon ↪a postać aktywności uzyskujemy zależność

p = p(n, T ) . (12.113)

Poprzednio pokazalísmy, że dla doskona lych gazów kwantowych zachodzi zwi ↪azek pV = 2/3U . W
zwi’azku z tym energia wewn ↪etrzna na jedn ↪a cz ↪asteczk ↪e w granicy termodynamicznej dana jest
wzorem

U

N
=

{
3
2kBT

g
nλ3 g 5

2
(1) dla T < T0

3
2kBT

g
nλ3 g 5

2
(z) dla T > T0

, (12.114)

zaś ciep lo w laściwe

cV =


15
4 kB

g
nλ3 g 5

2
(1) dla T < T0

15
4 kB

g
nλ3 g 5

2
(z)− 9

4kB

g 3
2
(z)

g 1
2
(z) dla T > T0

. (12.115)

Zauważmy, że w T = T0 ciep lo w laściwe cV jest ci ↪ag le, oraz że jego pochodna po temperaturze
w tym punkcie doznaje skoku. Oznacza to, że mamy do czynienia z przemian ↪a fazow ↪a trzeciego
rodzaju wg klasyfikacji Ehrenfesta.

12.5 Doskona ly gaz fermionów w niskich temperaturach

Obecnie rozważymy w lasności doskona lego gazu fermionów w niskich temperaturach. Ważnym
przyk ladem takiego uk ladu jest gaz elektronów w metalu. W tym przypadku zaniedbujemy wza-
jemne oddzia lywanie elektronów a także ich oddzia lywanie z jonami znajduj ↪acymi si ↪e w w ↪ez lach
sieci.

Na pocz ↪atek rozważmy temperatur ↪e zera bezwzgl ↪ednego. Wówczas elektrony b ↪ed ↪a roz lożone w
różnych stanach kwantowych w taki sposób, by ca lkowita energia gazu mia la wartość minimaln ↪a. W
każdym stanie kwantowym może znajdować si ↪e nie wi ↪ecej niż jeden elektron - elektrony wype lniaj ↪a
wi ↪ec wszystkie poziomy energii liczone od najniższej energii do pewnej najwi ↪ekszej.

Ruch post ↪epowy elektronu traktujemy kwaziklasycznie. Ilość stanów kwantowych ruchu post ↪epowego
elektronu o module p ↪edu zawartym mi ↪edzy p i dp wynosi

dNp =
4πV p2dp

h3
. (12.116)

Ca lkowit ↪a liczb ↪e elektronów znajdziemy ca lkuj ↪ac po p ↪edach od 0 do wartości p0 odpowiadaj ↪acej
energii najwyższego obsadzonego stanu

N =
4πgV
h3

∫ p0

0

p2dp =
4πV g
3h3

p3
0 . (12.117)
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Możemy st ↪ad wyznaczyć p ↪ed graniczny

p0 =
(

3
4πg

N

V

)1/3

h (12.118)

i graniczn ↪a energi ↪e

ε0 =
p2
0

2m
=
(

3
4πg

N

V

)2/3
h2

2m
. (12.119)

Zauważmy że jeśli µ0 oznacza graniczn ↪a wartość potencja lu chemicznego w T = 0, to

lim
T→0

〈nk〉 = lim
T→0

1
exp(β(εk − µ)) + 1

=

{
1 dla εk < µ0

0 dla εk > µ0

. (12.120)

Oznacza to, że potencja l chemiczny gazu fermionów w temperaturze zera bezwzgl ↪ednego jest równy
granicznej wartości energii elektronu ε0. Wartość t ↪e nazywa si ↪e umownie energi ↪a Fermiego lub
poziomem Fermiego .

Fakt, iż w granicy T → 0 potencja l chemiczny µ daży do ε0 można zrozumieć pos luguj ↪ac si ↪e termo-
dynamiczn ↪a definicj ↪a potencja lu chemicznego. Rzeczywíscie, w T = 0 - zgodnie z zakazem Pauliego
- fermiony obsadzaj ↪a wszystkie stany aż do stanu o energii ε0. Stany o energiach powyżej poziomu
Fermiego s ↪a nieobsadzone. Tylko jeden mikrostan pozostaje dost ↪epny dla uk ladu i entropia uk ladu
wynosi zero. Jeżeli teraz chcemy dodać do uk ladu jeden fermion nie zmieniaj ↪ac entropii uk ladu
to fermion ten musi obsadzić stan o energii tuż nad poziomem Fermiego. Wtedy energia uk ladu
wzrośnie o ∆U = ε0 i wobec tego µ = ε0.

Po pomnożeniu (12.116) przez energi ↪e elektronu i wyca lkowaniu po wszystkich dopuszczalnych
wartościach modu lu p ↪edu otrzymujemy energi ↪e wewn ↪etrzn ↪a w T = 0.

U =
2πgV
h3m

∫ p0

0

p4dp =
2
5
πgV

mh3
p5
0 =

3
5
Nε0 . (12.121)

Císnienia gazu fermionów znajdziemy korzystaj ↪ac w T = 0 ze wzoru (12.34). Wtedy

p =
2
5
N

V
ε0 =

1
5

(
3

4πg

)2/3(
N

V

)5/3
h2

m
(12.122)

Oznacza to że císnienie gazu Fermiego-Diraca w temperaturze zera bezwzgl ↪ednego jest różne od
zera (w zwi ↪azku z zakazem Pauliego) i proporcjonalne do g ↪estości gazu w pot ↪edze 5

3 .

Obecnie przeanalizujemy energi ↪e wewn ↪etrzn ↪a uk ladu fermionów w temperaturach wi ↪ekszych od zera
bezwzgl ↪ednego, jednak na tyle ma lych by

kBT � ε0 . (12.123)

Po podstawieniu wyrażenia na energi ↪e Fermiego uzyskujemy

N

V

(
h2

kBTm

) 3
2

� 1 . (12.124)

Jest to warunek przeciwny do warunku stosowalności statystyki Maxwella- Boltzmanna. Przypadek
ten nazywamy przypadkiem silnej degeneracji. Temperatur ↪e T0 tak ↪a że

kBT0 = ε0 (12.125)
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nazywamy temperatur ↪a zwyrodnienia.

Chcemy wyznaczyć ca lkowit ↪a energi ↪e uk ladu

U =
25/2gV πm3/2

h3

∫ ∞

0

ε3/2

exp(β(ε− µ)) + 1
dε . (12.126)

W tym celu zajmiemy si ↪e analiz ↪a bardziej ogólnej ca lki

I =
∫ ∞

0

f(ε)
exp(β(ε− µ)) + 1

dε (12.127)

pami ↪etaj ↪ac, że w przypadku obliczania energii wewn ↪etrznej f(ε) = ε
3
2 , zaś w przypadku obliczania

średniej liczby cz ↪asteczek f(ε) = ε
1
2 . Dokonujemy podstawienia ε = kBTx+ µ uzyskuj ↪ac :

I =
∫ ∞

−βµ

f(µ+ kBTx)
exp(x) + 1

kBTdx =

kBT

(∫ 0

−βµ

f(µ+ kBTx)
exp(x) + 1

dx+
∫ ∞

0

f(µ+ kBTx)
exp(x) + 1

dx

)
=

kBT

(∫ βµ

0

f(µ− kBTx)
exp(−x) + 1

dx+
∫ ∞

0

f(µ+ kBTx)
exp(x) + 1

dx

)
.

(12.128)

Funkcj ↪e podca lkow ↪a w pierwszej ca lce przekszta lcamy wg wzoru

1
exp(−x) + 1

= 1− 1
exp(x) + 1

, (12.129)

uzyskuj ↪ac

I = kBT

(∫ βµ

0

f(µ− kBTx)dx−
∫ βµ

0

f(µ− kBTx)
exp(x) + 1

dx+
∫ ∞

0

f(µ+ kBTx)
exp(x) + 1

dx

)
. (12.130)

W pierwszej ca lce dokonujemy zamiany zmiennych y = µ − kBTx, natomiast sum ↪e dwóch po-
zosta lych ca lek rozwijamy w szereg Taylora w pot ↪egach kBT

µ . Wobec (12.123) możemy poprzestać
na kilku pierwszych wyrazach, np. dwóch :

I ≈
∫ µ

0

f(y)dy+2(kBT )2f ′(µ)
∫ ∞

0

x

exp(x) + 1
dx+

1
3

(kBT )4f ′′′(µ)
∫ ∞

0

x3

exp(x) + 1
dx . (12.131)

Widzimy, że aby obliczyć wspó lczynniki rozwini ↪ecia musimy znależć jawny wzor na ca lk ↪e

Ipom =
∫ ∞

0

xt−1

exp(x) + 1
dx =

∫ ∞

0

xt−1 exp(−x)
1 + exp(−x)

dx . (12.132)

Licznik funkcji podca lkowej rozpisujemy jako sum ↪e szeregu geometrycznego

Ipom =
∫ ∞

0

xt−1 exp(−x)
∞∑

k=0

(−1)n exp(−nx)dx =

∞∑
k=0

(−1)n

∫ ∞

0

xt−1 exp(−(n+ 1)x)dx =
∞∑

l=1

(−1)l−1

∫ ∞

0

xt−1 exp(−lx)dx .

(12.133)
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Dokonujemy zamiany zmiennych y = lx

Ipom =
∞∑

l=1

(−1)l−1 1
lt

∫ ∞

0

yt−1 exp(−y)dy . (12.134)

Wyst ↪epuj ↪aca we wzorze ca lka jest równa z definicji funkcji gamma Eulera. Przekszta lcamy szereg

Ipom = Γ(t)
∞∑

l=1

(−1)l−1

lt
=

Γ(t)
∞∑

l=1

(
1
lt
− 2

(2l)t

)
= Γ(t)

∞∑
l=1

(
1
lt
− 2

2t

1
lt

)
=

Γ(t)(1− 21−t)
∞∑

l=1

1
lt

.

(12.135)

Szereg jest rozwini ↪eciem funkcji dzeta Riemanna od argumentu t wi ↪ec ostatecznie

Ipom = (1− 21−t)Γ(t)ζ(t) (12.136)

Wyprowadzony wzór pozwala nam znależć jawn ↪a postać wzoru (12.131)

I = kBT

∫ µ

0

f(y)dy + (kBT )2f ′(µ)Γ(2)ζ(2) +
7
24

(kBT )4f ′′′(µ)Γ(4)ζ(4) . (12.137)

Dla energii wewn ↪etrznej uzyskujemy z dok ladności ↪a do drugiego wyrazu rozwini ↪ecia

U ≈25/2πgV m3/2

h3

2
5
µ5/2

(
1 +

15
4

(
kBT

µ

)2

ζ(2)

)
=

2
5
πgV

mh3
(2mµ)5/2

(
1 +

5π2

8

(
kBT

µ

)2
)

.

(12.138)

Wyznaczymy teraz rozwini ↪ecie wirialne dla U
N . W tym celu wykorzystamy wzór na N

N =
4πgV
3h3

(2mµ)3/2

(
1 +

π2

8

(
kBT

µ

)2

+ . . .

)
(12.139)

Dziel ↪ac obustronnie przez wzór (12.117) uzyskujemy

1 =
(
µ

ε0

)3/2
(

1 +
π2

8

(
kBT

µ

)2

+ . . .

)
, (12.140)

co możemy zapisać w postaci równoważnej(
kBT

µ

)3/2

=
(
kBT

ε0

)3/2
(

1 +
π2

8

(
kBT

µ

)2

+ . . .

)
. (12.141)

Poszukamy kBT
µ w postaci rozwini ↪ecia wzgl ↪edem kBT

ε0

kBT

µ
=
kBT

ε0

(
1 + a

(
kBT

ε0

)
+ b

(
kBT

ε0

)2

+ . . .

)
. (12.142)
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Wspó lczynniki a i b wyznaczymy podstawiaj ↪ac do wzoru (12.141)

(
kBT

ε0

)3/2
(

1 + a

(
kBT

ε0

)
+ b

(
kBT

ε0

)2

+ . . .

)3/2

=
(
kBT

ε0

)3/2
(

1 +
π2

8

(
kBT

ε0

)2

+ . . .

)
.

(12.143)
Widać zatem, że a = 0, b = π2

12 i st ↪ad wykorzystuj ↪ac otrzymane rozwini ↪ecie kbT
µ oraz wzory (12.138)

i (12.139) uzyskujemy z dok ladności ↪a do wyrazów kwadratowych w kBT
ε0

U

N
=

3
5
µ

1 + 5π2

8

(
kBT

µ

)2

1 + π2

8

(
kBT

µ

)2 ≈

3
5
ε0

(
1 +

π2

12

(
kBT

ε0

)2
)−1 1 + 5π2

8

(
kBT
ε0

)2

1 + π2

8

(
kBT
ε0

)2 ≈

3
5
ε0

(
1 +

5
12
π2

(
kBT

ε0

)2
)

(12.144)

A zatem w granicy niskich temperatur ciep lo w laściwe na jedn ↪a cz ↪asteczk ↪e jest liniow ↪a funkcj ↪a
temperatury. Warto w tym miejscu przypomnieć sobie, że model Debye’a ciep la w laściwego cia la
sta lego, pochodz ↪acego wy l ↪acznie od drgań sieci krystalicznej daje cv,kryst ∼ T 3. W odpowied-
nio niskich temperaturach wk lad do ciep la w laściwego pochodz ↪acy od elektronów dominuje nad
wk ladem do ciep la w laściwego pochodz ↪acym od drgań sieci.

Na zakończenie tego rozdzia lu zwróćmy uwag ↪e na nast ↪epujć ↪a w laściwość potencja lu chemicznego
doskona lego fazu fermionów. Wiemy, że µ(T = 0) = ε0 > 0. Z kolei w granicy niskich temper-
atur (nλ3 � 1) µ < 0. Istnieje zatem temperatura, w której potencja l chemiczny zmienia znak.
Rzeczywíscie, jeżeli wzór (12.141) (wyprowadzony przy za lożeniu kBT/ε0 � 1) zastoswać także w
obszarze temperatur rz ↪edu ε0/kB to otrzymamy

µ ≈ ε0

(
1− π2

12

(
kBT

µ

)2

+ . . .

)
. (12.145)

A zatem w temperaturze rz ↪edu ε0/kB potencja l chemiczny doskona lego gazu fermionów zmienia
znak.

12.6 W lasności magnetyczne atomów

Rozważmy magnetyzacj ↪e uk ladu N wzajemnie nieoddzia luj ↪acych kwantowych cz ↪asteczek obdar-
zonych momentem magnetycznym ~µ umieszczonych w zewn ↪etrznym polu magnetycznym o indukcji
~B.

Przypominamy, że operator momentu magnetycznego atomu jest zwi ↪azany z operatorami orbital-

nego momentu p ↪edu ~̂L i ca lkowitego spinu (elektronowego) ~̂Σ ( ~̂S = ~
2
~̂Σ) poprzez wzór

~̂µ = −µB(~̂L+ ~̂Σ) , (12.146)
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gdzie µB = e~
2mc - magneton Bohra. W konsekwencji operator rzutu momentu magnetycznego

atomu na kierunek pola magnetycznego (przyj ↪ety jako równoleg ly do osi z) wynosi

µ̂z = −µB(L̂z + Σ̂z) . (12.147)

Jeśli teraz interesuje nas wartość rzutu momentu magnetycznego na kierunek pola magnetycznego
to zgodnie ze wzorem (10.146) może być wyliczone ze wzoru

〈Mz〉 = N〈µ̂1,z〉 . (12.148)

Do określenia średniej wartości rzutu momentu magnetycznego określonej cz ↪asteczki musimy wyz-
naczyć zbiór stanów jednocz ↪astkowych. Z mechaniki kwantowej wiemy, że dla cz ↪astki o spinie
~
2σ = ~s mamy 2s+ 1 stanów różni ↪acych si ↪e wartości ↪a rzutu momentu magnetycznego na kierunek
pola magnetycznego. Wiemy przy tym, że stan o wartości rzutu momentu magnetycznego

µ1,z = rgµB , r = −s, . . . , s , (12.149)

ma energi ↪e
εr = −rgµBB , (12.150)

gdzie g jest wspó lczynnikiem Landego (wspó lczynnikiem giromagnetycznym). W rozważanym przez
nas przypadku g = 2. Mamy wi ↪ec

〈µ̂1,z〉 =
∑s

r=−s rgµB exp(βrgµBB)∑s
r=−s exp(βrgµBB)

=
1
β

∂

∂B
ln

(
s∑

r=−s

exp(βrgµBB)

)
. (12.151)

Po wykonaniu rachunków uzyskujemy

〈µ̂1,z〉 = gµB

(
2s+ 1

2
ctgh

(
2s+ 1

2
βgµBB

)
− 1

2
ctgh

(
1
2
βgµBB

))
. (12.152)

Wprowadzaj ↪ac funkcj ↪e

Bs(x) =
2s+ 1

2s
ctgh((2s+ 1)x)− 1

2s
ctghx (12.153)

zwan ↪a s-t ↪a funkcj ↪a Brillouina uzyskany wynik możemy zapisać w postaci

Mz =
N

V
gµBsBs

(
1
2
βgµBB

)
. (12.154)

Zbadajmy granic ↪e klasyczn ↪a powyższego wzoru. Przypominamy, że granica klasyczna odpowiada
przej́sciu granicznemu ~ → 0 (czyli µB → 0) i s→∞, w ten sposób by sgµB = µ = const. Mamy

Bs

(
1
2
βgµBB

)
= Bs

(
1
2s
βµB

)
=

2s+ 1
2s

ctgh
(

2s+ 1
2s

βµB

)
− 1

2s
ctgh

(
1
2s
βµB

)
−→

ctgh(βµB)− 1
βµB

= L(βµB) ,

(12.155)

czyli

Mz =
N

V
µL(βµB) . (12.156)

Porównanie ze wzorem (10.160) pokazuje, że opis paramagnetyka kwantowego w granicy klasycznej
przechodzi w opis paramagnetyka Langevina.
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12.7 W lasności magnetyczne doskona lego gazu Fermiego

W poprzednim podrozdziale rozważalísmy w punktu widzenia kwantowej mechaniki statystycznej
w lasności magnetyczne zwi ↪azane ze spinem atomów (cz ↪asteczek) tworz ↪acych uk lad. W niniejszym
podrozdziale rozważymy w lasności magnetyczne doskona lego gazu Fermiego. W praktyce oznacza
to badanie w lasności gazu elektronowego w metalach. Rozważymy tutaj paramagnetyzm Pauliego
i diamagnetyzm Landaua.

Uk lad N swobodnych fermionów o spinie ~
2 (mog ↪a to być np. elektrony) w zewn ↪etrznym polu

magnetycznym jest opisywany hamiltonianem postaci

H =
N∑

i=1

1
2m

(
~pi − q ~Ai

)2

− ~µi
~B , (12.157)

gdzie ~µi jest operatorem momentu magnetycznego

~µi = µσ̂i . (12.158)

Jak si ↪e okaże pierwszy sk ladnik odpowiada za w lasności diamagnetyczne, zaś drugi - paramag-
netyczne swobodnego gazu fermionów. Rozważmy osobno te dwa efekty. Zauważmy, że wobec
doskona lośi gazu możemy ograniczyć swoj ↪a anliz ↪e do hamiltonianów jednocz ↪asteczkowych.

W pierwszej kolejności zbadajmy hamiltonian jednocz ↪asteczkowy postaci

Hi =
1

2m

(
~pi − q ~Ai

)2

. (12.159)

Za lóżmy, że pole magnetyczne jest skierowane wzd luż osi z. W tym przypadku wygodnie jest
przyj ↪ać cechowanie, w którym potencja l wektorowy wyraża si ↪e wzorem

~A = −Hyêx . (12.160)

Wówczas
Hi =

1
2m

(
(p̂x + qHy)2 + p̂2

y + p̂2
z

)
. (12.161)

Rozwi ↪azuj ↪ac równanie Schrödingera z powyższym hamiltonianem uzyskujemy wzór na energie
stanów jednocz ↪asteczkowych

εpz,n =
p2

z

2m
+
(
n+

1
2

)
~ωc , (12.162)

gdzie ωc = qB
m nosi nazw ↪e cz ↪estości cyklotronowej. Degeneracja poziomu ε(pz, n) nie zależy od

rozpatrywanego poziomu i wynosi g = L2|q|B/h, gdzie L oznacza liniowy rozmiar uk ladu o obj ↪etości
V = L3.

Możemy obecnie obliczyć potencja l wielkiego zespo lu kanonicznego

Ω(T, V, µ) = −gLkBT

h

∫
dpz

∞∑
n=0

ln [1 + z exp (−ε(pz, n)/kBT )] , (12.163)

gdzie sumowanie po stanach p ↪edowych zosta lo zast ↪apione ca lkowaniem. Analiza powyższego wyrażenia
znacznie si ↪e upraszcza w granicy wysokich temperatur gdy z = nλ3 � 1. Wówczas

Ω ≈ −2gLzkBT

h

∫
dpz

∞∑
n=0

exp (−ε(pz, n)/kBT ) = (12.164)

πzV m(kBT )2

λh2

w

sinh(w/2)
. (12.165)
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Parametr w = h̄ωc/kBT określa stosunek energii charakterystycznej dla ruchu elektronu w polu
magnetycznym do energii termicznej. W granicy w � 1 wzory si ↪e ponownie upraszczaj ↪a i otrzy-
mujemy nast ↪epuj ↪ace wyrażenie na moment magnetyczny uk ladu M = − (∂Ω/∂B)T,z przypadaj ↪acy
na jednostk ↪e obj ↪etości

M/V = −nµ
2
0µ

2
B

3kBT
H , (12.166)

gdzie µB = h̄|q|/2m jest magnetonem Bohra. A zatem w granicy wysokich temperatur rzeczywíscie
obserwujemy ujemn ↪a podatność magnetyczn ↪a świadcz ↪ac ↪a o zjawisku diamagnetyzmu.

Przejdźmy teraz do analizy hamiltonianu jednocz ↪asteczkowego postaci

Ĥi =
p̂2

i

2m
− µ̂i

~B . (12.167)

Jak  latwo sprawdzić energie stanów jednocz ↪asteczkowych takiego hamiltonianu wyrażaj ↪a si ↪e wzorem

εk =
p2

2m
− sµB . (12.168)

Wyznaczymy magnetyzacj ↪e w temperaturze zera bezwzgl ↪ednego. W tym celu musimy wyznaczyć
średni rzut momentu magnetycznego na kierunek pola magnetycznego

〈Mz〉 =
∑

k

sµB

exp(β(εk − µ)) + 1
. (12.169)

Dokonuj ↪ac zgodnie z regu l ↪a (12.20) zamiany sumowania po wektorach falowych na ca lkowanie
po wartościach p ↪edu, a nast ↪epnie wykorzystuj ↪ac zależność wyrażenia sumowanego wy l ↪acznie od
d lugości p ↪edu uzyskujemy

〈Mz〉 =
1
N

V

2π2~3

∫ ∑
s∈{−1,1}

sµBf

(
p2

2m
− sµBB

)
p2dp , (12.170)

gdzie

f(x) =
1

exp(β(x− µ)) + 1
. (12.171)

Po przeprowadzeniu zamiany zmiennych ε = p2

2m uzyskujemy

〈Mz〉 =
V

N

1
4π2

(
2m
~2

)3/2

µB

∫ ∞

0

∑
s∈{−1,1}

sf(ε− sµBB)ε1/2dε =

V

N

1
4π2

(
2m
~2

)3/2

µB

∫ ∞

0

(f(ε− µBB)− f(ε+ µBB))ε1/2dε .

(12.172)

W temperaturze zera bezwzgl ↪ednego funkcja rozk ladu f(x) ma charakter funkcji schodkowej

f(ε) = Θ(εF − ε) , (12.173)

gdzie εF - energia Fermiego. W ten sposób uzyskujemy

〈Mz〉 =
V

N

1
4π2

(
2m
~2

)3/2

µB

∫ εF +µBB

εF−µBB

ε1/2dε

V

N

1
6π2

((εF + µBB)3/2 − (εF − µBB)3/2) .

(12.174)
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Do wyznaczenia pozostaje energia Fermiego. Wyznaczamy j ↪a z warunku

N =
∫ εF

0

g(ε)dε =
∫ εF

0

V

4π2

(
2m
~2

)3/2

ε1/2dε , (12.175)

czyli

εF =
~2

2m

(
6πN
V

)2/3

. (12.176)

St ↪ad ostatecznie

〈Mz〉 =
(

1 +
µBB

εF

)3/2

−
(

1− µBB

εF

)3/2

. (12.177)




