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Rozdzial 1

Przedmiot fizyki statystycznej

Fizyka statystyczna jest jednym z filaréw fizyki teoretycznej. Przedmiotem jej badan sa wlasciwosci
uktadéw makroskopowych oraz proceséw w nich przebiegajacych z uwzglednieniem efektéw cieplnych.
Ze wzgledu na sposéb opisu uktadéw wyrézniamy w ramach fizyki statystycznej dwa dzialy: termody-
namike fenomenologiczna oraz mechanike statystyczna.

Termodynamika fenomenologiczna nie wnika w atomistyczna strukture materii i traktuje badany uklad
jako continuum. Analiza termodynamiczna prowadzi do zwiazkéw pomiedzy wielkosciami makroskopowymi
charakteryzujacymi uklad zarazem nie precyzujac wartosci kazdej z tych wielkosci z osobna. Dlatego tez
zwiazki te maja bardzo ogélny charakter.

W ramach termodynamiki fenomenologicznej wyrézniamy termodynamike standéw réwnowagi, zwana
takze termostatyka i termodynamike proceséw nieodwracalnych.W pierwszej czesci niniejszego skryptu
przedstawimy podstawy termodynamiki stanéw réwnowagi.

Mechanika statystyczna analizuje wlasciwosci ukladéw makroskopowych w oparciu o ich strukture
mikroskopowa. Wyznaczenie wielkosci makroskopowych odbywa sie poprzez zastosowanie metod statysty-
cznych, w szczegdlnosci w wyniku uéredniania odpowiednich wielko$ci mikroskopowych.

Podobnie jak termodynamika fenomenologiczna takze mechanika statystyczna dzieli sie na mechanike
statystyczna standéw rownowagi zwana réwnowagowa mechanika statystyczna oraz na teorie kinetyczna
opisujaca zjawiska nieréwnowagowe, w tym dochodzenie ukltadéw do stanu rownowagi.

Termodynamika standéw réwnowagi jest zamknieta teoria uktadéw makroskopowych oparta na kilku
zalozeniach zwanych zasadami termodynamiki Podczas jej konstrukcji nie trzeba sie odwotywaé do in-
nych, bardziej mikroskopowych teorii. Swiadczy to o jej spdjnosci i elegancji'. Mimo tej kompletnoéci
termodynamiki réwnowagowa mechanika statystyczna pozwala nadaé niektérym pojeciom termodynam-
icznym dodatkowa interpretacje i dzieki temu przyczynia sie do ich glebszego zrozumienia. Stanowi ona
pomost pomiedzy mikro§wiatem i makro$wiatem.

Podstawy rownowagowej mechaniki statystycznej przedstawimy w drugiej czesci skryptu.

17 tej wtasnie przyczyny tak wielkie wrazenie zrobita na mnie termodynamika klasyczna. Jest to jedyna uniwersalna
teoria fizyczna, co do ktorej jestem przekonany, Ze w ramach stosowalnosci swoich podstawowych pojeé nie bedzie nigdy
odrzucona (to pod rozwage sceptykéw dla zasady)., Albert Einstein, Zapiski autobiograficzne, Wydawnictwo Znak, Krakéw
1996, str.24
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Rozdzial 2

Podstawy termodynamiki stanéw
rownowagi

2.1 Uklady termodynamiczne

Pod pojeciem uktadu termodynamicznego bedziemy rozumie¢ makroskopowa cze$é otaczajacego nas $wiata,
to znaczy zbiér makroskopowych cial fizycznych lub ich fragmentéw. Ciata makroskopowe nie wchodzace
w sklad ukladu termodynamicznego ale mogace z nim oddzialywaé nazywamy jego otoczeniem. Otoczenie
wyodrebnionego ukladu termodynamicznego bedziemy traktowaé takze jako uktad termodynamiczny.

W termodynamice rozwaza sie uklady, ktore sa skonczone i przestrzennie ograniczone. Fizyczne roz-
graniczenie ukladu i otoczenia zapewniaja Scianki zewnetrzne . Oprécz funkcji rozgraniczajacej scianki
umozliwiaja oddzialywanie ukladu z otoczeniem. Réwniez sam uklad termodynamiczny moze by¢ ztozony
z kilku podukiadéw. Rozdzielenie poszczegdlnych podukladéw a zarazem ich wzajemne oddzialywanie
realizuja sciank: wewnetrzne. Scianki bedziemy charakteryzowaé poprzez okreslenie dopuszczanych przez
nie oddzialywan. Klasyfikacja $cianek wedlug tego kryterium zajmiemy sie w rozdziale 2.2, natomiast
teraz przejdziemy do omdwienia pojecia stanu réwnowagi uktadu termodynamicznego .

Nawet pobiezne obserwacje ukladéw makroskopowych pokazuja, ze w ogélnym przypadku okreslenie
ich stanu przy pomocy niewielkiej liczby wielko$ci moze okazaé¢ sie niemozliwe. 7 sytuacja taka mamy
do czynienia podczas gwaltownego sprezania gazu zamknietego w naczyniu . Procesowi temu towarzyszy
powstawanie niejednorodnosci gestosci oraz ich rozchodzenie sie. W tej sytuacji do pelnego opisu aktu-
alnego stanu gazu nie wystarcza podanie kilku wielkosci odnoszacych sie do ukladu jako calodci, w tym
np. $redniej gestodci gazu. Potrzebna jest znacznie bardziej szczegdlowa informacja obejmujaca miedzy
innymi wartosci gestosci gazu w réznych punktach naczynia w réznych chwilach czasu.

Okreglenie stanu ukladu termodynamicznego ulega istotnemu uproszczeniu w przypadku szczegdlnie
prostej a zarazem niezwykle waznej klasy tych standéw, zwanych stanami réwnowagi. Stanem réwnowagi
nazywamy stan, ktéry nie ulega zmianom w czasie i nie wystepuja w nim makroskopowe przeptywy.
Uktad bedacy w stanie réwnowagi - o ile tylko warunki zewnetrzne nie ulegna zmianie - pozostanie w nim
nieskoniczenie dlugo. Definiujac stan réwnowagi dokonujemy - jak to zazwyczaj ma miejsce w fizyce teore-
tycznej - pewnej idealizacji. Po pierwsze zaktadamy, ze potrafimy dowolnie dtugo utrzymywac niezmienne
warunki zewnetrzne albo raczej, ze w interesujacej nas skali czasu warunki te nie ulegaja zmianie. Po
drugie, nie uwzgledniamy wszechobecnych fluktuacji bedacych nieodlaczna cecha kazdego ukladu termo-
dynamicznego. Przejawiaja sie¢ one w chwilowych zmianach wartodci réznych wielkosci fizycznych ale
efekt ten nie jest brany pod uwage na rozwazanym przez nas makroskopowym poziomie opisu. Do zagad-
nienia tego powrécimy w drugiej czesci skryptu dotyczacej mechaniki statystycznej; bedziemy wowczas
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dysponowaé narzedziami niezbednymi do opisu fluktuacji. Obecnie wskazujemy tylko na mozliwe Zrédia
ograniczen - zewnetrzne i wewnetrzne - przydatnosci przyjetej definicji stanu réwnowagowego.

W niektérych praktycznych zastosowaniach opis wlasciwy stanom réwnowagi mozemy stosowacé réwniez
w odniesieniu do stanéw de facto nieréwnowagowych, o ile tylko obserwowalne makroskopowo zmiany
zachodza w skalach czasu znacznie wiekszych od czasu obserwacji. Przykladowo, pewne wlasciwosci szkiet
amorficznych analizowane sa w ramach teorii stanéw réwnowagi, mimo ze w odpowiednio dtugich skalach
czasu uklady te podlega zmianom.

Pominiecie w definicji stanu réwnowagi warunku braku makroskopowych przeptywéw prowadzi do
okreglenia stanu stacjonarnego. Stanem stacjonarnym nazywamy stan, ktory nie ulega zmianom w czasie.
Przyktadowo stan drucika w zaréwce zasilanej pradem nie jest stanem réwnowagi, jest natomiast w
dobrym przyblizeniu stanem stacjonarnym. Warto dodaé, ze pojecie stanu stacjonarnego jest uzywane
w dwoéch nieco réznych znaczeniach. W szerszym znaczeniu pojecie to obejmuje wszystkie stany, ktére
nie ulegaja zmianie w czasie, w wezszym natomiast - szerzej zreszta rozpowszechnionym w literaturze -
tylko te, w ktérych wystepuja makroskopowe przeptywy. My bedziemy rozumieé¢ stany stacjonarne w tym
wezszym sensie. Sa one przykladem bardzo szerokiej klasy standéw nieréwnowagowych, ktérych badaniem
zajmuje sie termodynamika proceséw nieodwracalnych.

Szczegdlnie prosty opis mozna stosowaé do ukladéw termodynamicznych znajdujacych sie w stanie
réwnowagi, jesli dodatkowo zazadamy by byly one przestrzennie jednorodne. Definicja stanu réwnowagi
nie gwarantuje bowiem jednorodnosci ukladu. Przykladem jest uklad sktadajacy sie z dwéch wspdlistniejacych
ze soba faz, np. cieklej i krystalicznej. Niejednorodno$¢ moze zosta¢ wywolana dziataniem na uklad sit
zewnetrznych. Przykladowo, umieszczenie w polu grawitacyjnym naczynia wypelionego gazem powoduje
powstanie niejednorodnego rozktadu gestosci gazu. Zrédlem niejednorodnosci sa takze Scianki ograniczajace
uktad. Zazwyczaj wplywaja one na wladciwosci ukladu jedynie w niewielkich od nich odlegtosciach, w
tzw. warstwie przypowierzchniowej. Jesli jednak uklad jest dostatecznie duzy to zaniedbanie obecnosci
warstwy przypowierzchniowej i zalozenie jednorodnosci jest dobrym przyblizeniem w odniesieniu do
odpowiednio duzej cze$ci ukladu. Warto jednak zaznaczy¢, ze w pewnych szczegélnych warunkach
wladciwoséci wnetrza ukladu moga by¢ czule na zmiany wlasciwosci $cianek; jest to sytuacja typowa
dla przemian fazowych.

Obecnie skoncentrujemy sie na uktadach jednorodnych. Przyjmujemy, ze stan réwnowagi takiego
ukladu mozna okresli¢ przy pomocy kilku wielkosci fizycznych, ktére nazywamy parametrami stanu.
Parametry stanu dzielimy na ekstensywne i intensywne.

Parametry ekstensywne sa proporcjonalne do wielkosci uktadu scharakteryzowanej np. jego masa. Do

waznych parametréw ekstensywnych naleza objetoéé ukladu V, liczby moli! N;,i = 1,..., m poszczegdlnych
chemicznych sktadnikéw ukladu, energia wewnetrzna U i entropia S (te dwie ostatnie wielkosci zostang
zdefiniowane w rozdziale trzecim przy okazji omawiania zasad termodynamiki).  Ich pomiar odnosi

sie do calego ukladu. Parametry ekstensywne bedziemy oznaczali duzymi literami. Warto$¢ parametru
ekstensywnego uktadu ztozonego z podukladow jest suma wartosci tego parametru w poszczegélnych po-
dukiadach. Wlasciwosc¢ te okreslamy jako addytywnosé¢ ze wzgledu na podukiady.

Parametry intensywne nie zaleza od wielkosci ukladu i nie sa addytywne ze wzgledu na podukiady. Ich
przykladami sa temperatura i ciénienie, ktérych pomiar jest lokalny. Do grupy parametréw intensywnych
naleza réwniez parametry wtasciwe powstajace w wyniku odniesienia wielkosci ekstensywnych do wielkosci
uktadu. W zaleznosci od obranej charakterystyki wielkosci uktadu moga to by¢ wielkosci molowe, masowe,
itd. Oznaczamy je malymi literami. Przykladami wielkosci wiadciwych sa

Mol jest jednostka licznosci (iloéci) materii okreslona w ukladzie ST jako jednostka podstawowa réwna liczbie atoméw
w prébce wegla 12C o wadze 12 g. Liczba ta - nazywana liczba Avogadra - jest réwna N4 = 6,02-10%23. Przy postugiwaniu
sie ta wielkoscia nalezy podac jakiego rodzaju czasteczki skladaja sie na uklad.
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e objeto$¢ molowa

(2.1)
gdzie m oznacza liczbe skladnikéw

e ulamek molowy (stezenie molowe) k - tego skladnika chemicznego uktadu

Ny,

Tk = =m (22)
Zj:l N;
e gestoséé liczbowa k - tego skladnika
N,
nkzvk k=1,...,m . (2.3)

(w przypadku uktadu jednoskladnikowego gestosé liczbowa n jest odwrotnoscia objetosci molowej

v)

W celu opisu stanéw réwnowagi bedziemy postugiwaé sie funkcjami, ktorych argumentami sa wylacznie
parametry stanu. Sa to tzw. funkcje stanu . Wartosé funkcji stanu zalezy tylko od aktualnego stanu
uktadu i nie zalezy np. od sposobu w jaki stan ten zostal osiagniety, tzn. nie zalezy od historii uktadu.

Formalizm termodynamiczny mozna stosowaé do bardzo réznych ukiladéw. Naleza do nich ciecze,
gazy, metale krysztaliczne, magnetyki itd. Ta réznorodno$¢ zastosowan $wiadczy o ogdlnosci formal-
izmu termodynamicznego. Jednak w celu zrozumienia struktury termodynamiki dobrze jest zacza¢ od
nieskomplikowanego przypadku, gdyz wtedy konstrukcja teorii staje sie szczegdlnie przejrzysta. Z tej
przyczyny rozwazania rozpoczniemy od pewnego wyidealizowanego ukladu zwanego prostym ukladem
termodynamicznym . Pod tym pojeciem rozumiemy uklad termodynamiczny, ktéry jest elektrycznie i
magnetycznie obojetny, nieczynny chemicznie i ktéry w stanie réwnowagi jest makroskopowo jednorodny
i izotropowy. Warto zauwazy¢, ze jednorodnosé i izotropowos¢ implikuja brak zewnetrznych pdl sit i
mozliwo$¢ zaniedbania wplywu Scianek, czyli tzw. efektéw brzegowych.

Doswiadczenie uczy, ze do opisu stanu réwnowagi jednoskladnikowego prostego ukladu termodynam-
icznego wystarczy okreslenie trzech parametréw stanu. W szczegdlnosci moga to by¢ trzy parametry
ekstensywne: energia wewnetrzna U (zostanie ona wkrétce zdefiniowana przy okazji omawiania pier-
wszej zasady termodynamiki), objeto$é ukladu V oraz liczba moli N substancji tworzacej uktad. W
przypadku prostego uktadu m-sktadnikowego niezaleznymi parametrami moga by¢ U, V oraz liczby moli
N;,i = 1,...,m poszczegdlnych sktadnikéw. Aby wprowadzié pojecie energii wewnetrznej nalezy na-
jpierw zdefiniowaé rézne rodzaje $cianek a zatem rézne rodzaje oddzialywan termodynamicznych.

2.2 Oddzialywania termodynamiczne

Oddzialywania pomiedzy otoczeniem i ukladem, a takze oddzialywania pomiedzy poszczegdlnymi po-
duktadami nazywamy oddziatywaniami termodynamicznymi . Zmiana oddzialywania termodynamicznego
powoduje zazwyczaj zmiane stanu uktadu.

Oddzialywania termodynamiczne dzielimy na trzy grupy: oddzialywania materialne, mechaniczne i
termiczne.

Oddziatywanie materialne polega na wymianie materii pomiedzy uktadem i otoczeniem. Jednym ze
skutkéw oddzialywan materialnych jest zmiana skltadu chemicznego uktadu. Ze wzgledu na dopuszczenie
oddzialywan materialnych wyrézniamy Scianki nieprzepuszczalne i pdlprzepuszczalne. Scianka nieprze-
puszczalna catkowicie uniemozliwia wymiane materii. Uklad osloniety Sciankami nieprzepuszczalnymi
nazywamy uktadem zamknietym . Scianka potprzepuszczalna umozliwia wymiane tylko okreslonych sktadnikéw
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chemicznych. Uklad, ktérego Scianka jest przepuszczalna nosi nazwe uktadu otwartego .
Na razie ograniczymy sie do rozwazan nad ukladami zamknietymi.

Oddzialywanie mechaniczne zwiazane jest z wykonywaniem przez réznego rodzaju sity makroskopowe;j
pracy nad ukladem zamknietym. Sa to nie tylko sily mechaniczne wykonujace np. prace objetosciowa,
lecz réwniez sily elektryczne i magnetyczne. Tych ostatnich nie trzeba bra¢ pod uwage podczas analizy
prostego ukltadu termodynamicznego, poniewaz jest on elektrycznie i magnetycznie obojetny. Natomiast
w odniesieniu do plazmy uwzglednienie tych sit staje sie koniecznoscia.

Oddzialywanie termiczne obejmuje oddzialywanie pomiedzy ukltadem i otoczeniem rézne od odd-
ziatywania mechanicznego.

Po okredleniu oddzialywan termodynamicznych mozemy dokonaé¢ klasyfikacji Scianek. Odbywa sie
ona ze wzgledu na moznoéé¢ lub niemoznosé realizacji okreslonego typu oddzialywania w obecnosci danej
$cianki:

e ze wzgledu na dopuszczenie oddzialywan mechanicznych prowadzacych do pracy objetoéciowej
wyrézniamy $cianki ruchome i nieruchome. Scianka ruchoma umozliwia zmiane objetosci ukladu,
a co za tym idzie wykonywanie nad ukladem pracy objetosciowe;j. Scianka mieruchoma nie daje
takiej mozliwosci. Nalezy pamietac, ze obecnosé $cianki nieruchomej nie wyklucza oddzialtywan
mechanicznych innych od tych, ktérym towarzyszy wykonywanie nad ukladem pracy objetosciowe;j.
W szczegélnosci, nad gazem zamknietym w naczyniu o niezmiennej objetos$ci moze zosta¢ wykonana
praca mechaniczna w wyniku wprawienia z zewnatrz w ruch mieszadelka obracajacego sie wewnatrz
tego naczynia.

e ze wzgledu na dopuszczenie oddzialywan termicznych wyrézniamy sScianki adiabatyczne i diater-
miczne. Scianka adiabatyczna dopuszcza zmiane stanu ukladu jedynie poprzez wykonanie nad
ukladem pracy mechanicznej. Scianka umozliwiajaca zmiane stanu ukladu takze w inny sposéb
nosi nazwe $cianki diatermiczne; .

Uklad o tej wlasciwosci, ze otoczenie nie moze na niego dziala¢ poprzez jakiekolwiek oddzialywanie
termodynamiczne nosi nazwe ukfadu izolowanego . Definicja ta oznacza w szczegdlnosci wymog ostoniecia
uktadu nieruchomymi $ciankami adiabatycznymi. Wykluczenie wszystkich oddziatywan miedzy uktadem
i otoczeniem doprowadzi nas - po uprzednim zdefiniowaniu pojecia energii wewnetrznej - do wniosku, ze
energia wewnetrzna uktadu izolowanego nie ulega zmianom.

2.3 Procesy termodynamiczne

Obecnosé $cianek - zaréwno zewnetrznych jak i wewnetrznych - narzuca pewne ograniczenia (wiezy) na
stany rownowagi, w ktorych moze przebywaé uklad termodynamiczny. Zmiana rodzaju Scianek prowadzi
do zmiany oddzialywan termodynamicznych czy to miedzy ukladem a otoczeniem czy to wewnatrz uktadu.
W konsekwencji nastepuje zmiana stanu termodynamicznego ukladu. Przejscie ukladu z jednego stanu
do drugiego nazywamy procesem termodynamicznym lub przemiana termodynamiczng . Podkreslamy, ze
gdy - poczynajac od chwili obecnej - bedziemy méwié o stanach ukladu to bedziemy mieé¢ na mysli stany
réwnowagi. W przeciwnym przypadku zostanie to osobno zaznaczone.

Badanie zupemie ogdlnych proceséw termodynamicznych jest zadaniem skomplikowanym. Przywotajmy
tu jeszcze raz przyklad gwaltownego sprezania gazu. Zardwno przed rozpoczeciem sprezania jak i po
uplynieciu odpowiednio dlugiego czasu po jego zakonczeniu uktad znajduje sie w stanach réwnowagi,
odpowiednio poczatkowej i koncowej. W trakcie przechodzenia od stanu poczatkowego do koncowego
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uklad nie przebywa w stanach réwnowagi. Jednak nie zawsze tak musi by¢ i czynnikiem decydujacym jest
tutaj szybkosé przebiegania procesu a dokladniej stosunek skal czasu charakteryzujacych przeprowadzany
procesu i procesy relaksacji zachodzace w ukladzie. Jezeli w skali proceséw relaksacji zachodzaca w
ukladzie przemiana trwa dlugo to mozna przyjac, ze w jej trakcie uklad przebywa ciag stanéw rownowagi.
Dlatego tez wyrdzniamy szczegdlna klase proceséw termodynamicznych zwanych procesami pseudostaty-
cznymi . Proces nazywamy pseudostatycznym jezeli w jego trakcie uklad przechodzi przez nastepujace po
sobie stany rownowagi. Innymi stowy, w trakcie procesu pseudostatycznego uktad znajduje sie w kazdej
chwili czasu w stanie réwnowagi. W tym przypadku przemiana miedzy stanem poczatkowym i koncowym
moze by¢ przedstawiona w postaci krzywej w przestrzeni mozliwych stanéw termodynamicznych uktadu.

Warunek zachodzenia procesu wzdluz krzywej w przestrzeni standéw ukladu oznacza, ze zmiany nastepuja
w infinitezymalnie malych krokach a procesy relaksacji przebiegajace w ukladzie doprowadzaja go po
kazdym kroku - tj. po kazdej zmianie wiezow - do stanu nowej réwnowagi. Powyzsze warunki prowadza
do réwnowaznej definicji procesu pseudostatycznego jako procesu przebiegajacego nieskoriczenie powoli.
A zatem w praktyce dany proces mozna uznaé za pseudostatyczny jezeli zachodzi w skali czasu znacznie
wiekszej niz skala czasu charakteryzujaca procesy relaksacji. Zwréémy jednak uwage, ze ocena czasu
relaksacji pozostaje poza domena termodynamiki i wymaga bardziej szczegétowego, np. mikroskopowego
wnikniecia w nature proceséw przebiegajacych w ukladzie. Dlatego tez powyzsze uwagi nalezy traktowaé
jedynie jako komentarz do termodynamicznej definicji procesu pseudostatycznego.

Wéréd przemian pseudostatycznych szczegélna role odgrywaja przemiany kwazistatyczne. Przemi-
ana pseudostatyczna, w czasie ktorej prace nad ukladem wykonuja jedynie sily utrzymujace uktad w
réwnowadze nosi nazwe przemiany kwazistatycznej . W szczegdlnoéci, przemiana polegajaca na dostate-
cznie powolnym mieszaniu gazu mieszadetkiem jest przemiana pseudostatyczna, ale nie jest przemiana
kwazistatyczna. W tym przypadku tarcie wewnetrzne nie przestaje odgrywaé roli w miare spowalniania
procesu (w granicy pseudostatytcznej) i proces nie staje sie kwazistatyczny.

Obecnie powrécimy do zagadnien zwiazanych z oddzialywaniami mechanicznymi i przytoczymy wzory
na prace infinitezymalng wykonywana nad ukladem przez rézne rodzaje sit zewnetrznych w trakcie pro-
ceséw kwazistatycznych:

e oddzialywanie prowadzace do zmiany objetosci uktadu charakteryzujemy poprzez podanie infinitezy-
malnej pracy dWop; wykonanej nad ukladem o cisnieniu p podczas infinitezymalnej zmiany objetosci
ukladu o dV

dWObj =P av . (2.4)

Zwroémy uwage, ze rozwazany proces jest kwazistatyczny i dzieki temu w powyzszym wzorze
wystepuje cisnienie uktadu p, ktére jest funkcja stanu. W przypadku infinitezymalnego procesu
niekwazistatycznego wzdr na prace objetosciowa miatby postaé DWy,; = —p*“*dV, gdzie p*** oz-
nacza cisnienie zewnetrzne wywierane na uktad. W ogélnosci zalezy ono takze od zmiennych nie
bedacych parametrami stanu ukladu, nad ktérym wykonywana jest praca. W przypadku procesu
kwazistatycznego p*¢" = p.

e oddzialywanie polegajace na elektryzacji uktadu charakteryzujemy poprzez podanie infinitezymalnej
pracy DWyg;, ktéra wykonuje nad dielektrykiem zewnetrzne pole elektryczne o natezeniu F podczas
kwazistatycznego zwigkszania jego dipolowego momentu elektrycznego o dP

DWy=E-dP . (2.5)
J
e oddzialywanie polegajace na magnetyzacji uktadu charakteryzujemy poprzez podanie infinitezymal-

nej pracy DW,q4, jaka wykonuje nad magnetykiem zewnetrzne pole magnetyczne o indukcji B przy
kwazistatycznym zwiekszeniu jego momentu magnetycznego o dM
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DWpag =B -dM . (2.6)

Na zakoniczenie tej czedci przytoczymy definicje procesu odwracalnego.
Przemiana jest odwracalna jezeli mozliwa jest przemiana odwrotna przywracajaca stan poczatkowy uktadu
i otoczenia. Zwréémy uwage, ze wilasnie istnienie proceséw nieodwracalnych jest niezwykle intere-
sujacym wnioskiem wynikajacym z obserwacji uktadow makroskpowych. Proba ich wyjasnienia na gruncie
mikroskopowym jest ciagle otwartym problemem fizyki teoretyczne;j.

Pozostaje do wyjasnienia kwestia wzajemnych relacji miedzy procesami kwazistatycznymi i odwracal-
nymi. Czy sa to procesy catkowicie niezalezne czy tez nie? Otéz mozna pokazaé, ze procesy kwazistaty-
czne sa odwracalne. Natomiast wynikanie odwrotne, iz procesy odwracalne sa kwazistatyczne pozostaje
przypuszczeniem .

W literaturze czesto spotyka sie takze nieco wezsza definicje procesu odwracalnego: proces jest
odwracalny, gdy na kazdym etapie moze ulec odwréceniu w wyniku infinitezymalnie matej zmiany stanu
otoczenia. W tym wezszym sensie procesy odwracalne sa tozsame z procesami kwazistatycznymi choé
-jak wskazaliSmy poprzednio - proces odwracalny w szerszym sensie nie musi by¢ kwazistatyczny, tzn.
odwracalny w wezszym sensie. W dalszym ciagu odwracalno$¢ bedziemy rozumie¢ w wezszym sensie i
wobec tego bedziemy utozsamiaé procesy odwracalne i kwazistatyczne.



Rozdzial 3

Zasady termodynamiki

3.1 Zerowa zasada termodynamiki i temperatura empiryczna

W poprzednim rozdziale zostalo wprowadzone pojecie ukladu termodynamicznego oraz zdefiniowane
zostaly stany réwnowagi takiego ukladu. W zbiorze ukladéw znajdujacych sie w stanie réwnowagi
wprowadzamy relacje réwnowaznosci Lzwana relacja bycia we wzajemnej réwnowadze termicznej (cieplnej).

Rozwazmy dwa izolowane uklady termodynamiczne, kazdy sposréd ktérych znajduje sie w stanie
réwnowagi termodynamicznej. Méwimy, ze uklad pierwszy jest w stanie réwnowagi termicznej (cieplnej)
z drugim ukladem, jezeli po zetknieciu ich przy pomocy nieruchomej, nieprzepuszczalnej Scianki di-
atermicznej beda one nadal pozostawaé¢ w tych samych stanach, w ktorych byty przed diatermicznym
zetknieciem. Tak zdefiniowana relacja jest zwrotna i symetryczna. Na podstawie powyzszej definicji
nie mozna jednak wyciagna¢ wniosku o ewentualnej przechodniosci tej relacji. Wiasciwos¢ ta jest za-
gwarantowana przez zerowq zasade termodynamiki , ktéra - podobnie jak pozostale trzy zasady - jest
uogdlnieniem obserwacji doswiadczalnych. Brzmi ona nastepujaco:

Jezeli uklad A jest w stanie ré6wnowagi termicznej z ukladem B oraz uklad B jest w
stanie ré6wnowagi termicznej z ukladem C , to uklad A jest w stanie r6wnowagi termicznej
z ukladem C.

Istnienie w zbiorze wszystkich ukladéw termodynamicznych znajdujacych si¢ w stanie rownowagi
relacji réwnowaznoéci implikuje wystepowanie w tym zbiorze podziatu na klasy réwnowaznosci. W celu
uporzadkowania klas réwnowaznosci wygodnie jest postuzy¢ sie pojeciem temperatury empirycznej. Tem-
peraturg empiryczng T hazywamy wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie ze zbiéru klas réwnowaznosci
w zbiér liczb rzeczywistych.

W ten sposéb wszystkie uktady nalezace do danej klasy réwnowaznosci charakteryzuja sie ta sama tem-
peratura empiryczna, zas uklady nalezace do réznych klas maja rézna temperature empiryczna. Wynika
stad wniosek, ze dwa uklady sa w réwnowadze termicznej wtedy i tylko wtedy, gdy maja te sama temper-
ature empiryczna. Nalezy zwroci¢ uwage, ze temperatura empiryczna nie jest zdefiniowana jednoznacznie.
Jedli bowiem 7 jest temperaturg empiryczna, za$ © funkcja réznowartosciowa to ztozenie O(7) jest takze
temperatura empiryczna.

Obecnie zastanowimy sie nad pomiarem temperatury empirycznej. Kazda klase réwnowaznosci mozemy
scharakteryzowa¢ poprzez wybdér dowolnego jej przedstawiciela. Wyboru tego dokonujemy tak, by do
okredlenia stanu reprezentanta kazdej z klas potrzebna byla taka sama liczba zmiennych niezaleznych.

1Przypominamy, ze relacja jest relacja réwnowaznosci jezeli jest zwrotna, symetryczna i przechodnia.

11
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Sa one dobrane w ten sposéb by na poszczegdlnych klasach réwnowaznosci tylko jedna ustalona zmi-
enna przyjmowala rézne wartosci, podczas gdy wszystkie pozostale zachowywaly ustalona warto$¢. W
takim przypadku reprezentantéw poszczegélnych klas abstrakeji mozemy zinterpretowaé jako jeden uktad
przebywajacy w réznych stanach termodynamicznych. Uklad taki nazywamy termometrem . Sub-
stancje, ktorej stan opisuje wielko$¢ zmieniajaca sie miedzy klasami abstrakcji nazywamy ciatem ter-
mometrycznym , za$ sama wielko$¢ - oznaczang symbolem v - zmienng termometryczng . Zmienna
termometryczna jest szczegdlnym przypadkiem temperatury empirycznej. Inne temperatury empiryczne
mozna uzyskaé, jako ciagte i odwracalne funkcje zmiennej termometrycznej

r=f) . (3.1)

Na zakoniczenie uwag o zerowej zasadzie termodynamiki rozwazmy mozliwe stany ukladu, ktéry pozostaje
w stanie rownowagi termicznej z termometrem wskazujacym temperature empiryczna 7. Jesli stan ukladu
jest opisany przez komplet zmiennych x4, ..., x, to okazuje sie, ze istnieje funkcja 7(x1,...,x,) taka, ze

T(x1,. . xn) =T . (3.2)

Temperatura empiryczna moze by¢ wyrazona w dowolnych jednostkach miary (w szczegélnosci w jednos-
tkach miary zmiennej termometrycznej). W praktyce na oznaczenie temperatury empirycznej wprowadza
sie specjalne jednostki miary wynikajace z przyjetej skali temperatury. Dowolnosé¢ w definiowaniu tem-
peratury empirycznej znajduje odbicie w istnieniu réznych skal temperatury.

Konstruowaniem skal temperatur, budowa termometréow i zwigzanymi z tym zagadnieniami zajmuje
sie dzial metrologii zwany termometria. W dalszym ciagu niniejszego kursu nie bedziemy rozwazaé
zagadnien z tego zakresu.

3.2 Pierwsza Zasada Termodynamiki

W poprzednim rozdziale wprowadziliSmy pojecie oddzialywan termodynamicznych i dokonaliémy ich
klasyfikacji. Sa wérdd nich oddzialywania mechaniczne. Wiemy, ze w ogdlnosci - w przypadku pro-
ceséw kwazistatycznych - praca mechaniczna wykonana nad ukladem zalezy od drogi, wzdtuz ktérej w
przestrzeni parametréw stanu ukladu przebiega proces laczacy zadane stanu poczatkowy i konicowy , a nie
tylko od samych stanéw poczatkowego i konicowego. W szczegdlnym jednak przypadku zaleznos¢ pracy
od wyboru drogi znika. Orzeka o tym Pierwsza Zasada Termodynamiki:

Praca mechaniczna wykonana nad ukladem oslonietym adiabatycznie zalezy wylacznie
od stanu poczatkowego i konicowego.

Zwréémy uwage, ze powyzsze sformutowanie nic nie méwi o naturze procesu taczacego stany poczatkowy
i koricowy; w szczegdlnosci nie odwoluje sie do proceséw kwazistatycznych. Z zasady tej wynikaja wazne
konsekwencje. Niech proces adiabatyczny przebiega miedzy stanami poczatkowym p i koncowym k
poprzez stan posredni s:
p—s—k . (3.3)

Praca W;‘,ﬁ wykonana nad ukladem w tym procesie spelnia zwiazek
Wl = Wt wed (3.9

Jezeli stan s jest dowolny to zwiazek powyzszy moze by¢ spelniony tylko wtedy, gdy praca W;i, daje sie
przedstawi¢ jako réznica wartosci pewnej funkcji stanu w stanach krancowych

Wi, =Uy —U, . (3.5)
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Istotnie, tylko wtedy prawa strona réwnania (3.4) nie zalezy od stanu posredniego s, gdyz WI‘;Z + W;“,i =
Us — Up] + [Ux — U] = Uy — Up. Praca wykonana w danym procesie adiabatycznym moze by¢ wiec
wyrazona jako réznica warto$ci pewnej funkcji stanu obliczonej odpowiednio na stanie konicowym i stanie
poczatkowym. Funkcje te nazywamy energiq wewnetrzng U. W termodynamice pod pojeciem energii
wewnetrznej U rozumiemy funkcje parametrow stanu ukladu termodynamicznego o tej wlasciwosci, ze jej
zmiana w trakcie procesu przebiegajacego w ukladzie ostonietym Sciankami adiabatycznymi jest réwna
pracy wykonanej nad ukladem. A zatem zmiany energii wewnetrznej mozna okresli¢ poprzez pomiar
pracy mechanicznej w procesach adiabatycznych. Na podstawie obserwacji do$wiadczalnych wiadomo
jednak, ze jezeli mamy dane dwa dowolne stany p i k (o tej samej liczbie moli), to w niektérych przy-
padkach nie mozna przeprowadzi¢ ukladu ostonietego Sciankami adiabatycznymi ze stanu p do stanu k.
Woéwecezas jednak udaje sie przeprowadzié¢ go ze stanu k do stanu p. To ostanie stwierdzenie jest znowu
uogdlnieniem obserwacji doswiadczalnych i stanowi istotne - przynajmniej z punktu widzenia konstrukcji
i spojnosci termodynamki - uzupelnienie pierwszej zasady. W ten sposob jesteSmy w stanie wyznaczy¢
prace mechaniczna towarzyszaca przeprowadzeniu uktadu miedzy dowolnymi dwoma stanami, a co za tym
idzie - r6znice energii wewnetrznej miedzy dowolnymi dwoma stanami o ustalonym sktadzie chemicznym.

Rozwazmy teraz pewien proces termodynamiczny - niekoniecznie adiabatyczny - przebiegajacy miedzy
dwoma zadanymi stanami: poczatkowym p i koncowym k. Energia wewnetrzna jest funkcja stanu i
wobec tego jej zmiana w kazdym procesie przebiegajacym miedzy zadanymi stanami poczatkowym p
oraz koncowym k jest wielkoscia ustalona. Poniewaz praca wykonana nad ukladem zalezy od aktual-
nego przebiegu procesu to musi istnie¢ - poza praca mechaniczng - pewien dodatkowy sposéb zmiany
energii wewnetrznej. Nazywamy go przekazywaniem energii na sposob ciepla , a przekazana tak en-
ergie nazywamy potocznie cieptem. Oddzialywanie termiczne polega wlasnie na przekazywaniu energii na
sposéb ciepta. Ciepto przekazane do uktadu w okreslonym procesie przebiegajacym od zadanego stanu
poczatkowego p do zadanego stanu konicowego k (przy stalej liczbie moli) jest réznica pomiedzy zmiang
energii wewnetrznej AU, = Uy, — U, 1 praca W), ;, wykonana nad ukladem w tym procesie:

Qp,k = AUp,k - Wp,k . (36)

Cieplo @ dostarczone do ukladu jest zatem zdefiniowane jako réznica dwoch wielkosci mechanicznych:
pracy wykonanej nad uktadem w procesie adiabatycznym laczacym zadane stany poczatkowy i koncowy
AU, = W;‘fc oraz pracy W, r wykonanej nad ukltadem w rozpatrywane]j aktualnie przemianie.
Pierwsza zasada termodynamiki wyklucza istnienie perpetuum mobile pierwszego rodzaju . Pod tym
pojeciem rozumiemy hipotetyczny uktad osloniety adiabatycznie oraz dzialajacy cyklicznie w ten sposéb,
ze wykonuje on prace nad otoczeniem. Rzeczywiscie jest to niemozliwe, gdyz z pierwszej zasady termo-
dynamiki wynika, ze po zakoniczeniu cyklu AU = 0. Poniewaz energia przekazana do uktadu na sposéb
ciepla jest réwna zeru @ = 0, to réwniez praca wykonana przez otoczenie nad uktadem jest zerowa (W
= 0) a to oznacza, ze takze praca wykonana przez uklad nad otoczeniem wynosi zero.

Z wprowadzonej powyzej definicji energii wewnetrznej wynika nie tylko to, ze jest ona funkcja stanu ale
takze to, iz jest wielkosScia ekstensywna. Rzeczywiscie, praca wykonywana nad ukladem ostonietym adia-

2Zwréémy uwage, ze na oznaczenie ciepla dostarczonego do ukladu uzywamy symbolu @ a nie AQ. Ten drugi zapis
sugerowalby, iz istnieje wielko$é¢ @, ktérej zmiana w danym procesie wynosi AQ. Taka notacja - stosowana w odniesieniu
do energii wewnetrznej, ktéra jest funkcja stanu - bytaby wiec mylaca przy zastosowaniu jej do ciepta oraz pracy. Notacja
ta jest czasami stosowana jeszcze w literaturze i wydaje sie by¢ niepotrzebna pozostalo$ciag po - dawno juz zapomnianej -
teorii kalorycznej, w ktérej ciepto traktowano wtasnie jako funkcje stanu. Takze uzywany przez nas zwrot cieplo przekazane
do uktadu staje sie mylacy, gdy zapomnimy o tym, ze jest to jedynie skrétowe okreslenie pewnego sposobu przekazywania
energii. Skrét ten wziety doslownie sugeruje bowiem, ze jezeli cieplo jest przekazywane z jednego ukladu do drugiego to
kazdy z tych ukladéw zawiera pewna ilo$¢ ciepta. A to jest to oczywista nieprawda w duchu teorii kalorycznej. W jezyku
potocznym ciagle styszy sie niepoprawne zwroty formulowane wlasnie w duchu teorii kalorycznej, np. ,, Zimy sa lagodne na
wybrzezu, gdyz morze utrzymuje wiele ciepla. ”
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batycznie i skladajacym sie z dwéch podukladéw jest suma prac wykonanych nad kazdym z podukladéw
a zatem energia wewnetrzna jest addytywna ze wzgledu na poduktady.
W przypadku przemiany infinitezymalnej wzoér (3.6) mozemy zapisaé w postaci

dU =dQ +dw (3.7)

gdzie dU - rézniczka energii wewnetrznej, d@ - forma rézniczkowa ciepla dostarczonego do uktadu, dW
- forma rézniczkowa pracy wykonanej nad ukladem. > W przypadku infinitezymalnej przemiany kwazis-
tatycznej, w ktérej praca wykonywana nad uktadem jest jedynie praca objetosciowa wzor (3.7) przyjmuje
dobrze znana postaé

dU =dQ — pdV . (3.8)

Tak wiec z pierwszej zasady termodynamiki wynika istnienie energii wewnetrznej. Majac do dyspozy-
cji te wielko$¢ fizyczna powrdcimy teraz do dyskusji stanéw réwnowagi postulujac, ze do calkowitego
okreslenia stanu prostego uktadu m-sktadnikowego wystarcza komplet m + 2 zmiennych ekstensywnych:
UV ,Ni,...,Np.

Wiemy zatem jak charakteryzowaé stany réwnowagi prostego uktadu termodynamicznego, cho¢ nie mamy
jeszcze teoretycznego narzedzia pozwalajacego okresla¢ wartosci odpowiednich parametréw.

3.3 Druga zasada termodynamiki

Do podstawowych zagadnien termodynamicznych nalezy okreslenie koncowego stanu réwnowagi, ktéry
uksztaltuje sie po usunigciu czesci wiezdw ograniczajacych ukitad w poczatkowym stanie rownowagi.
Poniewaz rozmaite wiezy nalozone na uklad realizowane sa przy pomocy odpowiednich $cianek (zewnetrznych
i wewnetrznych) , to usuniecie okreslonych wiezéw polega na stosownej zmianie scianek. Na przyklad,
usuniecie wiezu uniemozliwiajacego wykonywanie nad ukladem pracy objetosciowej polega na zamianie
Scianki nieruchomej na ruchomsa.

Pierwsza zasada termodynamiki stanowiaca bilans energii przekazywanych do uktadu na rézne sposoby
nie wystarcza do rozwiagzania tego problemu. Niezbednych narzedzi dostarcza dopiero druga zasada
termodynamiki. Mozna ja wypowiedzie¢ na rézne sposoby. Postuzymy sie tutaj sformulowaniem w ujeciu
neo-Gibbsowskim zawartym w czterech ponizszych puktach:

1. Postulat istnienia entropii
Istnieje funkcja stanu ukladu termodynamicznego zwana entropia S, ktora jest zdefiniowana na
wszystkich stanach réwnowagi. Entropia jest funkcja parametrow ekstensywnych okreslajacych
stan uktadu, np. w przypadku prostego ukladu jednoskladnikowego S = S(U,V, N).

2. Zasada maksimum entropii w odniesieniu do uktadu izolowanego
Wartosci parametréw ekstensywnych osiagniete pod nieobecno$¢ wiezéw maksymalizuja entropie
uktadu izolowanego na zbiorze wszystkich stanéw réwnowagi z wiezami.
Warunki wyznaczajace stan réwnowagi mozna zapis¢ w postaci: dS = 0,d?S < 0,U = const, gdzie
U = const oznacza, ze rozwazana zasada maksimum odnosi sie do ukltadu izolowanego.

3. Entropia jest rézniczkowalna i monotonicznie rosnaca funkcja energii wewnetrznej

(gi)w >0 . (3.9)

3Zgodnie z tym co powiedzieliémy poprzednio symbol dQ, podobnie jak AW, nalezy traktowaé lacznie a nie jako zlozenie
dwéch symboléw: d oraz @ (W).
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4. Entropia uktadu zlozonego z podukladéw jest addytywna ze wzgledu na poduktady
S=> "S5 , (3.10)

gdzie o numeruje kolejne podukitady uktadu.

Zasade maksimum entropii sformulowang w punkcie 2 nalezy rozumieé¢ w ten sposob, Zze po usunieciu
(czesci lub wszystkich) wiezéw nalozonych na izolowany uktad (w stanie poczatkowym) wybrany zostaje
jeden z wielu mozliwych stanéw (uwolnionych w wyniku usuniecia wiezéw) jako stan (koficowej) réwnowagi,
przy czym kazdy stan bez wiezéw moze by¢ réwniez zrealizowany przy pomocy stosownych wiezdw.
Kazdemu stanowi z wiezami odpowiada okreslona warto$¢ entropii i dla pewnego wyrdznionego stanu
ta wartos¢ jest najwieksza. Po usunieciu wiezow uktad wybiera wlasnie ten stan, ktéremu odpowiada
najwieksza entropia.

Zwréémy uwage na niektore aspekty tego podstawowego postulatu: skoro w stanach rownowagi en-
tropia osiaga maksimum, to postulat ten ujawnia nieodwracalno$¢ pewnych proceséw. Gdybysmy bowiem
chcieli przeprowadzié¢ uktad izolowany, w ktérym zaszla przemiana a — b (S, > S;) z powotem ze stanu
b do stanu a manipulujac tylko wiezami to zgodnie z druga zasada entropia nie moglaby zmaleé¢ czyli
Sa > Sp. Jest to jest jednak niemozliwe. Mozna sobie jednak wyobrazi¢ taki wyidealizowany proces prze-
biegajacy w ukladzie izolowanym, ktoremu towarzyszy zerowy wzrost entropii. Wtedy nie ma przeszkdd,
aby pojawil sie proces odwrotny - proces od a do b bedzie odwracalny.*

Aby zgodnie z powyzszym postulatem wyznaczyé stan réwnowagi uktadu termodynamicznego musimy
znaé S jako funkcje kompletu niezaleznych parametréw ekstensywnych: energii wewnetrznej U i po-
zostalych parametréw ekstensywnych Q1,...,Q,

S=8U,Q1,....Qn) . (3.11)

Zaleznos¢ taka nazywamy zwigzkiem podstawowym w reprezentacyi entropii . Poniewaz zgodnie z punktem
3 entropia jest monotoniczna funkcja energii wewnetrznej mozemy odwrécié¢ zaleznosé (3.11) uzyskujac
zwigzek podstawowy w reprezentacji energii wewnetrznej :

U=U(S,Q1,....Qn) . (3.12)

7 faktu addytywnosci entropii ze wzgledu na podukiady mozemy wyciagnaé¢ pewien istotny wniosek.
Wykonajmy eksperyment myslowy polegajacy na podzieleniu pewnego jednorodny uktad na n identy-
cznych poduktadéw. Wéwcezas na podstawie addytywnosci otrzymujemy

SMmU,nQ1,....nQn) =nS(U,Q1,...,Qn) . (3.13)

Powyzszy wzdr méwi, ze entropia jest funkcja jednorodna pierwszego rzedu parametréw ekstensywnych. Z
tych samych powodow energia wewnetrzna jest takze funkcja jednorodna rzedu pierwszego odpowiednich
parametréw ekstensywnych

UnS;nQu,-..,1nQn) = nU(S,Q1,...,Qn) - (3.14)

4Za twérce pojecia entropii oraz drugiej zasady termodynamiki uwaza sie fizyka niemieckiego Rudolfa Clausiusa (1822
-1888), ktéry w roku 1865 sformultowal stynny postulat:

e Energia Wszechswiata jest stala.

e Entropia Wszech$§wiata dazy do wartosci maksymalnej.

R. Clausius zaproponowat takze nazwe entropia; pochodzi ona z jezyka greckiego i oznacza przemiane. Nazwa ta zastapita
proponowana poczatkowo réwniez przez Clausiusa nazwe zawarto$é przemiany.
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Rézniczkujac obie strony wzoru (3.14) po 7 i ktadac n = 1 otrzymujemy
AU(S,Q1,....,Qn " (OU(S,Qq,...,Qn
(EGen@ul) sy (MGGl Q=  (315)
Q1,--,Qn i=1 i S,Q1,--,Qi—1,Qi+1,--,Qn
U(S,Q1,...,Qn).
Pochodne czastkowe wystepujace po lewej stronie wzoru (3.15) posiadaja odrebne nazwy oraz interpre-

tacje fizyczna. Sytuacja jest wyjatkowo przejrzysta w przypadku prostego uktadu termodynamicznego,
dla ktérego zwiazek podstawowy w reprezentacji energii wewnetrznej ma postac

U=U(S,V,N,...,Np) . (3.16)

Dla wspdlczynnikéw wystepujacych w rézniczce zupelnej energii wewnetrznej

U = (mj) ds + <8U> v+ (8[]) dN;  (3.17)
o8 V,N1i,....,Npm ov S,N1,....Nm j=1 aNj S, V,N1,..Nj_1,Nj+1,...; N,

zarezerwowane sa nastepujace nazwy :

o temperatura termodynamiczna (bezwzgledna)

T (aU) (3.18)
08 V,Ni,...,.Nm
e cisnienie

8U)
p=—|—== (3.19)
<8V S,N1,....Nm

e potencjal chemiczny j-tego skladnika

oUu
! ON; S,V,N1,...Nj_1,Njq1,.;Np,

.....

Wykorzystujac powyzsze definicje zapisujemy réwnanie (3.17) w standardowej postaci

AU =TdS — pdV + Y p;dN; . (3.21)

=1

W analogiczny sposéb mozna réwniez przeksztalcié wzor na rézniczke entropii prostego uktadu m-
sktadnikowego

dS:(aS) dU+<aS) dv+z<as> dN; . (3.22)
ou V,N1,...;Nm, ov U,N1,...;Nm i—1 ON; U,V,N1,...N;—1,Nji1,...;Nm

. 3 .

Korzystajac ze wzoréw (patrz Dodatek A)

35) 1 1
o5 - - - (3.23)
<8U V,N1,...,Npm, (al .. T

(8S> _ Gr) s, _ P (3.24)
av U,Ni,....,Np, (%)V,Nl, N T
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au
( oS ) - (ONi)S,V,Nl,...J\’_j_l,Nj_,_l,...,Nm M (3.25)
. - oU - .
ON; U,V,N1,...Nj_1,Njq1,....Nm (ﬁ)v,Nl,...,Nm T
otrzymujemy

1 P O~ i
dS = =dU + =dV — —dN; . 3.26
T + T ; T " ( )

Rozwazmy proces przebiegajacy w ukladzie zamknigtym, tzn. V; N; = const. Wdwezas rézniczka
energii wewnetrznej wyraza sie wzorem

dU = TdS — pdV . (3.27)

7 poréwnania powyzsze]j formy z zapisem pierwszej zasady termodynamiki w przypadku infinitezymalnych
zmian (3.8) stwierdzamy, ze dla proceséw kwazistatycznych

dQ =TdS . (3.28)

Widzimy zatem, ze odwrotnosé¢ temperatury jest czynnikiem calkujacym formy rézniczkowej ciepla.
Cieplo dostarczone do ukladu w procesie kwazistatycznym zwiazane jest ze zmiana entropii ukladu. °

Ze wzoru (3.15) w przypadku prostego ukladu termodynamicznego uzyskujemy

U(S,V.Ny,...,Ny) =TS —pV +> u;N; . (3.29)
j=1
Zgodnie z tym wzorem
dU = TdS + SdT — pdV — Vdp+ Y _(u;dN; + Njdp;) (3.30)
j=1

i poprzez poréwnanie z rézniczka energii wewnetrznej (3.21) uzyskujemy nastepujace réwnanie

SdT — Vdp+ Y Nydp; = 0. (3.31)
j=1

Powyzsze réwnanie nosi nazwe wzoru Gibbsa - Duhema . © Méwi ono, ze zmiany parametréw inten-
sywnych w przemianie kwazistatycznej nie sa od siebie niezalezne. W szczegélnosci dla ukladu jed-
nosktadnikowego

SdI'—Vdp+ Ndu=0 (3.32)

skad otrzymujemy wzér na infinitezymalna zmiane potencjatu chemicznego p = u(T, p)

dp = —sdT + vdp (3.33)

gdzie s = % - entropia molowa, v = % - objetos¢ molowa. We wzorze powyzszym entropia i objetosc¢

molowa sg funkcjami temperatury i ci$nienia: v = v(T, p) oraz s = s(T,p). A zatem w przypadku prostego

5Fakty te sa nastepstwem przyjetego tu sformulowania drugiej zasady termodynamiki w ujecie neo-Gibbsowskim. W
innym podejsciu istnienie czynnika catkujacego dla formy rézniczkowej ciepla stanowi istote drugiej zasady termodynamiki.
6 Josiah Willard Gibbs (1839-1903), fizyk amerykariski, profesor uniwersytetu w Yale, jeden z twércéw podstaw mechaniki
statystycznej, w tym teorii zespoléw statystycznych.
Pierre Duhem (1861-1916), fizyk francuski.
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uktadu jednoskladnikowego zmiany temperatury i ciénienia okreslaja zmiany potencjalu chemicznego.
Tak wiec jako trzech niezaleznych zmiennych niezbednych do pelnego okreslenia stanu prostego uktadu
jednosktadnikowego nie mozna uzy¢ trzech zmiennych intensywnych. Rozumowanie prowadzace do wzoru
Gibbsa-Duhema (3.32) mozna zastosowaé takze w odniesieniu do zwiazku podstawowego w reprezentacji
entropii. W przypadku prostego uktadu jednosktadnikowego otrzymuje sie wéwczas wzér Gibbsa-Duhema

w postaci
1% 1 P
d(—) —ud (= d(—) , 3.34
T)=¢ ( T) +ud (5 (3.34)
gdzie u = % oznacza molowa energie wewnetrzng. Oczywiscie wzory (3.33) oraz (3.34) sa wzajemnie
rownowazne.

3.4 Warunki ré6wnowagi

Sformulowana w poprzednim podrozdziale druga zasada termodynamiki pozwala wyznaczy¢ warunki
wzajemnej réwnowagi dwéch podukitadéw oddzialujacych ze soba okreslonymi oddzialywaniami termo-
dynamicznymi. Rozwazmy warunki rownowagi termicznej i chemiczne;j.

e Réwnowaga termiczna, tzn. réwnowaga ze wzgledu na oddzialywania termiczne. Zbada-
jmy uklad izolowany zlozony z dwdch podukladéw polaczonych nieruchoma i nieprzepuszczalna
Scianka diatermiczna. Niech parametrami opisujacymi poduklady beda odpowiednio: Uy, V4, Ng
oraz Up, Vg, Np. Wiemy, ze wartoéci tych parametréw w stanie réwnowagi - zgodnie z druga za-
sada termodynamiki - odpowiadaja maksymalnej wartosci entropii. A zatem wirtualnym zmianom
parametréw Uy i Ug odpowiada

dSayp =0 . (3.35)

Wobec addytywnosci entropii ze wzgledu na poduklady oraz statosci Va, Vg, Na, Np

85,4) (833) 1 1
as =dSa+dSp = | = AUs + | 57— dUp = —dUs + —dUp . (3.36
A+B A B ( )y w. A s ) v, ., p =g dUat 7odUs (3.36)

Poniewaz uklad jako calosé jest izolowany to jego energia wewnetrzna nie ulega zmianie i dU 4 +
dUp = 0. W konsekwencji

1 1
ds =(=———]dUs . 3.37
wen = (7 = 7 ) dUs (3.37)
Aby ta forma rézniczkowa byla tozsamosciowo réwna zeru wspétczynnik przy dU, musi byé réwny
zeru, czyli
Ty=Tp . (3.38)

Warunkiem réwnowagi termicznej jest rownosé temperatur bezwzglednych obu podukladow.

¢ Réwnowaga chemiczna, tzn. réwnowaga ze wzgledu na oddzialywania materialne.
W przypadku oddzialywan materialnych nalezy jednoczesnie uwzgledni¢ oddzialywanie termiczne
miedzy podukladami. Rozwazmy uklad izolowany zlozony z dwéch poduktadéw polaczonych nieru-
choma Scianka przepuszczalng. Parametrami opisujacymi poduktady sa odpowiednio: Uga, Va, Na
oraz Up, Vg, Np. Korzystajac z warunku stalosci objetosci otrzymujemy - podobnie jak poprzednio

0= dSA+B :dSA —|—dSB =
0Sp

— dUs + | — AN+ | = dUg 4+ | ——— dN
(aUA>VA,NA 4 <8NA)UA,VA 4 (aUB)VB,NB " (aNB)UB,VB N
(3.39)
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Wobec (3.23) i (3.25)
1 pa 1 KB
d = —dUy — =—dN —dUp — =—dNp . 4
Sa+B T U T, 1N + T Ug T, e (3.40)

Uklad jako calosé jest izolowany, tzn. dU4 + dUp = 0 oraz dN4 + dNp = 0. W konsekwencji

1 1 I
— — —)dUyq — (= — =)dN. . 3.41
T, TB) a—( JAN A (3.41)

dSass = ( T, T,

Poniewaz rézniczki dU 4 i dN 4 sa niezalezne, to aby forma rézniczkowa (3.41) byla tozsamosciowo
roéwna zeru wspolczynniki stojace przy dU,4 i dN 4 musza sie zerowaé, czyli

TA = TB s (342&)

HaA=pp - (3.42b)

Warunkiem rownowagi chemicznej jest rownosc¢ temperatur bezwzglednych oraz potencjatéw chemicznych
obu poduktadéw.

e Réwnowaga mechaniczna w obecnosci Scianki adiabatycznej. Rozwazmy uklad izolowany
jako catosé oraz zlozony z dwoch podukiadéw polaczonych ruchoma Scianka adiabatyczna. Zas-
tosowanie rozumowania analogicznego do poprzednich przypadkéw prowadzi - po wykorzystaniu
wiezu V4 + Vi = const - do nastepujacego wzoru na rézniczke entropii uktadu

1 1 PA  PB
_ 22 _£b . 4
dSatp T dUa + 5 dUp + (TA TB) dVy (3.43)

W tym momencie pojawiaja sie jednak trudnosci z uzyskaniem wniosku dotyczacego zwiazku
pomiedzy ci$nieniami panujacymi w obu podukiadach w stanie réwnowagi na podstawie wzoru
(3.43). Zwiazane sa one z tym, ze skoro kazdy z podukladéw jest osloniety adiabatycznie to w
procesach kwazistatycznych dla kazdego z podukladéw zachodzi dU; = —p;dV;, i = A, B. Wtedy
rownanie dS44p = 0 - po ponownym wykorzystaniu wiezu V4 + Vp = const - zostaje spemione
tozsamosciowo dla dowolnych wartosci stosunkéw p;/T;, i = A, B. Widaé, ze rozwiazanie tak
postawionego problemu moze nastapi¢ dopiero w ramach szerszej analizy wykraczajacej poza re-
alizowany tu schemat oparty na zasadzie maksimum entropii i uwzgledniajacej zalezne od czasu
procesy nieréwnowagowe przebiegajace w obu podukladach. 7

3.5 Temperatura termodynamiczna

W poprzednim podrozdziale zdefiniowaliSmy temperature termodynamiczna 7. Na podstawie wlasciwosci
entropii zapostulowanych w ramach drugiej zasady termodynamiki widaé, ze temperatura termodynam-
iczna jest nieujemna. Teraz przystapimy do analizy jej wlasciwosci i znalezienia jej zwiazku ze zdefin-
iowana wczesniej temperatura empiryczna,.

Uprzednio pokazalismy, ze - zgodnie z nasza intuicja - temperatury termodynamiczne dwéch uktadéw
pozostajacych w stanie wzajemnej rownowagi termicznej sa sobie rowne. Zbadamy teraz, czy wprowad-
zona definicja przewiduje, ze w trakcie wyréwnywania temperatur cieplo jest przekazywane od ciala o
temperaturze wyzszej do ciala o temperaturze nizszej. W tym celu rozwazmy uktad izolowany podzielony

"Dyskusje podobnego zagadnienia mozna znalezé miedzy innymi w artykule C. Fernidndez-Pineda, S. Velasco, Am. J.
Phys. 69, 1160 (2001).
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na dwa podukltady nieruchoma $cianka adiabatyczna. Parametrami termodynamicznymi opisujacymi po-
duklady w stanie poczatkowym sa odpowiednio : T ,, Va4, N oraz T ,, VB, Np, przy czym zakladamy,
ze Ta,, > Tg,) oraz, ze poczatkowa réznica temperatur miedzy podukladami jest niewielka

TA,p - TB,p

<1
Tap

Po zastapieniu scianki adiabatycznej $cianka diatermiczna zaczyna ustala¢ sie stan réwnowagi zgodny z
nowymi wiezami. Z drugiej zasady termodynamiki wynika, ze

ASA+B = SAJFBJc — SA+B,p >0 , (3.44)

przy czym przyrost entropii AS4, p mozemy wyrazi¢ wzorem
UA,k 65’ UB,k 85
ASuip = AS4+ ASp :/ (A> dU4 +/ (B> dUp =
U, \OUA v, Ny Us, \OUB/ vy Ny
Ua.k 35A> (853> Uak /1 1
54 _ (958 au:/ ()aa,
\/UA,p <<8UA VA,NA 6UB VB7NB UA,p TA TB

gdzie funkcje Sp i Tp zaleza od zmiennej Uy poprzez zmienna U = U — U,4. Zapisujac temperatury T4
i Ts obu poduktadéw w trakcie trwania procesu dochodzenia do stanu réwnowagi konicowej w postaci

T,=T,,+0T;, ,i=AB

(3.45)

dostajemy

A Uax 1 1
S = — AUy . 3.46
Uap (TA’p +0Ts Tpp+ (5TB) A ( )

Wobec zalozenia o niewielkiej réznicy temperatur poczatkowych obu podukladéw oraz monotonicznosci
procesu wyréwnywania temperatur (tzn. |67 4| oraz 6T monotonicznie rosng) mozemy dokonaé rozwiniecia
funkeji podcatkowe]j wzgledem poteg 674 /T4 p 1 0T8/Tr . Z doktadnoscig do wyrazéw liniowych uzysku-

Jjemy
Uak /1 5T 1 §T 1 1
A= ( (1 - A) - (1 - )) U, ~ ( - > AUL . (347)
Uap \Tap Tap Tsp Tp,p Tap Tsp

Poniewaz 1/T4,,—1/Tg, < 0 oraz AS > 0 to otrzymujemy AU4 < 0. Oznacza to, ze - zgodnie z oczeki-
waniami - cialo o wyzszej temperaturze oddaje energie na sposéb ciepta cialu o temperaturze nizszej.

Wyznaczymy teraz zwiazek pomiedzy temperatura bezwzgledna T i temperatura empiryczng 7 :
T=T(r).

Rozwazmy w tym celu proces kwazistatyczny polegajacy na przekazywaniu energii na sposob ciepta do
uktadu utrzymywanego w stalej temperaturze podczas zmian jego ci$nienia. Wéwczas ilos¢ przekazanego
ciepla przypadajaca na jednostkowsa zmiane ci$nienia wynosi

_(AQ)  _p(0Sy L (W
o= (5),, =" (@), =7 (o), 549

(Réwnosé pochodnych (gj) i— (%) wykazemy w nastepnym rozdziale). Zakladajac, ze istnieje
P/)r.N PN
jednoznaczny zwiazek pomiedzy T i 7 otrzymujemy

oV dr
g = - () ar (3.49)
P or N dT
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Stad
dnT  (5),n
dr - gp(T) - 90(7—) . (350)

Prawa strone réwnania mozemy wyznaczy¢ (w do$wiadczeniu) jako funkcje ¢(7) temperatury empirycznej
7. Jej (numeryczne) wycatkowanie prowadzi do zwiazku temperatury bezwzglednej i empirycznej. Jego
postaé zalezy od konkretnego analizowanego uktadu - informacja o nim tkwi w funkcji . Temperatura
bezwzgledna jest okreslona z dokladno$cia do stalego mnoznika, co odpowiada wyborowi jednostki tem-
peratury bezwzgledne;j.

3.6 Oddzialywania materialne

Rozwazane dotychczas procesy zachodzily przy ustalonym skladzie chemicznym. Wiemy jednak, ze ist-
nieja takze oddzialywania materialne zwiazane z wymiana materii. Ich efekt opisuje iloéciowo wystepujacy
we wzorze (3.21) skladnik ., p;dN;. Pojedyiiczy wyraz pi;dN; okresla kwazistatyczna prace polegajaca
na dostarczeniu do ukladu infinitezymalnej ilosci dIV; j-tego skladnika. Praca ta jest proporcjonalna do
dN; a wspdtczynnikiem proporcjonalnosci jest potencjal chemiczny j-tego skladnika p;. Zwréémy uwage,
ze potencjal chemiczny j-tego sktadnika charakteryzuje zmiany energii wewnetrznej nastepujace w rezulta-
cie dostarczenia do uktadu jednostkowej ilosci moli tego sktadnika przy ustalonej entropii, objetosci oraz
liczbach moli pozostatych sktadnikéw.

3.7 Dalsze wlasciwosci entropii

e Wklestosé
W przypadku prostego jednoskladnikowego ukladu termodynamicznego entropia jest funkcja energii
wewnetrznej U, objetosci V' oraz liczby moli N. Sprawdzimy, ze druga zasada termodynamiki
implikuje wklestosé entropii jako funkeji tych zmiennych, tj.

SmUa+ (1 —=n)UpnVa+ (1 =)V, nNa+ (1 —n)Np) >

3.51
US(UA,VA,NA)—F(I—n)S(UB,VB,NB) ( )

gdzie n € [0,1].

Aby udowodnié te wlasciwo$é rozwazmy na poczatku dwa uklady scharakteryzowane odpowiednio
przez parametry nUa, nVa, nN 4 oraz odpowiadajaca im entropie nS4(Ua, Va, Na) = Sa(nUa,nVa,nN4)
i analogicznie dla drugiego uktadu (1 —n)Up,(1-n)Vg, (1—n)Ng, (1—1)Sp(Us, Vs, Np). Calosé
traktujemy jako uktad izolowany. Nastepnie laczymy te uklady przy pomocy $cianki ruchomej, di-
atermicznej i przepuszczalnej. Zgodnie z zasada addytywnosci ekstensywnych parametrow termo-
dynamicznych oraz zasada maksimum entropii dla ukladu izolowanego stan koncowy jest opisany
przez nastepujacy komplet parametréw: Uarp = nUa + (1 — n)Up, Vars = nVa + (1 — n)Vp,
Natp =nNa+ (1 —n)Np oraz Satp, przy czym

Sa+p = sup [SA(UA,VA,NA)+SB(UB,VB,NB) . (3.52)
QAyQBZQA+gB:UA+B’
Va,VB:Va+Vp=Vain,
NaA,Ng:Na+Np=Na1p

Wynika stad, ze w rozwazanym przypadku

Sar(MUa+ (1 =n)UpnVa+ (1 =n)Ve,nNa + (1 —n)Np) >

3.53
nSa(Un, Vs Na) + (1 — 1) S5(Us, Vi, Ni) (3:53)
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Jezeli dodatkowo przyjmiemy, ze oba uklady sa identyczne pod wzgledem budowy oraz, ze w rezulta-
cie ich polaczenia powstaje uktad jednorodny, to wowczas funkcje Sa, Sp oraz Sa4p sa takie same
i dostajemy teze.

Nieré6wnosé Clausiusa

Zajmiemy sie teraz izolowanym uktadem skladajacy sie z dwéch poduktadéw A i B pozostajacych ze
soba w kontakcie diatermicznym. Rozwazmy proces przebiegajacy w ukladzie ztozonym, na ktéry
sktada sie pseudostatyczny cykl ukladu A oraz towarzyszacy mu proces kwazistatyczny w ukladzie
B. W trakcie tego procesu entropia ukladu jako catosci nie maleje

ASayp >0 (3.54)
podczas gdy zmiana entropii poduktadu A po zakonczeniu cyklu wynosi zero
ASy=0 . (3.55)
Wobec addytywnosci entropii uzyskujemy stad wniosek
ASp >0 . (3.56)
Poniewaz w ukladzie B przebiega proces kwazistatyczny to
ASp = / " sy = / TaQp (3.57)
B, B, Is

gdzie B), oraz B}, oznaczja odpowiednio stan poczatkowy i koncowy ukladu B. W trakcie opisanych
przemian oba uklady sa w kontakcie termicznym wiec T4 = T, a uktad jako calosé jest izolowany,
czyli DQa +dQ@Qp = 0. Stad

DQa

Ta

DQ 4
}[ P (3.59)

Powyzsza nieréwnosé nosi nazwe nieréwnoéci Clausiusa i jest spelniona w sytuacji, gdy AS4 = 0.
Poniewaz w uktadzie A zachodzi proces pseudostatyczny wiec w ogdlnosci DQ 4 # TadS 4. Powyzsza
nieréwnosé jest realizowana jako réwnosé, gdy przebiegajacy w ukladzie A cykl pseudostatyczny
jest kwazistatyczny.

Zalézmy, ze cykl pseudostatyczny p — p sklada sie z dwéch etapéw: etap pseudostatyczny p — p’
oraz etap kwazistatyczny p’ — p. W tej sytuacji nieréwnosé Clausiusa (3.59) mozna zapisaé w
postaci

ASp = — (3.58)

i ostatecznie uzyskujemy

D )] P

0> Qa _ Qa +/ dQa _

Ta ), Ta L Ta
P DQa

= + SA,p — SA)p/ R (3.60)
p  Ta

/

gdzie wykorzystalisSmy fakt, iz dla proceséw kwazistatycznych a%“ = dS4. Oznacza to, ze jezeli w
uktadzie zachodzi proces pseudostatyczny (pomijamy indeks A) to

Asz/%Q : (3.61)
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lub w wersji infinitezymalnej

DQ
> :
s > ==, (3.62)

przy czym réownos$é¢ obowiazuje dla proceséw kwazistatycznych.

3.8 Parametry charakeryzujace wlasciwosci ukladu

Podamy obecnie definicje kilku wielkosci makroskopowych stuzacych do opisania wlasciwosci uktadu. Sa
to

e pojemnos$é cieplna uktadu w procesie, w trakcie ktorego ustalony jest pewien parametr 7 oraz liczba

moli N
oS

Cr=T <3T>w,N . (3.63)

Parametr 7 nie musi by¢ jednym ze zdefiniowanych poprzednio parametréw stanu takich jak p lub
V. Charakteryzuje on pewien proces przebiegajacy w ukladzie, np. proces w trakcie trwania ktorego
pV?% = const (wéwezas m = pV?2). Jak wynika bezposrednio z definicji (3.63) do wyznaczenia po-
jemnosci cieplnej potrzebna jest informacja o procesie, ktéry przebiega ukladzie; samo okreslenie
stanu uktadu jest niewystarczajace.

Uwzgledniajac wzér (3.28) stwierdzamy, ze pojemnosé cieplna okresla zmiane temperatury (efekt
termiczny) w wyniku dostarczenia do uktadu infinitezymalnej ilosci ciepla w procesie przebie-
gajacym przy ustalonym 7w

1
dTI'= —d . 3.64
& aal, (3.61)

W termodynamice szczegdlnie istotna role odgrywaja pojemnosci cieplne obliczane na drogach
odpowiadajacych ustalonym wartosciom objetosci - pojemnosé cieplna przy ustalonej objetosci Cy

oS
Cy=T <> (3.65)
or )y y
oraz ci$nienia - pojemno$¢ cieplna przy ustalonym cisnieniu
oS
C,=T () . (3.66)
b ), n

W przypadkach nieprostych ukladéw termodynamicznych dostarczanie ciepta moze przykladowo
zachodzi¢ przy ustalonym zewnetrznym polu elektrycznym lub magnetycznym, ustalonej polaryza-
cji, magnetyzacji, itd. Przypomnijmy, ze rozszerzenie dotychczasowych rozwazan na uklady mag-
netyczne zwigzane jest z uwzglednieniem dodatkowej zmiennej potrzebnej do opisu stanu takich
uktadéw. Jest nia calkowity moment magnetyczny ukiadu M. W przypadku paramagnetykéw
jednoosiowych jest on zawsze skierowany wzdluz wyréznionej osi i moze by¢ reprezentowany przez
skalar M. Energia wewnetrzna ukladu jednosktadnikowego jest funkcja zmiennych S, V, M, N, tzn.
U=U(S,V,M,N). Jej rézniczka przy ustalonej objetosci V oraz liczbie moli N wyraza sie -
zgodnie z réwnaniem (?7?) - nastepujacym wzorem

dUly, x = TdS + poHdM (3.67)

8Zwréémy ponownie uwage na pozostalosé teorii kalorycznej, ktéra tkwi w okresleniu ” pojemno$é cieplna”. Nieostrozny
Czytelnik méglby odnie$é wrazenie, ze wielkosé ta dotyczy ilosci ciepla zawartej w ukladzie termodynamicznym.



24 ROZDZIAL 3. ZASADY TERMODYNAMIKI

gdzie H = %Bo oznacza natezenie zewnetrznego pola magnetycznego skierowanego wzdtuz wyrdznionego
przez uklad kierunku. Widaé zatem, ze wéréd parametréw intensywnych charakteryzujacych stan
paramagnetyka nalezy obok temperatury T uwzgledni¢ takze natezenie pola magnetycznego H =

L (6‘3—/&) SV.N" W przypadku paramagnetyka definiujemy pojemnos$¢ cieplng przy ustalonym mo-

Ho
mencie magnetycznym Ciy
oS
Cm=T () (3.68)
T ) v
oraz pojemno$c cieplng przy ustalonym polu magnetycznym Cyg
oS
Cy=T () . (3.69)
T ) v u,n

Pojemnosé cieplna zalezy od rozmiaréw ukladu. Aby uzyskaé¢ charakterystyke substancji tworzacej
uktad musimy wprowadzi¢ wielko$é¢ niezalezna od rozmiardéw. Molowym cieptem wlasciwym w pro-
cesie (zwanym réwniez skrétowo cieptem wlasciwym w procesie), w trakcie ktérego ustalony jest
parametr m nazywamy iloraz pojemnosci cieplnej uktadu w tym procesie i liczby moli substancji

Cx T [0S
“ENTN (w)m i (370)

Oprécez ciepel wlasciwych do scharakteryzowania proceséow przebiegajacych w prostych ukladach
stuza nastepujace wielkosci

o wspoltczynnik Scisliwosci izotermiczney

1 /oV
=—— (= . 71
" 14 (3P>T,N (371

Wspélczynnik ten charakteryzuje izotermiczne zmiany objetosci uktadu pod wplywem ci$nienia.

o wspotczynnik $cisliwosci adiabatycznej

1 /oV
Rs = _V <8p>S,N . (372)

Wspdlezynnik ten charakteryzuje zmiany objetosci ukladu pod wplywem ci$nienia w procesach
adiabatycznych.

o wspolczynnik rozszerzalnosci cieplnej o

1 <8V)
a=—=| = ; (3.73)
vV \or PN
e wspdtczynnik temperaturowy preznosci B
1/ 0p
6=- <) . 3.74

W przypadku paramagnetykéw definiuje sie wspélezynniki okreslajace zmiany magnetyzacji m = M/V
wywolane zmianami pola magnetycznego:
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e podatnos¢ magnetyczng przy stalej temperaturze

8m>
XT =\ 507 . (3.75)
<8H T,V,N

oraz

— adiabatyczna podatno$é magnetyczna,

3m>
xs=|=— . (3.76)
<8H S,V,N

Miedzy zdefiniowanymi w tym podrozdziale wielkosciami zachodza pewne zwiazki. Przykladowo
wspolczynnik $cisliwosci adiabatycznej jest proporcjonalny do wspdlezynnika $cidliwosci izotermicznej

ks = v K (3.77)
Cp

co wynika bezposrednio ze wzoréw na przeksztalcanie pochodnych

v
1 <8V> (57)y _ev

_ LoV —
V\op)r (@) p

W powyzszych wzorach zaleznosé od liczby moli N nie byla explicite wypisywana. Wspdlczynniki
rozszerzalno$ci cieplnej, preznosci i $cisliwosci izotermicznej sa z kolei powiazane wzorem

1 <E;V) (%), 16D (%),
P

(3.78)

pBEr =a (3.79)

ktory wynika bezposrednio ze wzoru na pochodna funkcji uwiktane;j.

3.9 Trzecia zasada termodynamiki

Trzecia zasada termodynamiki dotyczy wiladciwosci uktadéw w szczegdlnych sytuacjach, gdy ich
temperatura dazy do zera. Podobnie jak pozostate zasady termodynamiki stanowi ona uogdlnienie
obserwacji doswiadczalnych, tym razem odnoszacych sie do niskich temperatur. Nalezy mie¢ na
uwadze fakt, iz informacje o stanach réwnowagowych ukladéw termodynamicznych w temperaturze
zera bezwzglednego uzyskiwane sa w ramach procedury ekstrapolacji danych otrzymanych w nieze-
rowych temperaturach, a nie metoda bezposredniego pomiaru. Procedura ta jest na ogét bardzo
uciazliwa ze wzgledu na koniecznoéé¢ utrzymywania badanych ukladéw w stanach réwnowagi. Trze-
cia zasada termodynamiki jest przedstawiana albo w sformulowaniu pochodzacym od Nernsta i
nazywana jest postulatem Nernsta, albo w bardziej zawezajacym sformutowaniu pochodzacym od
Plancka. Przedstawimy oba sformulowania :

8Walther Hermann Nernst, (1864-1941), chemik niemiecki. W roku 1920 otrzymatl nagrode Nobla z chemii.
8Max Karl Ernst Ludwig Planck, (1858 -1947), fizyk niemiecki, jeden z twércéw fizyki kwantowej, otrzymal nagrode
Nobla z fizyki w roku 1918.
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Postulat Nernsta
Zmiana entropii ukladu zamknietego w dowolnym procesie zachodzacym w temper-
aturze zera bezwzglednego wynosi zero.

Jezeli do scharakteryzowania stanu ukladu uzyjemy dwoch paramteréw, T oraz @, to postulat
Nernsta mozna zapisaé w postaci

%iir}) [S(T,Qr) — S(T,Q,)] =0 . (3.80)
Innymi stowy, izoterma T = 0 jest adiabata. Sformulowanie to pokazuje, ze trzecia zasada ter-
modynamiki ma nieco inny charakter od poprzednich zasad. Jej rezultatem nie jest pojawienie
sie nowych wielkosci termodynamicznych, tak jak to ma miejsce w przypadku pierwszej zasady
termodynamiki (energia wewnetrzna, energia przekazana na sposéb ciepla), drugiej zasady termo-
dynamiki (entropia), oraz zerowej zasady termodynamiki (temperatura empiryczna), lecz jedynie
nalozenie dodatkowych ograniczen na entropie.

Jeszcze silniejsze warunki odno$nie zachowania sie entropii w temperaturze zera bezwzglednego za-
warte sa w postulacie Plancka , zwanym czasami postulatem Nernsta-Plancka :

Entropia ukladu zamknietego ma zerowa warto$é¢ dla wszystkich stanéw o T = 0:
li T =0 . .81
lim S(T.Q) = 0 (381)

A zatem zgodnie z postulatem Plancka izoterma T = 0 jest nie tylko adiabata - co wynika juz
z postulatu Nernsta - ale adiabata o S = 0. Z géry nalezy zastrzec, ze ekstrapolacja danych
doswiadczalnych dla pewnych ukladéw fizycznych nie spelia postulatu Plancka. Do podobnego
wniosku mozna doj$é badajac niektére modele fizyczne w ramach (wykraczajacej poza termody-
namike) analizy opartej na kwantowej mechanice statystycznej.

Przejdzmy teraz do wnioskéw wynikajacych z trzeciej zasady termodynamiki. Z postulatu Nernsta
wynika bezposrednio znikanie pochodnej

. (08
lim (362>T,N =0 . (3.82)

Po skorzystaniu z tozsamosci Maxwella (patrz nastepny rozdziat) wynika, iz w przypadkach gdy
@ = p lub Q =V oznacza to, iz

lim (8‘/) =0, lim (81)) =0 . (3.83)
T—0 \ OT N T—0 \ 0T VN

A zatem z postulatu Nernsta wynika znikanie wspélezynnika rozszerzalnosci cieplnej a oraz wspdlezynnika

temperaturowego preznosci § w granicy T = 0.
Rozwazmy teraz entropie molowa s jako funkcje temperatury T i pewnego parametru ¢ (np.
ci$nienia lub objetosci molowej). W takim przypadku rézniczka ds moze by¢ zapisana w postaci

ds(T, q) = (g;)da+ (g(‘Dqu . (3.84)
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Calkujac w granicach od 0 do T uzyskujemy

() = s(0.0) = [ WD gp (3.85)

Zgodnie z postulatem Plancka funkcja s(0, ¢) musi by¢ tozsamosciowo réwna zeru, zas catka wystepujaca
W powyzszym wzorze - zbiezna. Warunkiem zbieznosci calki jest z kolei znikanie w granicy 7" — 0
ciepta wlasciwego przy dowolnie ustalonym parametrze g

%11110 c(T,q) =0 . (3.86)

Badania doswiadczalne a takze analiza modeli uktadéw fizycznych w ramach mechaniki statysty-
cznej potwierdzaja te wlasciwosé ciepet wlasciwych. Warto podkresli¢, ze zgodnie z powyzszymi
rozwazaniami entropie prostego ukladu termodynamicznego mozemy zapisa¢ wzorem

T U
S(T,q):/o W(ﬂ” . (3.87)

Istotna implikacja trzeciej zasady termodynamiki jest niemoznos$é osiagniecia temperatury zera
bezwzglednego w trakcie kwazistatycznego procesu adiabatycznego. Rzeczywiscie, skoro zgodnie z
postulatem Plancka izoterma T = 0 jest réwniez adiabata S = 0, to proces o S = const # 0 nie
moze doprowadzi¢ do temperatury T' = 0. Do trzeciej zasady termodynamiki powrécimy w drugiej
czesci skryptu poswieconej mechanice statystycznej.
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Rozdzial 4

Potencjaly termodynamiczne

4.1 Energia wewnetrzna jako potencjal termodynamiczny

Sformutowana w poprzednim rozdziale druga zasada termodynamiki wyraza zasade wzrostu en-
tropii. Przypominamy, ze zgodnie z ta zasada zbior parametrow ekstensywnych charakteryzujacych
stan réwnowagi izolowanego uktadu termodynamicznego odpowiada globalnemu maksimum entropii
wyrazonej jako funkcja tych parametréw. Zasada wzrostu entropii jest przyktadem - licznych w
fizyce - zasad ekstremum. Przykladowo, analizowane w ramach mechaniki klasycznej polozenia
réwnowagi trwalej czastki znajdujacej sie w polu sit potencjalnych sa tozsame polozeniom miniméw
potencjatu tych sil. Ze wzgledu na to podobienistwo entropie zaliczamy do potencjaléw termody-
namicznych. Potencjatem termodynamicznym nazywamy funkcje stanu, ktérej ekstrema (minima
lub maksima) odpowiadaja stanom réwnowagi danego uktadu termodynamicznego.

Energia wewnetrzna jest réwniez potencjalem termodynamicznym. Odpowiadajaca jej zasada ek-
stremum nosi nazwe zasady minimum energii wewnetrznej . Mdowi ona, ze wartosci parametréw
ekstensywnych osiagniete pod nieobecnos$é wiezéw minimalizuja energie wewnetrzng (wyrazona jako
funkcje tychze parametréw ekstensywnych) uktadu o ustalonej wartosci entropii na zbiorze wszys-
tkich stanéw réwnowagi z wiezami o tej wartosci entropii.

Zasada minimum energii jest réwnowazna zasadzie maksimum entropii, co ponizej dowiedziemy.

— W pierwszej kolejnosci wykazemy, ze z zasady maksimum entropii wynika zasada minimum en-
ergii wewnetrznej (symbolicznie zapisujemy to w postaci: max.S = minU). Przeprowadzimy
dowdéd ad absurdum. Zalézmy, ze istnieje stan réwnowagi scharakteryzowany przez energie
wewnetrzna Uy 1 entropie Sy taki, ze - dla ustalonej entropii Sy - energia wewnetrzna nie jest
minimalna. Wdéwezas istnieje stan (U, Sp), taki ze U < Uy. Pozwala to przeprowadzié proces,
w ktérym od ukladu w stanie (Up, Sp) pobieramy kwazistatycznie energie w formie pracy me-
chanicznej, a nastepnie te sama energie dostarczamy do uktadu w formie ciepta. Symbolicznie
mozemy to zapisaé jako :

(U07S0) - (U/5S0)+W*> (U,750)+Q*> (U07S) (41)
przy czym U < U’ < Uy, W = Q > 0 oraz S > Sy. W wyniku tego procesu uzyskujemy stan
0 tej samej energii wewnetrznej, lecz wigkszej entropii. Wnioskujemy zatem, ze jezeli (U, So)

nie byt stanem o minimalnej energii przy ustalonej entropii, to zarazem nie jest stanem o
maksymalnej entropii przy zadanej energii.

29
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— Pokazemy teraz odwrotne wynikanie (min U = max S). Podobnie jak poprzednio przeprowadz-
imy dow6d przez sprowadzenie do niedorzecznosci. Zalézmy, ze uklad jest w stanie (Up, Sp)
przy czym entropia nie jest maksymalna przy tej wartosci Uy, tj. istnieje inny stan (Up, S),
taki ze S > Sy. Nastepnie uklad w stanie (U, S) wprowadzamy w kontakt z termostatem
i odbieramy energie w formie ciepta @ tak, zeby uzyska¢ stan o entropii Sy i pewnej energii
wewnetrznej U:

(UOaS) - (U7 SO)+Q ’ (42)

przy czym U < Uy. Wobec tego jezeli stan (Up, Sp) nie byl stanem o maksymalnej entropii
to nie jest takze stanem o minimalnej energii, co konczy dowdd réwnowaznosci obu zasad
ekstremum.

|
Poprzednio pokazaliSmy, ze entropia jest wklesta funkcja U, V oraz N. Podobnie mozna przekonaé
sie, ze energia wewnetrzna jest wypukta funkcja S, V i NV, tj.
U@Sa+ (1 —a)Sg,aVa+ (1 —a)Vg),aNs+ (1 —a)Np < (4.3)
OtU(SA, Va, NA) + (1 — a)U(SB, VB) ,
gdzie a € [0;1].

Powyzsza wlasciwo$é pozwala nam przeprowadzi¢ dowdd réwnowaznodci zasady maksimum entropii
i zasady minimum energii w sposéb bardziej formalny. Zgodnie z zasada maksimum entropii jesli

(Uo, X1,0,---,Xn,0) jest stanem réwnowagi to parametry go opisujace odpowiadaja ekstremum S
oS
2 UK X X it X U2y v, X = X0

przy czym wobec wklestosci entropii ekstremum tym jest maksimum.

Rozwazmy pochodna ( aa)[(], )
v/ 8, X1, X1, X1, X

. Zgodnie ze wzorem na pochodna funkcji uwiktane;j

as )
(5‘U) _ <8Xi UXpXin XesnonXn _ o ( 35)
S, X150 Xi—1,Xi+1,0, X0 9X; U X1, ., Xi—1,Xit1,-,Xn

‘ 25
X, (50) x,...x. i
4.5
wiec wobec (4.4)
ou
v, (ax> =0 . (4.6)
/8, X1, Xim1, X415 X0 U=Uo ¥, X;=X;.0

WykazalisSmy w ten sposéb, ze stan termodynamiczny, ktérego parametry ekstremalizuja entropie
przy ustalonej energii wewnetrznej, odpowiada ekstremum energii wewnetrznej przy ustalonej en-
tropii ze wzgledu na te same parametry. Wiemy jednak, ze energia wewnetrzna jest wypukta funkcja
swoich parametréw, wiec ekstremum tym jest minimum.

4.2 Alternatywne reprezentacje zwiazku podstawowego

Przedstawione w poprzednim podrozdziale zasady ekstremum odnosza sie¢ do prostych uktadéw
termodynamicznych, ktérych stany charakteryzowane sa przez zmienne {U,V, N} albo {S,V, N}.
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Wiemy jednak, ze stan ukladu mozna okresli¢ za pomoca réznych kompletéw niezaleznych para-
metréw termodynamicznych. Mozna zatem przypuszczaé, ze réwniez dla tych innych zestawoéw
zmiennych charakteryzujacych stany prostego ukladu termodynamicznego istnieja odpowiednie za-
sady ekstremum. Przed przystapieniem do ich sformulowania nalezy przepisa¢ w nowych zmiennych
zwiazek podstawowy. Zwiazek podstawowy zawiera pelna informacje o uktadzie i dotychczas poz-
naliSmy jego dwie reprezentacje. Nalezy teraz - w oparciu o ktéras z tych reprezentacji - dokonaé
przepisania zwiazku podstawowego w nowych zmiennych, w ten sposéb by nic nie utraci¢ z zawartej
w nim pelnej informacji o ukladzie.

Okazuje sie, ze wlasciwa metoda przeksztalcenia zwiazku podstawowego od starych do nowych
zmiennych jest transformacja Legendre’a. Tradycyjnie, za wyjsciowy zwiazek podstawowy uznaje
sie zwiazek podstawowy w reprezentacji energii wewnetrznej U = U(S,V,N). W zaleznosci od
dokonanego wyboru nowych zmiennych stuzacych do okreglenia stanu uktadu uzyskuje sie - po
zastosowaniu transformacji Legendre’a - nastepujace reprezentacje zwiazku podstawowego:

— reprezentacja energii swobodnej Helmholtza F(T,V,N) :
F(T,V,N):igf [U(S,V,N)-TS] (4.7)

gdzie wielkosé T wystepujaca po prawej stronie réwnania jest parametrem. W przypadku, gdy
U jest Scisle wypukta, rézniczkowalng funkcja S definicja powyzsza sprowadza sie do postaci

F(T,V,N) =U(S(T,V,N),V,N) - T S(T,V,N) , (4.8)

przy czym entropie S - ktora przestaje by¢ zmienna niezalezna i staje sie funkcja temperatury,
objetosci i liczby moli - wyznaczamy z warunku wynikajacego z réwnania (4.7):

ou
T=|+5 = S=S(T,V,N) . (4.9)
05 )y N
Wobec (3.29) energia swobodna Helmholtza prostego ukladu termodynamicznego wyraza sie
wzorem
F(T,V,N)=—pV +uN | (4.10)
za$ jej rézniczka ma postac
dF = —-SdT — pdV + udN . (4.11)

Widaé¢ wiec ponownie, ze zmiennymi niezaleznymi sa T, V, N oraz

OF
S =— <8T’)V’N s (412&)
oF
=—| = 4.12
= (50),, )
OF
=== . 4.12
v~ (%), 12

Zmienne T, V, N nazywamy zatem naturalnymi zmiennymi niezaleznymi w przypadku energii
swobodnej Helmholtza.



32

ROZDZIAL 4. POTENCJALY TERMODYNAMICZNE

— reprezentacja entalpii H(S,p, N)

H(S,p,N):igf [US,V,N)+p-V] (4.13)

gdzie —p jest parametrem. W przypadku, gdy U jest écisle wypukla i rézniczkowalna funkcja
V parametr p zwiazany jest z pochodna energii wewnetrznej

ou
p_—<8V)SN = V=V(SpN) (4.14)

i entalpie mozemy zapisaé jako :
H(S,p,N)=U(S,V(S,p,N),N)+p-V(S,p,N) (4.15)
Wobec (3.29) entalpia prostego ukladu termodynamicznego wyraza sie wzorem
H(S,p,N)=TS+uN , (4.16)

zas jej rézniczka
dH =T -dS+V -dp+p-dN (4.17)

wskazuje, ze (naturalnymi) zmiennymi niezaleznymi sa S,p, N za$

OH

T= () , (4.18a)
oS N

V= <8H> , (4.18b)
op S,N
OH

"= <6]V>S7p N (418C)

reprezentacja entalpii swobodnej zwanej takze energiq swobodng Gibbsa lub potencjatem Gibbsa
G(T,p,N)
G(T,p,N) = inf [U(S,V,N) =TS +pV] (4.19)

)

gdzie T oraz —p sa parametrami. W przypadku, gdy U jest $cidle wypukla i rézniczkowalna
funkcja S i V otrzymujemy

G(T,p,N):U(S(T,p,N),V(T,p,N),N)—TS(T,p,N)-i—pV(T,p,N) ) (420)

gdzie funkcje S(T,p, N),V(T,p, N) otrzymane zostaja w wyniku rozwiazania réwnar

oUu oU
T—(as>V,N ’p—‘<av>S,N | (4.21)

Wobec (3.29) entalpia swobodna wyraza si¢ wzorem
G(T,p,N) =uN (4.22)

za$ jej rézniczka

dG = —SdT + Vdp + pdN (4.23)
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pokazuje, ze (naturalnymi) zmiennymi niezaleznymi sa T, p, N oraz

oG
S=—|—==— 4.24
(5) . - (1.240)
V= (8G) , (4.24b)
9 ) 1N
oG
=== . 4.24
. <8N>T,p ( C)
— reprezentacja potencjatu wielkiego kanonicznego Q(T,V, u)
QT,V,p) = énjg [U(S,V,N)—-TS8 — uN] . (4.25)

W przypadku, gdy U jest Scisle wypukla, rézniczkowalna funkcja S i N :

gdzie funkcje S(T,V, u), N(T,V, 1) otrzymane zostaja w wyniku rozwiazania réwnan

oU oU
st - (& . 4.2
(85)VN - <8N>sy 4z

Wobec (3.29) potencjat wielki kanoniczny wyraza si¢ wzorem

QT V,p) = —pV (4.28)
za$ jego rozniczka
dY=—-SdT' —pdV — Ndu (4.29)
wskazuje, ze (naturalnymi) zmiennymi niezaleznymi sa T, V, i oraz
o0
S=—|= 4.30
(aT)V,M ’ (130
o0
=—| == , 4.30b
v=-(5), (4.300)
Q
N=- <8> . (4.30¢)
)y

Transformacje Legendre’a mozna réwniez zastosowaé¢ do zwiazku podstawowego w reprezentacji
entropii. Uzyskane w ten sposéb funkcje nosza wspdlna nazwe funkcji Massieu-Plancka. W termo-
dynamice uzywane sa zasadniczo trzy funkcje z tej grupy. Sa to:

- v (%JﬂN) - funkcja Massieu

v <:1Fv N) = sup {S(U,V,N) - ﬂ , (4.31)

gdzie % pehi role parametru. Gdy S jest Scisle wklesta, rézniczkowalng funkcja U parametr

1 . .
T wyraza sS1€¢ wzorem

1 oS 1
L —U(=.V.N 4.32
T (3U>V,N = U U(T,V7 ) (4.32)
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i definicje funkcji Massieu mozemy sprowadzi¢ do postaci:

1 1 1 1
U=, V,N|= — VN N|)—-= — VN . 4.
(L) =s(o (b)) to(bun) - s
Wobec tej definicji funkcja Massieu wyraza sie wzorem
1 _ b Iz
v <T,V,N) = TV TN , (4.34)

czyli

F
U=
T

(4.35)
Wzoér na rézniczke funkcji Massieu ma postac

_ L .»p H
AV = —Ud= + ZdV — =dN (4.36)

potwierdza, ze zmiennymi niezaleznymi sa %, V, N oraz ze

e _ (?j) ’ (4.37a)
T/ V,N
= <g“1;> o (4.37b)
b (gj‘f[) o (4.37¢)
P (%, £, N) - funkcja Plancka
@ (; ;,N> = sup {S(U, V,N) — %U - ;V] , (4.38)

gdzie % oraz % sa parametrami. W przypadku, gdy S jest Scisle wklesta, rézniczkowalna
funkcja U i V definicja ta sprowadza sie do

L A Lp 1r (Ll e Yy By (L
q)(T’T’N)S(U (T’T’N) ’V<T’T’N) ’N> TU<T’T’N> 7V (T’T’N>

(4.39)
Funkcja Plancka wyraza sie wzorem
L p __HK
@(T,T,N> = TN , (4.40)
czyli
G
¢ =—— 4.41
. (4.41)

Rézniczka funkcji Plancka ma postaé

_ 1 p_ K
P = ~Udz = Vdz; — ZdN (4.42)
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skad wynika ze zmiennymi niezaleznymi sa %, &, N oraz ze

(),
O/ » n

St

— q(%,V, &) - funkcja Kramersa

1 n 1 I
— [/ — = 1) [/ A% —*i/ +*N
q(T, 5T> S];l}\:[) |:S( s Vo ) T T :|

gdzie % oraz —% sa parametrami. W przypadku, gdy S jest Scisle

funkcja S i N definicja ta sprowadza sie do postaci

1 AN 1 I 1 u 1 1 o
(L) =5 (o (b v ) v (L)) - 2o (L2
Funkcja Kramersa wyraza sie wzorem

czyli

Rézniczka funkcji Kramersa

_ L p H
dq=—Udz + 7dV + Nd

wskazuje, ze zmiennymi niezaleznymi sa %, V, % oraz ze
0
U T <1> ’
97/ v,s
p_ (%
T 0 1 ’
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(4.43a)

(4.43b)

(4.43¢)

, (4.44)

wklesta, rézniczkowalna

fy (L
J+2 (1)

(4.45)

(4.46)

(4.47)
(4.48)

(4.49a)

(4.49D)

(4.49¢)



36

ROZDZIAL 4. POTENCJALY TERMODYNAMICZNE

4.3 Zasady ekstremum dla potencjaléw termodynamicznych

Rozwazmy uklad opisywany przez zmienne ekstensywne @1, ..., Q, (wérdd ktérych wystepuje en-
tropia) pozostajacy w réwnowadze z otoczeniem R. Sklada sie ono ze zbiornikéw Ry, ..., Ry, (m <
n) scharakteryzowanych odpowiednio przez parametry intensywne Pg,,...,Pg, . Pod pojeciem
zbiornika o ustalonym parametrze intensywnym Pg; rozumiemy uktad termodynamiczny na tyle
duzy, ze w trakcie proceséw w nim przebiegajacych parametr Pg; nie ulega zmianie. Jezeli uktad po-
zostaje w rownowadze z j-tym zbiornikiem to jego rola polega na umozliwieniu wymiany z uktadem
wielkodci fizycznej opisywanej przez zmienng ;. W zwigzku z tym odpowiednie parametry inten-
sywne uktadu P; oraz otoczenia Pg; s sobie réwne i nie ulegaja zmianie podczas procesu wymiany
wielkosci @

Pr, =P; (4.50)
dQr, +dQ; =0 (4.51)
gdzie 7 = 1,..., m. Przykladem jest zbiornik objetosci, ktorego cisnienie nie ulega zmianie w trakcie

przebiegajacych w nim procesow oraz zbiornik ciepta, ktérego temperatura pozostaje stata w trakcie
przebiegajacych w nim proceséw. Uklad bedacy w réwnowadze ze zbiornikem objetosci jest od niego
oddzielony ruchoma $cianka a w rownowadze ze zbiornikiem ciepta - $cianka diatermiczna.

W odniesieniu do calosci, tzn. ukladu badanego oraz otoczenia mozna zastosowaé zasade minimum
energii. Zgodnie z nia wirtualne zmiany parametréw ekstensywnych sa takie, ze

dU+Ug)=0 , (4.52)
d*(U +Ug) >0 (4.53)
przy warunku
d(S+Sr)=0 . (4.54)
Zmiana energii wewnetrznej otoczenia wyraza sie wzorem
dUp = ZPRidQ R = — Z PdQ; . (4.55)
i=1 i=1
Poniewaz parametry intensywne P;, ¢ = 1,...,m sa state (dP; = 0 ) to wzdr (4.52) przyjmuje postac
dU =Y PQi)=0 . (4.56)
i=1

Ze wzgledu na wielko$¢ zbiornikéw ich parametry intensywne Pp, nie ulegajg zmianom. Dlatego

. S & Pr, . .
znika wielko$é d?Ugr = Y. _| 752dQgr,dQr, i mozna napisaé
i,j=1 8QR‘ i j
J

d*(U — Zm: PQ:) >0 . (4.57)
i=1

Wyrazenie U — Y"1 | P,Q; jest transformata Legendre’a energii wewnetrznej i dzieki temu wzory
(4.56) 1 (4.57) mozemy wyrazi¢ stowami jako zasade minimum transformaty Legendre’a energii
wewnetrznej : wartosci parametréw ekstensywnych uktadu pozostajacego w réwnowadze ze zbiornikami
scharakteryzowanymi przez parametry intensywne Pr 1, . .., Pr m osiagniete pod nieobecnos$é wiezéw
wewnetrznych minimalizuja transformate Legendre’a energii wewnetrznej wzgledem parametrow
Q1,-..,Qm na zbiorze wszystkich stanéw réwnowagi z wiezami o P = Pg,,..., Py, = Pg,, oraz
przy ustalonych wartosciach pozostaltych parametréw Q.,+1, ..., @, okreslajacych stan uktadu.

7 tego ogdlnego sformutowania wynikaja nastepujace przypadki szczegdlne:
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— Zasada minimum entalpii : wartosci parametréw ekstensywnych ukladu pozostajacego w
réwnowadze ze zbiornikiem objetosci o cidnieniu py minimalizuja entalpie na zbiorze wszyst-
kich stanéw réwnowagi o stalym cisnieniu p = pg, ustalonej wartosci entropii oraz pozostatych
(poza V' i S) parametréw ekstensywnych okreslajacych stan ukladu.

— Zasada minimum energii swobodnej Helmholtza : wartosci parametrow ekstensywnych ukladu
pozostajacego w rownowadze ze zbiornikiem ciepta o temperaturze Ty minimalizuja energie
swobodna Helmholtza na zbiorze wszystkich standéw réwnowagi o stalej temperaturze T =
T, ustalonej wartosci objetosci oraz pozostalych (poza S i V) parametréw ekstensywnych
okreslajacych stan uktadu.

— Zasada minimum entalpii swobodnej : wartosci parametrow ekstensywnych ukladu pozostajacego
w réwnowadze ze zbiornikiem objetosci o ci$nieniu pg i zbiornikiem ciepta o temperaturze Tj
minimalizuja entalpie swobodna na zbiorze wszystkich stanéw réwnowagi o stalym ci$nieniu
p = po 1 temperaturze T = T oraz ustalonej wartosci pozostalych (poza V' i S) parametréw
ekstensywnych okreslajacych stan uktadu. .

— Zasada minimum wielkiego potencjatu kanonicznego : warto$ci parametréow ekstensywnych
ukladu pozostajacego w réwnowadze ze zbiornikiem ciepta o temperaturze T i zbiornikiem
masy o potencjale chemicznym gy minimalizuja wielki potencjal kanoniczny na zbiorze wszys-
tkich stanéw réwnowagi o stalej temperaturze T = Ty i potencjale chemicznym p = pg,
ustalonej wartosci objetosci oraz pozostalych (poza S,N i V) parametréw ekstensywnych
okreslajacych stan uktadu.

Zwroémy uwage, ze np. w przypadku zasady minimum energii swobodnej Helmholtza warunek
stalosci temperatury T', catkowitej objetosci uktadu V' oraz pozostatych parametréw ekstensywnych
okreslajacych stan ukladu jako calosci nie eliminuje zmian w uktadzie zachodzacych w wyniku
usuniecia wiezéw wewnetrznych, gdy uktad dochodzi do nowego stanu réwnowagi. Jezeli ukiad
sktada sie z dwéch podukladéw o objetosciach V4 oraz Vp to wprawdzie podczas osiagania stanu
rownowagi V4 + Vg =V = const, ale wielkosci V4 oraz Vp moga sie zmieniaé¢ tak by spetniony byl
warunek stalosci catkowitej objetosci V. Analogicznie rzecz sie ma w przypadku pozostalych zasad
minimum.

4.4 Tozsamosci Maxwella

Pod pojeciem tozsamosci (zwiqzkéw) Mazwella rozumie sie zwiazki pomiedzy pochodnymi czastkowymi
parametréw termodynamicznych. Wynikaja one z réwnosci drugich pochodnych mieszanych po-
tencjaléw termodynamicznych. Jezeli dany potencjal termodynamiczny zalezy od n zmiennych,
to na podstawie rownosci drugich pochodnych mieszanych mozemy uzyskaé @ tozsamosci
wiazacych pochodne czastkowe parametréow termodynamicznych czyli pierwszych pochodnych czastkowych

potencjatu.

Przykladowo, energia wewnetrzna U jednoskladnikowego prostego uktadu termodynamicznego zalezy
od trzech zmiennych S,V N. Zgodnie z powyzsza analiza otrzymujemy trzy tozsamosci Maxwella :

(gg)m - (Zﬁ)m (4.58a)
(gl?f)&v - <gg>w (4.58b)

op\  _(on
- <8N>s,v - (aV>s,N (4.58¢)
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Jedli chcemy wyprowadzié¢ tozsamosé Maxwella dla danej pochodnej to stosujemy nastepujaca ogélna
procedure:

1. Ustalamy zbiér zmiennych niezaleznych. Sa to: zmienna, po ktérej rézniczkujemy oraz zmi-
enne, ktorepozostaja ustalone podczas rézniczkowania.

2. Ustalamy potencjal termodynamiczny, dla ktérego zbiér zmiennych niezaleznych wyznaczony
w pkt 1 jest naturalnym zbiorem zmiennych.

3. Wielko$¢ rézniczkowana zapisujemy jako odpowiednia pochodna tego potencjatu termodynam-
icznego. linteresujaca nas pochodna czastkowa jest druga pochodna odpowiedniego potencjatu
termodynamicznego.

4. Zamieniamy kolejnosé¢ rézniczkowania i wyznaczamy pochodna potencjatu termodynamicznego.

os\ _o| [ (ory |__(oF\ _
oV )rn 1% TN or )y y N ovorT ] N
_(OFN _ 9| |_(oF _ (9%
oTov ] -~ or oV )r N \oT VN
Warto dodaé, ze istnieja reguly mnemotechniczne ulatwiajace zapamietanie kompletu tozsamosci
Maxwella dla prostego uktadu termodynamicznego, w ktérym nie ulega zmianie liczba moli. Nie po-

dajemy ich w tym miejscu uznajac ze przedstawiona powyzej procedura wyprowadzania tozsamosci
Maxwella jest naturalna i wystarczajaco klarowna.

Przyklad:

(4.59)

V,N

Udowodnimy teraz tozsamos$¢ Maxwella

(3), (),

Wykorzystujac funkcje Massieu (4.34) (4.36) otrzymujemy

<gg)T - <gg>% - (Zi)v = *(p+% (gi)v) = - {pT (gg)v] . (461)

Mozemy przeprowadzi¢ rowniez dowdd alternatywny. Ze wzoru na zamiane zmiennych
ou ou ou oS
) == - - . 4.62
(5v), = (7)., (55), (%), o

Jednakze wobec (3.18) oraz (3.19)
ou oS
(5v), ==+ (), e

i ostatecznie przy wykorzystaniu (4.59) uzyskujemy (4.60).
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Znajomosé formalizmu tozsamosci Maxwella pozwala nam wyznaczy¢ zwiazek miedzy cieptem
wiadciwym przy ustalonym cidnieniu i cieplem wlasciwym przy ustalonej objetosci. Wykorzysujac
wz6r na zamiane zmiennych uzyskujemy

. T (85) T (85) +<85’) <8V) . +T (85) (8V> (4.64)
= — _— = — _— _— _— =Cy —_ _— _— .

PN \oT » N or ), ov ) \oT v N \oV ), \oT v

i stad przy uzyciu tozsamosé Maxwella (4.59) oraz wzoru na pochodna funkeji uwiktane;

oV
_ T (op vy T (97), (oV
C”_CV+N(8T)V(8T>p_CV_N<8V) <8T> (4.65)
op T p

i ostatecznie przy wykorzystaniu definicji wspélezynnika rozszerzalnosci termicznej (3.73) oraz
wsp6tczynnika $cisliwosci izotermicznej (3.71)

¢p = cy + Tvalky! (4.66)
W ten sam sposéb mozemy wyznaczy¢ zwiazek miedzy Scisliwoscia adiabatyczna i izotermiczna

ks = KT — Tvozzc;1 . (4.67)
Powyzsze wzory sa dobra ilustracja wnioskéw, do ktérych prowadzi ogdlna analiza termodynam-
iczna. W ramach termodynamiki mozna znalezé - niezalezne od natury badanego uktadu - zwiazki
pomiedzy réznymi wielkosciami termodynamicznymi, ale a priori nie jesteSmy w stanie wyznaczy¢
kazej z tych wielkosci z osobna.

4.5 Zagadnienie pracy maksymalnej

Jezeli okreslone zostang stany poczatkowy i koncowy pewnego ukladu termodynamicznego to na
og6l mozliwe sa rézne procesy, ktére je tacza. W trakcie kazdego takiego hipotetycznego procesu
badz uktad moze wykonywaé nad otoczeniem pewna (dodatnia) prace badz otoczenie moze wykonaé
(dodatnia) prace nad ukladem. W termodynamice istotnym zagadnieniem jest wyznaczenie tego
sposréd mozliwych proceséw, w ktérym praca wykonana przez uklad jest najwigksza. Jest to tzw.
zagadnienie pracy maksymalnej .

Nim przystapimy do jego rozwiazania przypomnimy definicje pewnych pomocniczych uktadéw.

Kuwazistatycznym Zrodtem pracy nazywamy uklad ostoniety Scianka adiabatyczna oraz taki, ze prze-
biegajace w nim procesy sa kwazistatyczne. Implikuje to stalo$é¢ jego entropii. Kwazistatyczne
zrédlo pracy objetosciowej, ktore jest na tyle duze, ze cisnienie w nim panujace pozostaje state w
trakcie przebiegajacych w nim proceséw nazywamy zbiornikiem ( lub rezerwuarem ) objetosci .

Kuwazistatycznym Zrodlem cieplta nazywamy uklad ostoniety $cianka nieruchoma i nieprzepuszczalng
oraz taki, ze przebiegajace w nim procesy sa kwazistatyczne. Kwazistatyczne zrédlo ciepla, ktére
jest na tyle duze, ze jego temperatura pozostaje stala podczas przebiegajacych w nim proceséw
nazywamy zbiornikiem (lub rezerwuarem) ciepta .

Rozwazmy uklad K oraz jego otoczenie R reprezentowane przez odpowiedni uklad zbiornikéw.
Nalezy do niego zbiornik ciepta i zbiorniki objeto’sci. W zaleznosci od rodzaju procesu przebie-
gajacego w ukladzie bedzie on pozostawal w kontakcie z takim lub innym zbiornikiem reprezen-
tujacym otoczenie. Na przyklad, warunek izotermicznosci przebiegajacego w ukladzie procesu za-
pewnimy poprzez kontakt uktadu ze zbiornikiem ciepla.
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Uktad K poddajemy procesowi przebiegajacemu miedzy okreslonymi stanami poczatkowym i konicowym.

Dopuszczamy sytuacje, w ktérej czesé pracy wykonanej przez uktad w badanym procesie nie jest
zwiazana z oddzialywaniem ukiladu z otoczeniem. Zostaje ona wykonana nad odizolowanym od
otoczenia kwazistatycznym zZrodlem pracy Z. Praca ta moze by¢ w szczegdlnosci nieobjetosciowa,
np. elektryczna.

7 drugiej zasady termodynamiki wynika, ze entropia ukladu izolowanego zlozonego z podukladéw
K, R i Z spelia nieréwnosé¢

ASK+R+Z:ASK+ASR+ASZZO s (4.68)
podczas gdy jego energia jest stala
AUK+R+Z =AUg +AUr+ AUz =0 . (469)

We wzorze (4.68) réwnoséé zachodzi wylacznie dla procesu kwazistatycznego. Z uczynionych zalozen
wynika, ze zmiana energii wewnetrznej zbiornika Z jest réwna pracy wykonanej nad nim przez uktad
K

AUz =W | (4.70)
a zmiana jego entropii jest réwna zeru
ASz =0 (4.71)
wiec
W = —(AUxk + AUR) (4.72)
ASg +ASr >0 . (4.73)

Rozwazmy teraz zmiane entropii otoczenia. Na podstawie definicji poszczegdlnych zbiornikéw
stwierdzamy, ze zmiana entropii otoczenia jest zwiazana jedynie ze zmiana entropii zbiornika ciepta.
Oznacza to, ze musimy przeanalizowa¢ dwa przypadki w zaleznosci od tego czy zbiornik ciepta jest
cz’eScia otoczenia czy tez nie.

— czesdcia otoczenia jest zbiornik ciepta. Woéwczas zmiana energii otoczenia moze by¢ rozbita
na sume dwoch sktadnikow, z ktorych pierwszy odpowiada zmianie energii zbiornika ciepla, a
drugi - pozostatych zbiornikéw R’

AUg = TRASk + AUg: (4.74)
czyli o
W = —(AUg + TrASgr + AUgr/) . (4.75)
Jednakze z (4.73) wynika, ze
W < —(AUk — TRASk + AUg/) . (4.76)

A zatem maksymalna praca wykonywana przez uklad rowna
Wnaz = =AUk — TrSk + Ur') (4.77)

jest osiagana w procesie kwazistatycznym. Zwréémy uwage, ze we wzorze (4.77) nie polozylismy
Tr = Tk . Innymi slowy, na razie nie zakladamy, ze uklad - w trakcie przebiegajacego w nim
procesu - pozostaje w réwnowadze ze zbiornikiem ciepla. Dla jasnoéci warto dodac¢, ze w
rozdziale 4.3 podczas omawiania zasad ekstremum dla potencjaléw termodynamicznych ko-
rzystaliSmy z takiego zalozenia.
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— otoczenie nie zawiera zbiornika ciepta. W tym przypadku (4.73) redukuje sie do postaci
ASg >0 . (4.78)

Rozwazmy zalezno$é¢ pracy wykonanej przez uklad od entropii. W tym celu zrézniczkujmy
(4.72) obustronnie po entropii stanu koricowego przy ustalonych pozostalych parametrach ek-
stensywnych. Zauwazajac, ze w (4.72) zaleznosé ta wystepuje jedynie w energii wewnetrznej
stanu koncowego uzyskujemy

( oW ) __ <8UKvk> — Ty <0 (4.79)
aSK,k V,N aSK,k: V,N

Praca wykonana przez uktad K jest wiec malejaca funkcja entropii stanu konicowego, co oznacza
- przy uwzglednieniu (4.78) - Ze praca ta bedzie najwieksza, gdy entropia stanu koricowego
bedzie réwna entropii stanu poczatkowego. Maksymalna praca wykonywana przez uklad jest
réwna

W maz = —A(UK + UR) (4.80&)

przy dodatkowym warunku
ASg =0 . (4.80b)

Uzyskane wnioski pozwalaja sformutowaé zasade pracy maksymalnej : Proces termodynamiczny
zachodzacy w ukladzie (pozostajacym ewentualnie w kontakcie z okreslonymi rezerwuarami) miedzy
okre$lonym stanem poczatkowym i konicowym jest odwracalny wtedy i tylko wtedy, gdy przebiega
po drodze odpowiadajacej wykonaniu przez uklad maksymalnej ilosci pracy.

Zauwazmy, ze wzory (4.77) 1 (4.80a) nie gwarantuja dodatniosci pracy maksymalnej. W sytuacji,
gdy praca maksymalna okazuje sie mniejsza od zera bardziej naturalnym jest méwienie o minimalnej
pracy Wiin = —Wmas wykonanej nad ukladem, ktéra jest w tym przypadku dodatnia. Zasada
pracy maksymalnej sformulowana w tym jezyku nosi nazwe zasady pracy minimalnej : Proces
termodynamiczny zachodzacy w ukladzie (pozostajacym ewentualnie w kontakcie z okreslonymi
rezerwuarami) miedzy okreslonym stanem poczatkowym i koficowym jest odwracalny wtedy i tylko
wtedy, gdy przebiega po drodze odpowiadajacej pobraniu przez uklad minimalnej ilosci pracy.

Rozwazmy teraz przypadki szczegdlne, gdy przemiany zachodzace w uktadzie K spelniaja pewne
dodatkowe warunki:

— Uklad K jest izolowany od otoczenia. Wéwezas zgodnie z (4.80a)
Wmaz = _AUK ; (481)
czyli - uzyskiwana przy stalej entropii - praca maksymalna jest rowna wzietej ze znakiem mi-

nus zmianie energii wewnetrznej. Alternatywnie otrzymujemy Wy, = AUk

— Uktad K pozostaje w rownowadze ze zbiornikiem pracy objetosciowej, co oznacza, ze za-
chodzacy proces jest izobaryczny px = pr. Wéwcezas zgodnie z (4.80a)

Wmax = _A(UK —PRVR) = _A(UK _PKVR) . (482)

Jedli teraz uktad wymienia objeto$ciowa prace mechaniczng wytacznie ze zbiornikiem objetosci
to

Wmax = —A(UK +pKVK) =—-AHg , (4.83)

czyli w tym przypadku praca maksymalna jest rowna wzietej ze znakiem minus zmianie en-
talpii albo Wy, = AHg. Zauwazmy, ze kontakt ze zbiornikiem objetosci pociaga za soba
koniecznos¢ wylaczenia pracy objetosciowej z pracy odprowadzanej do uktadu Z.
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— Uktad K pozostaje w réwnowadze ze zbiornikiem ciepla, co oznacza ze zachodzacy w nim
proces jest izotermiczny Tk = Tr. Wéwczas zgodnie z (4.77)

Winae = —A(Ux — TrSk) = —A(Ux — Tk Sk) = —AFk (4.84)

czyli w procesach izotermicznych praca maksymalna jest réwna wzietej ze znakiem minus zmi-
anie energii swobodnej Helmholtza. Gdy zmiana ta jest ujemna to wygodniej jest méwié o
pracy minimalnej, ktéra trzeba wykonaé¢ nad ukladem by go przeprowadzi¢ z zadanego stanu
poczatkowego do zadanego stanu koncowego W, = AFk.

— uklad K pozostaje w rownowadze ze zbiornikiem ciepta i zbiornikiem pracy objetosciowej, tj.
zachodzacy proces jest izotermiczny Tx = Tg i izobaryczny px = pr. Wowczas na mocy
(4.77)

Winae = =AUk — TrRSk —prVR) = —A(Ux — Tk Sk —pxVr) - (4.85)

Przy zalozeniu, ze uklad K wymienia objetosciowa prace mechaniczna wylacznie ze zbiornikiem
objetosci
Winae = =AUk — Tk Sk + Vi) = —AGk (4.86)

czyli w tym przypadku praca maksymalna jest réwna wzietej ze znakiem minus zmianie entalpii
swobodnej (energii swobodnej Gibbsa).

Na zakoniczenie rozwazan dotyczacych pracy maksymalnej warto zwréci¢ uwage na ich podobienstwo
do wyprowadzenia zasad ekstremum dla potencjaléw termodynamicznych. Przyktadowo, w os-
tatnim rozwazanym przez nas przypadku ukladu K pozostajacego w kontakcie ze zbiornikiem
ciepla i zbiornikiem objetosci doszliémy do wniosku, ze praca W wykonana nad ukladem Z spelnia
nierownos¢

W< -AGr | (4.87)

przy czym znak réwnosci dotyczy proceséw kwazistatycznych. Jezeli zatem uklad K jest w kontakcie
wylacznie ze zbiornikiem ciepta i zbiornikiem objetosci (tzn. nie wystepuje oddziatywanie z uktadem
Z)YtoW =0, AGx <0i

Grr < Grkp - (4.88)

Procesy nieodwracalne (spontaniczne) przebiegajace w takim uktadzie prowadza do zmniejszenia
wartosci entalpii swobodnej.

4.6 Stabilnos¢ stanéw réwnowagi

W podrozdziale 4.3 wskazaliSmy sposoby wyznaczania stanéw réwnowagi ukladu termodynam-
icznego. Rozwazymy teraz stabilno$¢ stanow réwnowagi ukladéw jednorodnych. Stan rownowagi
bedziemy okresla¢ jako stabilny, gdy jego zmiana bedzie wymagala wykonania nad uktadem do-
datniej pracy. Aby dokladniej zbadaé¢ to zagdnienie wydzielamy z badanego ukladu mata, choé
makroskopowsa jego cze$¢. Reszte ukladu - ze wzgledu na jej rozmiary - mozemy reprezentowaé
przy pomocy zbiornika ciepta o temperaturze Ty, zbiornika objetosci o cisnieniu py oraz zrédia
pracy. Zmiana stabilnego stanu termodynamicznego wymaga wykonania nad ukladem dodatniej
pracy. Innymi slowy odpowiadajaca tej zmianie praca maksymalna musi by¢ mniejsza od zera.
Prace maksymalna w rozwazanym procesie, tzn. od stanu poczatkowego scharakteryzowanego przez
T,,p, (uklad jest w réwnowadze z otoczeniem) do pewnego stanu koricowego wyraza wzor (4.77), w
ktérym w obecnej sytuacji trzeba potozy¢ AUj, = —p,AVr = p,AV. A zatem dla stabilnego stanu
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poczatkowego musi zachodzié¢ (w wielkosciach odnoszacych sie wydzielonego uktadu opuszczamy
indeks K)
AU + p, AV —T,AS >0 , (4.89)

gdzie AU = Uy, — Up, AV =V, —V,,, AS = S, — S, oznaczaja zmiany parametrow towarzyszace
wymuszonej na ukladzie zmianie jego stanu poczatkowego. Potraktujmy teraz U jako funkcje S
oraz V przy ustalonym N i zalézmy, ze powyzsze zmiany sa niewielkie. Dokonamy rozwiniecia AU
w szereg wzgledem poteg AS = S, — 5, i AV =V}, —V,, z dokladnoscig do wyrazéw kwadratowych.
Pamietamy przy tym, ze stan poczatkowy jest stanem réwnowagi w obecnosci zbiornika ciepla i
objetosci, tzn. T, = T,, pp = po. W wyniku rozwiniecia otrzymujemy

AU ZU(Sk, Vk) - U(Sp, V;,) ~

oU oU 1 /0%U 92U 02U
—A —A 2 = (AS)?+2 ASA Z—(AV)? ) =
a5 T gy V+2<as2( S) + 2555y ARV + Gyl V)> (4.90)
1 /0*U 9 o?U 0*U 9
TOAS*]?OAV+ 5 (W(AS) +2858VASAV+W(AV) >
Po podstawieniu do wzoru (4.89) otrzymujemy
82U 9 0%U 02U 5

Zwréémy uwage, ze nieréwnoéé (4.91) jest réwnowazna - po wykorzystaniu d?Up = 0 - wzorowi

(4.53). Powyzsza forme kwadratowa zmiennych AS i AV sprowadzamy do postaci kanonicznej. W
-1
tym celu przed calosé¢ wyltaczamy (%)

AN
(5s)

i pierwsze dwa sktadniki w nawiasie kwadratowym dopelniamy do kwadratu sumy. W konsekwencji

2 2 2 2 2 2
<8 U) (AS)2 zﬁl@U 0°U 90U (4.92)

i i 2
952 952 a5av AV + G5z gy (AY)

uzyskujemy
2U\ T [02U 02U > le2v 2U \* o\ !
CACR IR AU A - AV)? 4.
(as2> [052 5T asav V] Tz (asav) <352) (AV)">0  (4.93)

Powyzsza nieréwnosé musi obowiazywaé¢ dla dowolnych odchylen AS i AV od stanu réwnowagi
poczatkowej. Z powyzszego wzoru wynikaja nastepujace dwa warunki

1.
82U
22 S0 . 4.94
552 > (4.94)
Poniewaz o2 5
U T 1 T
_(ety __1 T 4.95
557 (aS)V,N @)yw O (4.95)

oraz temperatura bezwzgledna jest nieujemna, wiec dostajemy
Cy,>0 . (4.96)

Oznacza to, ze pojemnos¢ cieplna przy stalej objetosci uladu w stabilnych stanach termo-
dynamicznych jest dodatnia. W konsekwencji wzrost temperatury przy ustalonej objetosci
prowadzi do wzrostu energii wewnetrznej.
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02U 92U \* ot !
avf(asav> (652) >0 (4.97)

Przeksztalcaj’ac powyzsza nieréwnosé otrzymujemy

o LOUPU (PUN_ (op ag (TN (o) _
aszavz  \asav) ~— \av)g\as), "\av ) \os), ~

4.98
_oT,p) _ oT,p)o(T,V)  (Op 1 _ T (o o)
o(S,V) (T, V)a(S,V) v (%)V G, \OV ),
co prowadzi do wniosku, ze
dp
<W)T,N <0 . (4.99)

Warunek ten mozemy zapisaé, postugujac sie definicja wspdlczynnika $cidliwosci izotermicznej

(3.71), w postaci réwnowaznej
oV
= —— >0 4.100
" ( op ) ( )

7 powyzszej nieréwnosci wynika, ze izotermicznemu zwiekszaniu objetosci stabilnego uktadu
termodynamicznego towarzyszy zmniejszanie sie jego cisnienia.

Zastosowanie warunku stabilnosci (4.100) do (4.66) prowadzi do wniosku, ze dla stabilnego ukladu
termodynamicznego cieplo wlasciwe przy stalym cisnieniu jest zawsze wigksze od ciepla wlasciwego
przy stalej objetosci i w konsekwencji jest réwniez wieksze od zera

p>ey >0 . (4.101)

Rozwazmy teraz ograniczenia narzucane przez warunki stabilnosci na $cigliwosé adiabatyczng. Anal-
iza wzoru (4.67) pokazuje, ze $cisliwosé adiabatyczna jest mniejsza od $cigliwosci izotermicznej

ks < KT . (4.102)

Scigliwosé adiabatyczna pozostaje jednak nadal wieksza od zera, co pokazuje ponizszy rachunek

(5p> _ 0®.S5) _ 9, )( )

oV S‘a(v,S)_ ( (

o ory )
v ). 25 ), = (4.103)
Wy (oY ) T (oY
ov ), ar ), 35 ov ), Cv\oT), ~
czyli wobec warunkéw stabilnosci (4.96) i (4.100) stwierdzamy ze

dp
— . 4.104
<8V>S<O:>m5>0 (4.104)

Na zakoniczenie warto zwréci¢ uwage, ze przy wyprowadzaniu warunkéw stabilnosci istotne byto
zalozenie o jednorodno$ci rozwazanego poduktadu. Reakcja jednorodnego ukladu na naruszenie
warunkow stabilnosci jego stanu termodynamicznego moze by¢ przemiana ukladu do stanu niejed-
norodnego, np. takiego, w ktérym jednorodne fazy wspélistnieja ze soba.
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4.7 Zasada le Chateliera-Brauna

Niektore zagadnienia termodynamiczne mozna przeanalizow¢ postugujac sie fenomenologiczna za-
sada le Chateliera-Brauna, zwang takze zasada przekory. Brzmi ona nastepujaco:

Bodziec zewenetrzny zaklocajac stan réwnowagi uktadu wywotuje w nim procesy ostabiajgce skutki
dziatania tego bodZca.

W celu udowodnienia tej zasady rozwazmy uklad termodynamiczny, ktérego stan zadany jest
poprzez m parametréw esktensywnych ();,7 = 1,...,m oraz n parametréw intensywnych Z;,j =
m+1,...,m+ n. Potencjal termodynamiczny, dla ktérego ); oraz Z; sa naturalnymi zmiennymi
oznaczymy ®(Q1, ..., Qm, Zm+1s- -+ Lmin), PIZy Czym

i=m i=m-+n
Ao =" PdQ;— Y WidZ; . (4.105)
=1 i=m-+1

Uwage nasza skoncentrujemy na dwéch parametrach ekstensywnych: Q) oraz (). Sprzezone z nimi

parametry P, oraz P, sa funkcjami Q;,i =1,...,moraz Z;,j =m+1,....,m+n
dP. f oF, dQ; + izfn oF, dZ b (4.106)
s — i i s=p, . .
= 0Q i=m+1 0Z; s

Parametr @}, bedzie odgrywatl role bodzca zewnetrznego, ktéry powoduje zmiany sprzezonego z nim
parametru P, podczas gdy zmiany parametru ), odzwierciedlaja procesy mogace spontanicznie
przebiegaé¢ w ukladzie.

Rozwazmy teraz proces, w trakcie ktérego niezmienione pozostaja parametry P,, Z;,j = m +

1,...,m+n,oraz Q;,i =1,...,m z wyjatkiem @ i Q,. Wéwczas poprzednie réwnanie przyjmuje
postaé
0P, 0P,
0=dP, = —2dQ, + —2d 4.107
P an QP 6Qb Qb ( )
skad wynika, ze
op,
aQ, = — gfg,: aQ, . (4.108)
0Qp
Na podstawie (4.105) otrzymujemy tozsamosé¢ Maxwella SQPZ = 8851; , dzieki ktdrej
c’)Pb
9Qp
dQp = — 3%, dQy - (4.109)
9Q,
Obliczmy teraz
0P, 0P,
dP, = ——d —d 4.110
b aQb Qb + an Qp ( )

skad w rozpatrywanym przypadku P, = const otrzymujemy

or ory (22).
(), - (8,
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Na podstawie warukow stabilnosci analizowanego ukladu wiemy, ze ggp > (0 a zatem
P

0P, oP,
(aQ) < (aczb)% ' (112)

Wzér powyzszy zwany nieréwnoscia Plancka pokazuje, ze zmiana parametru P, wywotana zmiang
parametru @), jest mniejsza w sytuacji, gdy parametr (), moze ulega¢ zmianom anizeli w sytuacji,
gdy sie nie zmienia. A zatem nieréwno$¢ Plancka prowadzi do Zasady Le Chateliera - Brauna.

Jako przyklad nieréwnosci Plancka rozwazmy przypadek gdy Qp, = S oraz @, = V. Woéwczas

P, =T oraz P, = —pi
8T) (GT)
—= | <| =5 . (4.113)
(35 » os /),

Ta skadinad dobrze znana nieréwnos¢ cy < ¢, moze by¢ w obecnym kontekscie interpretowana w ten
sposob, ze dostarczenie do uktadu pewnej ilosci ciepla w mniejszym stopniu spowoduje zwiekszenie
jego temperatury jezeli r6wnoczes$nie nastepuje zmiana objetosci uktadu, niz w sytuacji gdy objetosé
jest stata. A zatem ogrzewanie ciala wywoluje w nim procesy prowadzace do obnizenia jego tem-
peratury.

4.8 Dalsze konsekwencje trzeciej zasady termodynamiki

Posiadajac wiedze o potencjatach termodynamicznych mozemy dokonczy¢ rozpoczeta w podrozdziale
3.9 dyskusje trzeciej zasady termodynamiki.

W pierwszej kolejnosci przedyskutujmy zwiazki trzeciej zasady termodynamiki z empiryczna zasadaq
Thomsena - Berthelota . W historycznym rozwoju zasada ta poprzedzila sformulowanie trzeciej
zasady termodynamiki. Zasada Thomsena-Berthelota zostala sformutowana przez chemikéw w toku
badan reakcji chemicznych. Stwierdzili oni, ze stanem réwnowagi, ktéry ustali sie po zmieszaniu
dwoéch reagentéw w uktadzie utrzymywanym w stalej temperaturze i pod stalym cisnieniem, jest
ten stan, ktérego osiagnieciu towarzyszy najwiekszy wyplyw ciepta. Oczywiscie zasada Thomsena
- Berthelota nie moze by¢ ogdlnie stuszna, gdyz wiemy, ze samorzutnie moga przebiegaé zaréwno
reakcje egzotermiczne, jak i endotermiczne. Zasade Thomsena - Berthelota mozemy sformutowaé
w rownowazny sposéb stwierdzajac, ze stan réwnowagi minimalizuje entalpie, gdyz ciepto odebrane
od ukladu utrzymywanego pod stalym cisnieniem wyraza sie wzorem

Qpr =—AH (4.114)

Jednakze wiemy, ze stan rownowagi ukltadu podlegtego przemianie izotermiczno - izobarycznej pod
nieobecnosé pracy nieobjetosciowej jest okreslony przez zasade minimum potencjatu Gibbsa (entalpii
swobodnej). Na podstawie ogdlnych wlasnosci stwierdzamy, ze w procesie izotermicznym

AG = AH — TAS (4.115)

7 powyzszego wzoru wynika, ze zasada Thomsena - Berthelota jest stuszna jedynie w punkcie T' = 0,
podczas gdy w innych temperaturach moze byé¢ spemiona jedynie w przyblizeniu. Z tej przyczyny
w latach pdzniejszych pod pojeciem zasady Thomsena-Berthelota przyjmowano regule gloszaca, ze

lim AG = lim AH . (4.116)

T—0 T—0
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Problemem pozostaje nadal, dlaczego AG = AH nie tylko w T' = 0 ale w pewnym zakresie tem-
peratur w otoczeniu zera bezwzglednego. Aby to wyjasnié przepiszmy (4.115) w postaci

AH - AG

A . 4.11
- s (4.117)

Jedli checemy zbadaé granice T — 0 to zgodnie z (4.116) po lewej stronie réwnosci otrzymujemy
symbol nieoznaczony. Korzystajac z reguty de I’'Hospitala mozemy wyrazi¢ granice jako

. O0AG O0AH .
(o ~ or ) T AmAS (4.118)

Jednak zgodnie z postulatem Nernsta (3.80) prawa strona powyzszej réwnosci jest réwna zeru, wiec

. 0AG . 0AH
lim —— =1

70 OT 0 9T (4.119)

czyli w temperaturze zera bezwzglednego AH i AG maja nie tylko identyczne wartosci, lecz réwniez
identyczne pochodne.

Z pomoca tozsamosci Maxwella mozemy w oparciu o (3.83) wciagna¢ wnioski dotyczace zachowania
wspotezynnika rozszerzalnosci cieplnej « (3.73) oraz wspélczynnika temperaturowego preznosci 8
(3.74) w temperaturze zera bezwzglednego. Rozwazajac izotermiczna zmiane entropii wywolana
infinitezymalna zmiana ci$nienia lub objetosci stwierdzamy

lim 95Y 0 & —lim vy 0 & —lm(Va)=0 (4.120)
T—0\ dp ) 1 T—0\9T ), T-0

. oS . Op .
%11% (8V>T =0 & 71}&10 (3T)V =0 & %1%(;0@ =0 , (4.121)

czyli w temperaturze T = 0 znikaja wspolczynniki: rozszerzalnosci termicznej i temperaturowy
preznosci.
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Rozdzial 5

Przyklady ukladow
termodynamicznych i ich przemian

5.1 Rownania stanu

Poprzednie rozdzialy koncentrowaly sie na przedstawieniu formalizmu, w szczegdlnosci zasad ter-
modynamiki i wnioskéw z nich wyplywajacych. Zastosowanie poznanego formalizmu do rzeczy-
wistych ukladéw wymaga znajomosci réwnan stanu substancji tworzacej uklad. Rownaniem stanu
nazywamy zwiazek pomiedzy parametrami stanu charakteryzujacymi stany réwnowagi okreslonej
substancji. Jak juz wspomnieliémy zwiazkow tego typu nie jesteSmy w stanie wyprowadzi¢ w ra-
mach termodynamiki fenomenologicznej - musimy znaé¢ je skadinad, np. na podstawie analizy
danych doswiadczalnych, albo tez wyprowadzenia z mikroskopowego modelu substancji w oparciu
o formalizm mechaniki statystycznej.

Wéréd réwnan stanu prostego uktadu termodynamicznego szczegdlnie istotne sa rownania dwoéch
typoéw

— termiczne réwnanie stanu , zwane zazwyczaj skrotowo réwnaniem stanu , wyrazajace cisnienie
jako funkcje temperatury i objetosci molowej

p:p(T,U) ) (51)

— kaloryczne réwnanie stanu, wyrazajace molowa energie wewnetrzna jako funkcje temperatury
i objetosci molowej
u=u(T,v) . (5.2)

Znajac termiczne i kaloryczne réwnanie stanu mozemy wyznaczy¢ zwiazek podstawowy dla danej
substancji i w konsekwencji uzyskaé¢ wszystkie interesujace nas wiadomosci. Do wyznaczenia zwiazku
podstawowego wystarczy nawet ubozsza informacja, gdyz termiczne i kaloryczne réwnania stanu
nie sa niezalezne. Musza one bowiem spehiaé¢ ogélng tozsamosé (4.60), co prowadzi do wniosku,
ze do uzyskania zwiazku podstawowego wystarczy - précz znajomosci termicznego réwnania stanu
- znajomos¢ kalorycznego rownania stanu dla pewnej ustalonej objetosci molowe;j.

Wzér (4.60) pozwala nam wyprowadzi¢ ogélnag postaé¢ réwnania stanu dla substancji, ktérej czastki
nie ulegaja ani asocjacji, ani dysocjacji. Po obustronnym wycalkowaniu wzoru

), (),
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po temperaturze uzyskujemy

D B 1 [fou ,
?JFZ/J(U)—/ T’2<8U)T,dT ) (5.4)

gdzie 1(v) jest pewna funkcja objetosci molowej. Ze wzgledu na dalsze zastosowania wzér ten
wygodnie jest przepisa¢ w postaci

(p+&(T,v))¢(v) = RT (5.5)

gdzie

£(T,v) = —T/T (Tl,)z (?;)T/ ar (5.6)

oraz R = 8,31434(35) K.;]nol jest stalg gazowq .

5.2 Gaz doskonaly

Gaz doskonaly jest najprostszym modelem gazu. Jak sie przekonamy w ramach mechaniki statysty-
cznej tworza go czastki ze soba nieoddzialujace. W ramach termodynamiki fenomenologicznej gaz
doskonaty definiujemy jako gaz o réwnaniach stanu

PT)="0 (5.80)
T
uw(T,v) = /T co(THdT +up . (5.8b)

Zwiazek (5.8a) nosi nazwe réwnania stanu gazu doskonatego lub réwnania Clapeyrona .

Zwréémy uwage, ze wzor (5.8b) postuluje niezaleznosé energii wewnetrznej gazu doskonalego od
objetosci, w tym niezalezno$¢ ¢, od v. Pokazemy teraz, ze fakt ten jest wlasnoscia wszystkich gazéw
o termicznym réwnaniu stanu postaci (5.8a), a nie zalozeniem ograniczajacym ogdlno$é rozwazari.
Wykorzystujac w tym celu réwnanie (4.60) dochodzimy do wniosku, ze

ouy op\ R
D@t

czyli, istotnie, energia wewnetrzna musi by¢ niezalezna od objetodci.

Aby uzyska¢ zwiazek podstawowy w postaci parametrycznej musimy teraz wyznaczy¢ entropie
molowa w funkcji temperatury i objetosdci. Zalezno$é¢ ta mozemy wyznaczy¢ na dwa sposoby.

Pierwszy sposéb polega na wykorzystaniu definicji ciepla wlasciwego przy stalej objetosci. Z tej

definicji wynika réwnosé
Os Cy
—— 1
(aT)v o (5.10)

z ktérej po obustronnym wycaltkowaniu uzyskujemy

T /
s(T,v)z/T C”(T?)dTurf(v) . (5.11)



5.2. GAZ DOSKONALY 51

W celu wyznaczenia postaci f(v) wykorzystamy tozsamosé Maxwella (4.59), z ktérej wynika

df R
il (5.12)
czyli
f@y:Rm(”>+&). (5.13)
Vo
Ostatecznie -
(17
s(T,v) :/ ¢ ;/ )dT’ + Rln <:> +s0 . (5.14)
To 0

Powyzsze réwnanie wraz z (5.8b) tworzy zwiazek podstawowy w postaci parametrycznej. Aby
uzyskaé zwiazek podstawowy explicite nalezy z réwnania (5.8b) wyznaczy¢ T = T'(u,v) i podstawié
do réwnania (5.14).

Druga metoda wyznaczenia entropii molowej w funkcji temperatury i objetoéci molowej opiera sie
na bezposrednim wykorzystaniu zwiazku

u o pv 4
_u_ pv_p 1

$=r + T T (5.15)

Podstawiajac (5.8a) 1 (5.8b) uzyskujemy

T
Uo 1 ' / H

T v)=— 4+ = T)YdlI"+ R— = . 5.16
S( ’/U) T + T T CU( ) + T ( )

Musimy teraz znalezé wzor okreslajacy potencjal chemiczny gazu doskonatego w funkcji temper-
atury i objetosci molowej. Wykorzystajmy w tym celu wzér Gibbsa-Duhema (3.34), do ktérego
podstawiamy wynikajace z réwnan stanu (5.8a) i (5.8b) wzory na w i v otrzymujac

T
H ’ ’ 1 1 RT rp
=) = TdT = — —d | = . 1
d(T) </Toc”( )d )d(T>+uod<T>+ pd(T) (5.17)
Przeksztaléajac pierwszy wyraz po prawej stronie
- /Tcaﬂﬂ”d LA /Tc@%ﬁ’ded /T1 /T}(TMT T’ | =
To T 2\ Jg m (T2 \ Jpo @
T T’ " T T 1"
C’U(T ) CU(T )
d / / dT"dT’ | =d / / dT'dT” | =
( 1 Jr, (T2 1 Jon (1)
T
1 1
o, (7))

(5.18)

d(;)::d<?3—/zlaﬂw)(ii——;>cﬂw>4—@?d<§) (5.19)

uzyskujemy

i w konsekwencji

T
B Mo | Ug U nf 1 1 / p To
A_Ho M Yo [y (= — =)+ Rm(220) 5.20
T T, TT T /;C( )<T’ T) + H(Tp0> (5.20)
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Zauwazmy, ze uzyskaliSmy przy okazji wzor wyrazajacy potencjal chemiczny gazu doskonalego w
funkcji temperatury i ciSnienia:

p=RT(®(T)+n L) | (5.21)
bo
gdzie
1 T 1 1 Lo Up U To
O(T) = = ST (== 2 )ar  Ho Mo Mo (20 22
@) R(/TOC()<T T’) ot T, )T\ T (5.22)
Wzér (5.20) za pomoca (5.8a) moze by¢ przepisany na zalezno$é od temperatury i objetosci molowej
T
7’ Mo Uo Ug , 1 1 ’ (UO)
p_Mo U Mo [y (= — 2 )ar + Rin (X)) . 2
T T0+T T /Toc( )<T’ T> +Rln " (5.23)

Podstawiajac (5.23) do (5.16) i przyjmujac

_ Yo , Povo _ Ho
Ty Ty Ty

50 (5.24)

uzyskujemy ponownie (5.14).

Rekapitulujac nasze rowazania stwierdzamy, ze zwiazek podstawowy dla gazu doskonalego w postaci
parametrycznej ma postaé

T
UT,V,N)=N cv(T')dT/ + N% (5.25a)
To No
T ’
(T’ V' Ny So
S(T,V,N) =N —dT"+ NRIn | —— N— . 5.25b
(T,V, N) /T ar ¢ “<Nv0)+ N (5.25)

W szczegdlnym przypadku gazu o stalym cieple wlasciwym ¢, powyzsze wzory sprowadzaja sie do
postaci

U
U(T,V,N) = Neo(T — Tp) + NﬁO = Ne, T (5.26a)

0

T V' Ny So
T, V,N)=Nc,In(—=—)+ NRIn(—==—) + N— .26b
S(T.V.N) = Neyln() + NRIn(32) + N 52 (5.26b)
7 pierwszego z réwnan mozemy wyznaczy¢ temperature
U

= 5.27
Ne. (5.27)

i po podstawieniu do drugiego rownania uzyskaé¢ zwiazek podstawowy w reprezentacji entropii dla
gazu doskonalego o stalym cieple wiasciwym

SO U cv/R 174 N —(14cy/R)
S(UV,N)=N—+ NRI1 — — [ — 5.28
GV.N) No - ! ((Uo) Vo \ No (5.28)

Nalezy pamietaé, ze uzyskany wzér nie stosuje sie w dowolnym zakresie temperatur (w szczegélnosci
dla niskich temperatur - sama idea gazu doskonalego traci wéwczas sens). Jednakze o zakresie
stosowalnosci powyzszego wzoru do opisu gazow rzeczywistych nie dowiemy sie na podstawie analizy
tego wzoru. Informacje te musimy wbudowaé do teorii, np. w wyniku poréwnania z do$wiadczeniem
albo uzyskac¢ ja na podstawie mechaniki statystyczne;j.
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5.3 Gazy rzeczywiste

Wyniki doswiadczalne pokazuja, ze rézne substancje w stanie gazowym wykazuja odstepstwa od
rownania stanu gazu doskonalego. Takie gazy nazywamy gazami rzeczywistymi. Definiujemy je
zZazwyczaj poprzez termiczne rownanie stanu.

Najszerzej znanym gazem rzeczywistym jest gaz van der Waalsa o termicznym réwnaniu stanu

RT
-2 (5.29)

gdzie a i b sa dodatnimi stalymi wyznaczanymi empirycznie dla danej substancji. Rachunek oparty
na (4.60) pokazuje, ze energia wewnetrzna tego gazu jest zalezna od objetosci, zas cieplo wlasciwe
przy stalej temperaturze od objetosci molowej nie zalezy. Znajomosé postaci ¢,(T") pozwala nam
skonstruowaé - w sposéb analogiczny jak dla gazu doskonalego - zwiazek podstawowy. Zwiazek
podstawowy w postaci parametrycznej dla gazu van der Waalsa ma postac

Uo T ., N?
UT,VN)=N—+N o (THdT" —a— (5.30a)
NO TO V
S Tey (1) V — Nb
S(T,V,N) = NFO +N T dT’ + NRIn | —— (5.30b)

Warto zauwazy¢, ze energia wewnetrzna gazu van der Waalsa zalezy tylko od parametru a, nie
zalezy za$ od b, natomiast jego entropia odwrotnie - zalezy od b i nie zalezy od a.

Innym przykladem gazu rzeczywistego moze by¢ gaz Berthelota o réwnaniu stanu
a
(p + ﬁ) (’U — b) =RT . (531)

Roéwnania stanu gazu van der Waalsa i gazu Berthelota - podobnie jak jakiegokolwiek gazu o
réwnaniu stanu postaci (5.5) - nie uwzgledniaja zjawiska asocjacji, czy ewentualnie dysocjacji
czasteczek. Przykladem réwnania stanu gazu uwzgledniajacego asocjacje czasteczek jest réwnanie
stanu gazu Dietericiego

p(v —b) = RT exp (— (5.32)

7)
RTw
Wéréd réwnan stanu gazéw rzeczywistych szczegdlnie wazna role odgrywa wirialne réwnanie stanu

_RT

v

P 1+ i i’;@ (5.33)

n=2

Funkcja B, (T) nosi nazwe n-tego wspdtczynnika wirialnego. Termiczne réwnanie stanu danego gazu
zostaja w pelni okreslone poprzez podanie wartosci jego wszystkich wspétczynnikéw wirialnych.

Wirialne réwnanie stanu ma charakter rozwinigcia ci$nienia w szereg wzgledem <2 - gdzie vg okredla
skale objetosci molowej - w zwiazku z czym czesto jest okreslane jako rozwiniecie wirialne . Dowolne
réwnanie stanu w wyniku standardowej procedury rozwijania w szereg moze by¢ zapisane w postaci
rozwiniecia wirtalnego . Przykladowo prosta obserwacja pokazuje, ze dla gazu doskonalego wszystkie
wspOlczynniki wirialne sa réwne zeru, zas po krotkich rachunkach stwierdzamy, ze dla gazu van der
Waalsa a

By(T) =b— =T 0 Ve B,(T) =1 . (5.34)
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Jak juz wspomnieliSmy do pelnego okreslenia wlasciwosci ukladu potrzebna jest znajomosé wszys-
tkich wspélczynnikéw wirialnych. Jednak czesto w praktyce dane doswiadczalne sa wystarczy zna-
jomosé kilku pierwszych. Gdy badamy uklad w obszarze duzych objetosci molowych szereg w (?7)
mozemy obciaé po odpowiedniej liczbie wyrazéw. W szczegdlnosci w obszarze bardzo duzych v

QT v)~1 , (5.35)

czyli w niskich ci$nieniach i wysokich temperaturach gazy rzeczywiste zachowuja sie jak gaz doskonaty.

Dla nico mniejszych wartosci v
By (T
QT ~1+ 20 (5.36)
v

Widzimy, ze w tym przypadku gaz rzeczywisty bedzie sie zachowywal jak gaz doskonaly, gdy jego
drugi wspdlczynnik wirialny bedzie réwny zeru. Temperaturg Boyle’a Tp nazywamy temperature,
w ktérej znika drugi wspdlczynnik wirialny

By(Tp) =0 . (5.37)

W temperaturze Boyle’a rozrzedzony gaz rzeczywisty zachowuje sie jak gaz doskonaly.

Przedstawione rozwiniecie wirialne prowadzone bylo wzgledem objetosci. W praktyce konieczne
jest niekiedy prowadzenie rozwiniecia wzgledem ci$nienia. Wéwczas

_RT

gdzie
R(T,p) =1+ Cu(T)p"™" . (5.39)
n=2

5.4 Najprostsze procesy termodynamiczne

Najprostszymi procesami termodynamicznymi sa procesy odpowiadajace ustaleniu jednego z para-
metréw termodynamicznych ukladu, np. cisnienia, czy temperatury. Procesy tego typu postugiwalismy
sie juz w poprzednich rozdzialach - tutaj zbierzemy ich okreélenia w jednym miejscu. I tak:

— procesem izotermicznym nazywamy proces zachodzacy przy ustalonej temperaturze. Krzywa
w przestrzeni stanéw okreslajaca przebieg procesu izotermicznego nazywamy izoterma .

— procesem izobarycznym nazywamy proces zachodzacy przy ustalonym cisnieniu. Krzywa w
przestrzeni stanéw okresdlajaca przebieg procesu izobarycznego nazywamy izobarq .

— procesem izochorycznym nazywamy proces zachodzacy przy ustalonej objetosci. Krzywa w
przestrzeni stanéw okreslajaca przebieg procesu izochorycznego nazywamy izochorq .

Znajomo$é réwnania Clapeyrona (5.8a) pozwala okreslié zachowanie gazu doskonalego podczas
wymienionych przemian. Mozemy przedstawi¢ w postaci trzech praw:

— prawo Boyle’a - Mariotte’a : iloczyn cisnienia i objetosci gazu doskonalego w trakcie przemiany

izotermicznej pozostaje staty
pV = const (5.40)

— prawo Gay - Lussaca : iloraz objetosci i temperatury gazu doskonalego w trakcie przemiany
izobarycznej pozostaje staty

14
T = const (5.41)
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— prawo Charlesa : iloraz cisnienia i temperatury gazu doskonalego w trakcie przemiany izo-
chorycznej pozostaje staly

% = const . (5.42)

Powyzsze prawa przedstawione jako wniosek z rownania stanu gazu doskonalego wydaja sie try-
wialne. Jednak w historycznym rozwoju fizyki zostaly one sformutowane na podstawie badan
doswiadczalnych i to wlasnie one stanowily podstawe do skonstruowania réwnania stanu gazu
doskonalego.

Na zakoniczenie niniejszego podrozdziatu rozwazmy konsekwencje stycznoéci izotermy lub adiabaty
do krzywej okreslajacej przebieg jakiegos procesu. Dla uproszczenia ustalmy, ze proces przebiega
przy ustalonej liczbie moli IV, a krzywe wykreslane sa w plaszczyznie p— V. Dla zadanego procesu,
w trakcie ktérego ustalony jest parametr w efekt cieplny przy infinitezymalnej zmianie objetosci
wyraza sie wzorem

a8
dQ|, =TdS|. =T <W>ﬂdv : (5.43)

Stycznosé krzywej okreslajacej przebieg procesu do adiabaty oznacza

Ip Ip
— | == . 44
(av).~ (), o4
Wiemy jednak, ze w ogdinosci

().~ (). (), (5). -

wiec poréwnujac z (5.44) stwierdzamy, ze w punkcie stycznosci

(gi)ﬂ _o | (5.46)

czyli dQ = 0. W punkcie stycznosci krzywej okreslajacej przebieg procesu i adiabaty efekt cieplny
staje sie rowny zeru. Gdy krzywe te nie przecinaja sie w punkcie tym ulega zmianie kierunek
przepltywu ciepla.

Analogicznie dla przypadku stycznosci krzywej okreslajacej proces i izotermy. Efekt termiczny przy
infinitezymalnej zmianie objetosci

oT
dT = ((W)de . (5.47)

).,
@@, e

(S‘T/L =0 (5.50)

czyli dT" = 0. W punkcie stycznosci krzywej okreslajacej przebieg procesu i izotermy efekt termiczny
staje sie rowny zeru. Jesli krzywe te w punkcie stycznosci nie przecinaja sie to w punkcie tym ulega
zmianie charakter efektu termicznego.

W punkcie stycznodci

wiec z ogdlnego wzoru

wynika



56

ROZDZIAL 5. PRZYKLADY UKLADOW TERMODYNAMICZNYCH I ICH PRZEMIAN

5.5 Proces Joule’a

Proces Joule’a polega na swobodnym, adiabatycznym rozprezaniu gazu do prézni. W przypadku
swobodnego rozprezania do prézni gaz nie wykonuje pracy jak réwniez nie pobiera ciepla (proces
jest adiabatyczny). Oznacza to, ze w procesie Joule’a energia wewnetrzna nie ulega zmianie. Wyz-
naczymy zmiane temperatury oraz zbadamy zmiane entropii podczas procesu, w trakcie ktérego gaz
rozprezyl sie od poczatkowej objetosci V,, do konicowej objetosci V. Zalézmy, ze procesowi Joule’a
zostalo poddanych N moli gazu opisanego przez réwnania

p=p(T,v) , ¢, =c,(T,v) . (5.51)

Poniewaz proces Joule’a przebiega przy stalej energii wewnetrznej oraz liczbie moli to zmiana tem-

peratury gazu wyraza si¢ wzorem
oT Uk
— | dv= dv 5.52
(&), 0= woa (>:52)

T Vg
AT :/ dT :/
T, v p

p

gdzie Ky = (%%)u nosi nazwe wspdtczynnika Joule’a . Postlugujac sie wzorami na przeksztalcanie

pochodnych termodynamicznych wspélczynnik ten mozemy przepisaé jako

:_(%)T 5.53
=), (>:33)

i po wykorzystaniu definicji ciepta wlasciwego oraz wzoru (4.60) otrzymujemy

o=l (2)) o

Efekt cieplny procesu Joule’a jest zalezny od znaku wspélczynnika Joule’a. Jak tatwo sie przekonaé
w przypadku gazu doskonatego wspolczynnik Joule’a jest tozsamosciowo réwny zeru i w tym procesie
gaz doskonaly nie zmienia swej temperatury. W przypadku gazu van der Waalsa

a

PRI (5.55)

KJvdaw = —

A zatem w procesie Joule’a gaz van der Waalsa zmniejsza swa temperature.

Rozwazmy teraz zmiane entropii w procesie Joule’a. Ograniczmy sie do procesu infinitezymalnego.
Woéwczas 5
S p
os=(—=—) dv==dv . 5.56
Poniewaz w procesie Joule’a v > 0, wiec rowniez ds > 0. Proces Joule’a jest wiec nieodwracalnym
procesem adiabatycznym. Jego nieodwracalno$é wynika z oczywistego faktu, Ze nie jest on kwazis-
tatyczny. Nalezy jednak zwroci¢ uwage, ze moze on by¢ przeprowadzony w sposéb pseudostatyczny.

5.6 Proces Joule’a - Thomsona

Proces Joule’a - Thomsona polega na powolnym przeciskaniu gazu poprzez porowata przegrode z
jednego podukladu do drugiego przy ustalonych wartosciach ci$nien w obu poduktadach (réwnych
odpowiednio pa i pp, pa > pp) 1 przy adiabatycznym ostonieciu calego ukladu. Stalosé cisnienn
gazu w kazdym z podukladéw zapewniona jest dzieki powolnemu ruchowi tlokéw ograniczajacych
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te poduklady. Ruch tloka w podukiadzie o wigkszym cisnieniu zwiazany jest ze zmniejszaniem
jego objetosci w trakcie przechodzenia gazu przez porowata przegrode; w poduktadzie o mniejszym
cisnieniu ruchowi tloka towarzyszy zwiekszanie jego objetosci.

W pierwszej kolejnosci wykazemy, ze proces Joule’a - Thomsona jest procesem izoentalpowym. W
tym celu rozwazmy proces, w wyniku ktérego objetos¢ podukladu A zmniejszyta si¢ z Va4, do
Vak, zas$ podukladu B zwickszyla z Vg, do Vg . Rozwazmy bilans energii wewnetrznej w trakcie
procesu. Wobec adiabatycznej izolacji uktadu

Uarpr=Uarpp+W (5.57)

gdzie W oznacza prace mechaniczng wykonana nad uktadem A+B. Praca ta - dzieki stalosci cisnien
w obu podukladach - wyraza sie wzorem

W =—-pa(Var —Vap) —p8(Ver —Vayp) - (5.58)

Po podstawieniu do (5.57) uzyskujemy
UayByp +10aVap +pVEp =UatBik +paVar +08VBK - (5.59)
Wykorzystujac definicje entalpii oraz addytywnos¢ energii wewnetrznej i entalpii otrzymujemy, ze
Havpp=Harpr - (5.60)

W szczegdlnosci mozna rozwazy¢ taki proces Joule’a-Thomsona, w ktérym caly gaz zawarty poczatkowo
w podukiadzie A zostaje przepchniety do podukiadu B. Wtedy Vg ), =0, V4, = 0 oraz Ua , = 0,
Upp=0.

Zbadajmy teraz zmiane temperatury gazu przepchnietego w procesie Joule’a-Thomsona z po-
dukladu A do podukladu B. Niech procesowi bedzie poddanych N moli gazu opisanego réwnaniami

p:p(T,v) i Cv:Cv(Tvv) . (5.61)

Ograniczmy sie do procesu infinitezymalnego. Wowczas zmiany temperatury 67T = TB — T4 i
ci$nienia 6p = pp — pa < 0 zwiazane sa wzorem

0T = HJT(Sp s (562)
gdzie Ky = (%—Z) nosi nazwe wspotczynnika Joule’a-Thomsona . Wspdlczynnik Joule’a -
H,N

Thomsona mozemy przeksztalci¢ postugujac sie procedura redukcji pochodnych czastkowych

(55)r
KjT = — (21 (5.63)
orT /p
Wykorzystujac
OH oS ov
— | =T|—=—) +V=-T|—=) +V=-V(Ta-1 5.64
(5).-7(%), (57), (o=t 00
oraz

(g];)p =7 (g;)p =G (5.65)
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otrzymujemy

v

RjT = f(TOt — 1) . (566)

Cp
Kierunek zmiany temperatury jest zalezny od znaku wyrazenia Ta — 1. W przypadku, gdy jest
ono wieksze od zera mamy do czynienia ze spadkiem temperatury, gdy jest mniejsze od zera - ze
wzrostem temperatury zas gdy jest rowne zeru - temperatura nie ulega zmianie. Punkt w przestrzeni
stanow ukladu termodynamicznego, w ktérym znika wspodlczynnik Joule’a-Thomsona nosi nazwe
punktu inwersji. Temperatura odpowiadajaca temu punktowi nosi nazwe temperatury inwersji T;

kyr(Ti,p) =0 (5.67)

gdzie jako druga zmienna niezalezna przyjeliSmy cisnienie p. Krzywa w przestrzeni stanéow uktadu
- zadanych np. poprzez temperature i cisnienie - okreélona rownaniem

Ta—1=0 (5.68)

nosi nazwe krzywej inwersji . Znajomosé¢ krzywej inwersji dla konkretnego gazu posiada istotne
znaczenie z punktu widzenia wykorzystania procesu Joule’a-Thomsona do chlodzenia tego gazu.

Dla gazu doskonatego wspélczynnik Joule’a - Thomsona jest tozsamosciowo rowny zeru; gaz doskonaky
poddany procesowi Joule’a - Thomsona nie zmienia swej temperatury. Wyznaczenie krzywej inwer-
sji w przypadku gazu van der Waalsa jest trudniejsze. Bezposrednie wykorzystanie wzoru (5.68)
wymaga uprzedniego rozwiazania réwnania stanu (5.29) wzgledem v. W wypadku gazu van der
Waalsa jest to oczywiscie mozliwe, gdyz uzyskiwane réwnanie na v jest réwnaniem algebraicznym
trzeciego stopnia. Do wyznaczenia krzywej inwersji uzyjemy jednak innego sposobu, uzytecznego
rowniez w przypadku, gdy réwnanie stanu danego gazu rzeczywistego nie daje sie analitycznie
rozwiazaé wzgledem v. Przepiszmy wspodlczynnik Joule’a-Thomsona w taki sposéb, by wystepowaly

w nim pochodne (g—;) , (%) , ktére mozna wyznaczy¢ na podstawie znajomosci termicznego
v T
réwnania stanu. Zgodnie z (5.66) na podstawie wzoréw na przeksztalcanie pochodnych otrzymu-
jemy
op Op 9p
(), ) ), e (),
kjgr = — | —— C—1] =~— > . (5.69)

‘ ) (ap) (ap)
P C
ov T P\ ov T

Punkt inwersji odpowiada zerowaniu sie wspolczynnika Joule’a - Thomsona, wiec rownanie go
okreslajace ma postaé

Ip Ip
T — — ] =0 . 5.70
(7). (50), 10
Obliczamy wystepujace w powyzszym wzorze pochodne uzyskujac
Op R
i < [ 71
(6T>U v_b (5:71a)
dp RT 2a
) =7 5.71b
<(‘3U)T (v—"0)2 +v3 ( )

Po podstawieniu powyzszych wyrazen do wzoru (5.70) otrzymujemy temperature inwersji w funkeji
objetosci molowej v

T,(v) = % <1 - z>2 . (5.72)
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Aby wyznaczy¢ temperature inwersji w funkeji ciSnienia nalezy znalezé zwiazek miedzy cisnieniem
a objetoscia molowa na izotermie inwersji. Z réwnania stanu gazu van der Waalsa

RT; a
= - = 5.73
P= s (5.73)
uzyskujemy réwnanie kwadratowe wzgledem %
1 2a 1
3a— — —— =0 5.74
as =55 tP ; (5.74)

ktérego rozwiazania dla p < 5iz sa postaci

1 1 pb?
S 11322 .
” 3b< 30,) (5.75)

Krzywa inwersji gazu van der Waalsa wyraza si¢ zatem wzorem

2
_ 8a 1/ 3pb?

Widzimy, ze dla kazdej wartosci ci$nienia p < 575 istnieja dwie temperatury inwersji: T i T,
przy czym dla T > T3~ lub T < T;« w procesie Joule’a-Thomsona gaz van der Waalsa podwyzsza
swa temperature, zas dla T;> > T > T, - obniza.

Na zakonczenie tej czesci rozwazmy zmiane entropii gazu podlegajacego procesowi Joule’a - Thom-
sona. W przypadku przemiany infinitezymalnej wynosi ona

08 Vv
0SS =(— op=—=0p>0 5.77
( ap )uNOp = —70p ) (5.77)
czyli w rozwazanym procesie - mimo oslony adiabatycznej - nastepuje wzrost entropii ukladu. Oz-
nacza to, ze proces Joule’a-Thomsona jest nieodwracalny.
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Rozdzial 6

Maszyny termodynamiczne

6.1 Wprowadzenie

Problem przemiany ciepla na prace legl u korzeni termodynamiki i do dnia dzisiejszego jest jednym z
jej klasycznych zagadnienn. Urzadzenie, ktérego zadaniem jest wykonanie pracy kosztem pobranego
ciepla nazywamy maszyna cieplng . Maszyne cieplna dzialajaca cyklicznie nazywamy silnikiem
cieplnym .

7 zagadnieniem maszyn cieplnych $cisle zwiazane sa zagadnienia maszyn grzewczych - urzadzen
przekazujacych energie w formie ciepla do ciala o wyzszej temperaturze kosztem energii ciala
o temperaturze nizszej oraz pobranej pracy, oraz maszyn chlodniczych , tj. urzadzen, ktérych
zadaniem jest utrzymanie ukladu w temperaturze nizszej od temperatury otoczenia. Maszyne
grzewcza dzialajaca cyklicznie nazywamy pompa cieplng , a maszyna chlodnicza dzialajaca cyk-
licznie - chlodziarkq .

Przed przystapieniem do doktadniejszego oméwienia podstaw dzialania maszyn termodynamicznych
podamy dwa klasyczne sformulowania drugiej zasady termodynamiki, tzw. zasade Kelvina i zasade
Clausiusa. Cho¢ obie te zasady sa réwnowazne drugiej zasadzie sformutowanej w rozdziale drugim to
ich znajomo$¢ czyni dyskusje podstaw dziatania maszyn termodynamicznych bardziej przejrzysta.

6.2 Zasada Kelvina i zasada Clausiusa

Druga zasada termodynamiki, zwana potocznie zasada wzrostu entropii, eliminuje z naszych rozwazan
te procesy termodynamiczne, ktére wprawdzie sa zgodne z pierwsza zasada termodynamiki (czyli
z zasada zachowania energii dla ukladéw termodynamicznych) ale pozostaja w konflikcie z za-
sada wzrostu entropii. Zarazem narzuca ona pewne ograniczenia na funkcjonowanie wymienionych
powyzej maszyn termodynamicznych. W tradycyjnych sformutowaniach drugiej zasady operuje sie
bezposrednio tymi ograniczeniami. Przytoczymy sformulowania pochodzace od Kelvina i Clausiusa.

Zasada Kelvina : Nie istnieje silnik cieplny, ktorego dzialania jedynym efektem jest odebranie ciepla
ze zbiornika ciepla i wykonanie réwnowaznej mu pracy.

Silnik o takiej wlasnosci nazywamy perpetuum mobile drugiego rodzaju . Zasade Kelvina mozemy
wiec wyrazi¢ krécej mowiac, ze nie istnieje perpetuum mobile drugiego rodzaju.

Zasada Clausiusa : Nie istnieje pompa cieplna, ktorej dzialania jedynym efektem jest przekazanie
pewnej iloéci ciepla od ciala zimniejszego do cieplejszego.
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Na wybranych przyktadach ukladéw termodynamicznych wykazemy réwnowaznoéé zasady Kelvina,
Clausiusa i drugiej zasady termodynamiki.

— Druga zasada termodynamiki = Zasada Kelvina

Rozwazmy izolowany uklad ztozony z silnika S, zbiornika ciepla Z o stalej temperaturze T
i kwazistatycznego zrodia pracy M, w ktérym magazynowana jest praca wykonywana przez
silnik. Zastosowanie do tego ukltadu drugiej zasady termodynamiki (prawa wzrostu entropii)
daje

ASs+ASz +ASy >0 . (6.1)
Wobec cyklicznosci dziatania silnika ASg = 0 oraz wlasciwosci kwazistatycznego zrédla pracy
AS)y; = 0 otrzymujemy

ASz; >0 . (6.2)
Jedynym procesem dotyczacym zbiornika ciepla jest pobranie zen ciepla Q
dqQ 1 — Q
AS,=— ¢ —=—— 0 dQ = —— 6.3
$E =1 paa--7 (6.3)
i po skorzystaniu z (6.2) otrzymujemy
Q<0 . (6.4)

A zatem oddane przez zbiornik ciepto musi by¢ niedodatnie, co potwierdza zasade Kelvina.

— Zasada Kelvina = Druga zasada termodynamiki
W tym przypadku zastosujemy dowdd przez sprowadzenie do niedorzecznosci. Zalézmy, ze
istnieje proces w oslonietym adiabatycznie uktadzie zlozonym z silnika .S, zbiornika ciepla Z o
stalej temperaturze T oraz kwazistatycznego zrédla pracy M, podczas ktérego entropia maleje

ASs+AS; +ASy <0 . (6.5)
Jednak wéwczas - prowadzac identyczna analize jak w poprzednim punkcie - stwierdzamy ze
Q>0 , (6.6)

co zaprzecza zasadzie Kelvina.

W ten sposéb wykazaliSmy réwnowazno$é zasady Kelvina i drugiej zasady termodynamiki. Aby
wykazaé shuszno$é zasady Clausiusa wystarczy teraz pokazaé jej réwnowazno$é z zasada Kelvina.

— Zasada Kelvina = Zasada Clausiusa
Przeprowadzimy dowéd metoda sprowadzenia do niedorzecznosci. Zaldézmy, ze istnieje urzadzenie,
ktérego jedynym efektem dzialania jest przekazanie pewnej iloéci ciepta @Q_ > 0 od ciala
zimniejszego do cieplejszego. Nastepnie sprzegamy to urzadzenie z silnikiem dzialajacym
miedzy dwoma ciatami, zimniejszym (Z_) i cieplejszym (7). Z ciala Z, pobrane zostaje

cieplo Q 1, ktére zostaje w czesci zamienione na prace W = Q L — Q_, aw czesci odprowad-

zone do zbiornika Z_. Efektem tego cyklu jest pobranie ciepla Q + — Q_ ze zbiornika Z i
wykonanie réwnowaznej mu pracy, co zaprzecza zasadzie Kelvina.
— Zasada Clausiusa = Zasada Kelvina

Podobnie jak w poprzednim przypadku przeprowadzimy dowdd przez sprowadzenie do niedorzeczno$ci.
Zalézmy, ze istnieje urzadzenie zamieniajace w calosci okreslong iloéé ciepla Q 4 pobranego ze
zbiornika Z, na prace W. Proces ten laczymy z pompa cieplna dzialajaca miedzy zbiornikami
Z,iZ_. Praca W jest wéwczas wykorzystana przez pompe do pobrania ciepla @ _ ze zbiornika

Z_ i przekazania go do zbiornika Z,. Jedynym efektem calego procesu jest przekazanie ciepta

@ _ od zbiornika zimniejszego do zbiornika cieplejszego, co zaprzecza zasadzie Clausiusa.

Widzimy zatem, ze zasada Kelvina jest réwnowazna zasadzie Clausiusa.
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6.3 Dzialanie maszyn termodynamicznych

Znajac ograniczenia wynikajace z drugiej zasady termodynamiki mozemy zobrazowaé schematy
dzialania poszczegdlnych maszyn termodynamicznych.

W pierwszej kolejnosci rozwazmy przypadek silnika cieplnego. Niech w czasie jednego cyklu silnik
wykonuje prace W, przy czym w trakcie cyklu pobiera z otoczenia cieplo (), oraz oddaje do
otoczenia cieplo Q_ !

W czasie cyklu zmiana energii wewnetrznej silnika wynosi zero, wiec z pierwszej zasady termody-
namiki uzyskujemy

0=AU=Q, -(W+Q-) , (6.7)
czyli o
W=0,-Q . (6.8)
Zgodnie z nieréwnoscia Clausiusa
dQ
— < . .
f T < 0 (6.9)
Rozdzielmy cykl na odcinki odpowiadajace poszczegdlnym kierunkom przeplywu cieplta miedzy
silnikiem a otoczeniem o
dQ., dQ-
_ - < . 1
[F T [ T = 0 (6.10)

Temperature w pierwszej calce oszacujmy przez najwyzsza temperature osiagana w trakcie cyklu,
za$ w drugiej - przez najnizsza. Poniewaz

1 1 1 1
— > i —=>- A1
T~ Tmaw : T~ Trnin ' (6 )
wiec -
1 / — 1 / / dQ, / dQ-
dQ, — dQ- < — — | — 6.12
Tmax + QJF Tmin - Q o + T _ T ( )
i w konsekwencji
Qy Q-
- <0 6.13
Tmam Tmin - ’ ( )
czyli
Q_> T Qy - (6.14)
Po podstawieniu do (6.8) otrzymujemy oszacowanie pracy wykonanej przez silnik
T - Tmin
W<Qy (1 - T') . (6.15)

Wydajnosé n, silnika cieplnego definiujemy jako stosunek wykonanej przez silnik pracy W do po-

branego ciepta Q4

W
Q

1Bedziemy stosowaé konwencje, zgodnie z ktéra cieplo i prace odebrane od uktadu oznaczamy symbolami Q i W, a cieplo
i prace dostarczone do ukladu oznaczamy symbolami @ i W.

Ns (6.16)
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Nalezy pamietaé, ze we wzorze na sprawnosé silnika cieplnego w liczniku wystepuje praca netto
wykonana przez silnik w czasie cyklu, czyli réznica miedzy praca wykonywana przez silnik na
poszczegdlnych odcinkach cyklu oraz praca wykonywana nad silnikiem na pozostatych odcinkach,
za$ w mianowniku - ilo$¢ ciepta dostarczonego do ukladu (a nie cieplo netto dostarczone do silnika w
czasie cyklu). W tym miejscu nalezy zwrécié¢ uwage na mozliwosé zmiany kierunku efektu cieplnego
jednej przemiany, na co wskazuje analiza z podrozdzialu 5.4.

W oparciu o (6.15) uzyskujemy oszacowanie sprawnosci silnika cieplnego

ns < 1— Lnin (6.17)
max

Rownosé w powyzszym wzorze moze by¢ zrealizowana jedynie w przypadku, gdy silnik dziata w
sposéb odwracalny, przy czym oczywiscie nie kazdy silnik dzialajacy w sposéb odwracalny bedzie
miat sprawno$é¢ odpowiadajaca sprawnosci maksymalnej. Silnik, w ktérym przebiega proces nieod-
wracalny ma sprawno$é¢ mniejsza od silnika opartego na procesie odwracalnym. Ponadto ze wzoru
powyzszego wynika, ze wobec nieosiagalnosci temperatury zera bezwzglednego sprawno$é silnika
cieplnego jest zawsze mniejsza od jednosci.

Przejdzmy teraz do przypadku pompy cieplnej. Niech w pojedynczym cyklu swojego dziatania
maszyna grzewcza dostarcza do ogrzewanego pomieszczenia o temperaturze T cieplo Q4 kosztem
ciepta Q_ pobranego z otoczenia o temperaturze T_ < T, oraz pracy W wykonanej nad pompa.
Na podstawie bilansu energii

0=AU=W+Q_—Q, (6.18)
otrzymujemy o
W=Q.-q. (6.19)
natomiast na podstawie zasady wzrostu entropii calego ukladu otrzymujemy
Qs Q-
2T 4+ =2=<0 6.20
T, T =0 (6.20)
skad wynika
— T
Q- <Qir (6.21)
+
Prace pobrana przez pompe cieplng mozemy wiec oszacowaé jako
T_
W >Q+ <1 - ) . (6.22)
Ty

Sprawnosé n, pompy cieplnej definiujemy jako stosunek ciepta dostarczonego do ogrzewanego pomieszczenia

do pracy pobranej przez pompa cieplna
_9r

= (6.23)
W oparciu o oszacowanie i po podstawieniu wzoru na prace W otrzymujemy
T
< — 6.24
7710 — /1'1+ _ Tf ( )

przy czym maksymalna sprawnos¢ moze wystapi¢ jedynie w pompie cieplnej dziatajacej w sposéb
odwracalny. Pompa cieplna dzialajaca nieodwracalnie ma sprawno$é¢ mniejsza niz pompa dzialajaca
odwracalnie. Gdy temperatura otoczenia pompy cieplnej dazy do zera jej sprawnos¢ dazy do
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jednosci. Zauwazmy jednak, ze powyzsza definicja nie narzuca gérnego ograniczenia na sprawnosci
pompy cieplnej; 7, — oo, gdy T+ — T_. Oznacza to, ze pompa dziala najsprawniej przy niewielkich
réznicach temperatur miedzy wnetrzem ogrzewanego pomieszczenia a jego otoczeniem.

Na koniec rozwazmy przypadek chlodziarki (badz klimatyzatora). Jednostkowy cykl takiej maszyny
chlodzacej polega na odebraniu ciepla @ _ z wnetrza chlodziarki o temperaturze T_ (badz - w przy-
padku klimatyzatora - wnetrza klimatyzowanego pomieszczenia). Odbywa sie to kosztem pracy
W wykonanej nad chlodziarka przy czym zarazem do jej otoczenia o temperaturze Ty przekazane
zostaje cieplo Q1. Chlodziarka dziala wiec w sposéb analogiczny jak pompa cieplna - oba te
urzadzenia transportuja energie z ciata zimniejszego do ciala cieplejszego. Roéznica polega na tym,
ze zadaniem pompy cieplnej jest dalsze ogrzanie ciata cieplejszego (otoczenie ma nizsza temper-
ature), podczas gdy zadaniem chtodziarki jest dalsze ochlodzenie jej wnetrza (otoczenie ma wyzsza
temperature). Z powyzszych przyczyn analiza bilansu energii jest identyczna jak w przypadku
pompy cieplnej i prowadzi do wzoru na prace wykonana nad chlodziarka w postaci

W>Q. (? - 1) . (6.25)

Wspdtczynnik n; sprawnosci chlodziarki definiujemy jako stosunek pobranego ciepta do pobranej
pracy

Q_
=T (6.26)
Po podstawieniu wyrazenia na prace pobrang przez lodowke uzyskujemy
< - 6.27
S (6.27)

Podobnie jak w przypadku silnika cieplnego i pompy cieplnej najwieksza sprawnosé uzyskuje chlodziarka
dzialajaca w sposoéb odwracalny. Zauwazmy, ze nie wystepuje gérne ograniczenie sprawnosci chtodziarki;
m — oo gdy T4 — T—. Oznacza to, ze dziala ona najsprawniej przy niewielkich réznicach tem-
peratur miedzy jej wnetrzem a otoczeniem. Gdy temperatura wnetrza chlodziarki dazy do zera jej
sprawno$¢ dazy do zera; dalsze ochladzanie czegos bardzo zimnego staje si¢ niezwykle kosztowne.

W niniejszym rozdziale wyprowadziliSmy oszacowania sprawnosci réznych maszyn termodynam-
icznych. Oczywiscie wyznaczenie sprawnosci konkretnej maszyny cieplnej jest zagadnieniem trud-
nym. Na trudnosci mozna napotkaé¢ przyktadowo juz przy obliczaniu teoretycznej sprawnosci, gdyz
w trakcie procesu cialo robocze moze podlegaé przemianom fazowym, np. parowaniu w trakcie
odbierania ciepla z wnetrza chlodziarki i skraplaniu, podczas ktorego cieplo jest przekazywane
do otoczenia. Na trudnosci te nakladaja sie trudnosci zwiazane z technicznag realizaja maszyny
termodynamicznej i wynikajacym zen obnizeniem teoretycznej sprawnosci. Odrebna kwestia jest
wreszcie stosowalnosé przedstawionego formalizmu dla rzeczywistych maszyn. Przemiany stanu
ciala roboczego w maszynach termodynamicznych odbywaja sie bowiem w skoniczonym czasie i po-
jawia sie pytanie na ile adekwatny jest opis termodynamiczny operujacy stanami réwnowagowymi.
Czescia sposrdd zasygnalizowanych zagadnien zajmuje sie obszerny dzial termodynamiki zwany
termodynamikaq techniczng , ktérym nie bedziemy sie zajmowac.

6.4 Cykl Carnota

Najwazniejszym z punktu widzenia podstaw termodynamiki cyklem termodynamicznym jest cykl
Carnota. Cyklem Carnota nazywamy cykl zlozony z czterech przemian kwazistatycznych - dwéch
izotermicznych o temperaturach 7_ i T oraz dwéch adiabatycznych. Na wykresie p — v (lub
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T — S) kazda z adiabat laczy dwie izotermy. Cykl Carnota mozemy przesledzi¢ przyjmujac za
punkt wyjsciowy cyklu stan, w ktérym substancja robocza ma temperature 77 .

1. Przestrzen robocza silnika taczymy Scianka diatermiczna ze zbiornikiem ciepta o temperaturze
T i rozprezamy w sposob odwracalny i izotermiczny do okreslonej objetosci. W tej fazie
procesu gaz pobiera cieplo @1 i wykonuje prace W.

2. Przestrzen robocza silnika ostaniamy adiabatycznie i rozprezamy az do osiagniecia temperatury
T_ chlodniejszego zbiornika. W tej fazie cyklu gaz wykonuje prace Ws.

3. Przestrzen robocza silnika ostaniamy scianka diatermiczna oddzielajaca ja od zbiornika ciepta
o temperaturze 7T i sprezamy izotermicznie. W tej fazie procesu nad substancja robocza
wykonywana jest praca W3 i oddaje ona cieplo Q5.

4. Przestrzen robocza silnika ostaniamy adiabatycznie i sprezamy az do osiagniecia punktu wyjscia.
W tej fazie procesu nad substancja robocza wykonywana jest praca Wiy.

7 powyzszego opisu wynika, ze calkowita praca wykonana nad substancja robocza wynosi
W=Ws+Wy—-W; -W, (6.28)
zas z pierwszej zasady termodynamiki wynika, ze
AU=Q, -Q_+W=0 . (6.29)

Tak wiec sprawnosc¢ silnika cieplnego, w ktérym substancja robocza podlega cyklowi Carnota wynosi

w o -Ww Q
o= =—=1- =22 (6.30)
Q1 @ Q1
Uwzgledniajac fakt, ze w wyniku przemiany cyklicznej ciala roboczego jego entropia nie ulega
zmianie _
Q1 Q3
AS =AS AS_ =——-—===0 6.31
++ T. T (6.31)
stwierdzamy ze wydajnos¢ silnika cieplnego pracujacego wedlug cyklu Carnota
T
=1-— 6.32
nc T, ( )

zalezy jedynie od stosunku temperatur bezwzglednych obu zbiornikéw ciepla i nie zalezy od rodzaju
uzytej substancji roboczej. Poréwnujac uzyskany wynik z (6.17), stwierdzamy ze sprawnos¢ silnika
opartego na cyklu Carnota jest rowna maksymalnej sprawno$ci silnika cieplnego. Wynika stad
bezposrednio nastepujace stwierdzenie: wydajnosé dowolnego odwracalnego cyklu jest niewieksza
od wydajnosci odwracalnego cyklu Carnota pracujacego miedzy tymi samymi ekstremalnymi tem-
peraturami.

Wzér (6.32) posiada z teoretycznego punktu widzenia istotne znaczenie. Z jednej strony wspétezynnik
sprawnosci wyznaczony jest poprzez pomiar ciepel i pracy mechanicznej. 7 drugiej strony wspotczynnik
ten wyraza sie poprzez stosunek temperatur bezwzglednych. Jezeli zatem znana jest jedna z nich
oraz znana jest warto$é wspélezynnika (na podstawie pomiaru ciepel i pracy mechanicznej) to mozna
wyznaczyC druga temperature bezwzgledna. Tak wiec jezeli jeden ze zbiornikéw ciepta ma tem-
perature punktu potréjnego wody to w ramach opisanej procedury mozna wyznaczy¢ temperature
termodynamiczng drugiego zbiornika. Taka procedura pomiaru temperatury termodynamicznej jest
oczywiscie bardzo uciazliwa i dlatego niepraktyczna.
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6.5 Przyklady innych cykli

Jak juz wspomnieliémy zagadnienia z zakresu termodynamiki technicznej - w szczegdlnosci konkretne
realizacje cykli dla réznych substancji roboczych - pozostaja zasadniczo poza zakresem naszego zain-
teresowania. W niniejszym paragrafie przytoczymy jedynie przyklady najczesciej spotykanych w
literaturze cykli

— cykl Otto , zwany rowniez cyklem Beau de Rochas sklada sie z dwéch przemian adiabatycznych
polaczonych dwiema przemianami izochorycznymi. Cykl Otto opisuje modeluje dzialanie sil-
nika czterosuwowego o zaplonie iskrowym (silnika benzynowego);

— cykl Diesla sklada sie z dwoéch proceséw adiabatycznych potaczonych jedna przemiana izo-
choryczna i jedna izobaryczna. Cykl Diesla modeluje dzialanie silnika czterosuwowego o
zaplonie samoczynnym (silnika dieslowskiego);

— cykl Joule’a , zwany tez cyklem Braytona sktada sie z dwoch przemian adiabatycznych polaczonych
dwiema przemianami izobarycznymi. Cykl Joule’a modeluje dzialanie turbiny gazowej;

— cykl Rankine’a , sklada sie podobnie jak cykl Joule’a z dwdéch przemian adiabatycznych
polaczonych dwiema przemianami izobarycznymi, z ta réznica ze w cyklu Rankine’a subst-
ncja robocza zmienia swéj stan skupienia (ciecz - para). Cykl Rankine’a modeluje dzialanie
silnika parowego.
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Rozdzial 7

Uklady wielofazowe

7.1 Wspdlistnienie faz

Dotychczasowe rozwazania ograniczone byty do ukladéw makroskopowo jednorodnych. W niniejszym
rozdziale rozszerzymy zakres naszych zainteresowan na uklady niejednorodne, skltadajace sie z kilku
jednorodnych czeéci. Kazda taka czes¢ bedzie odpowiada¢ jednej z faz , tzn. makroskopowo
jednorodnych stanéw substancji charakteryzujacych sie okreslonymi wlasciwosciami fizycznymi i
chemicznymi.

Rozwazmy sytuacje, w ktorej w stanie réwnowagi termodynamicznej danego ukladu wystepuja
co najmniej dwie fazy. Kazda z nich wypehlia odrebna czesé objetosci zajmowanej przez sub-
stancje. Mamy wowczas do czynienia ze zjawiskiem wspdtistnienia faz. Obszar graniczny, w
ktorym stykaja sie sasiadujace ze soba fazy nazywamy obszarem rodziatu faz . Obszar ten posi-
ada pewna grubosé. Z mikroskopowego punktu widzenia w obszarze tym w sposob ciagly zmieniaja
sie wlasciwosci uktadu. Jednak w termodynamice ten obszar zastepowany jest wyidealizowanym
pojeciem powierzchni rozdziatu faz, przy przekraczaniu ktorej nastepuje nieciagla zmiana niektérych
wladciwosci substancji. Tak wiec w opisie termodynamicznym kazda faza jest fizycznie ogranic-
zona Sciankami naczynia albo powierzchnia rozdziatlu faz i w tych granicach jest ona jednorodna.
Powierzchni rozdzialu faz mozna w ramach opisu termodynamicznego przypisa¢ pewne wiasciwosci,
np. entropie, czy liczbe moli, a nastepnie badaé zwiazki pomiedzy tymi wielkosciami, analogicznie
jak to sie czyni w przypadku dotychczas badanych wlasciwosci objetosciowych. Analiza ta pozostaje
jednak poza ramami naszych rozwazan.

Aby okresli¢ warunki wspolistnienia faz zauwazmy, ze kazdy obszar jednofazowy mozemy trak-
towaé jako poduktad uktadu termodynamicznego wyodrebiony przy pomocy odpowiednich scianek.
Woéwcezas warunki wspolistnienia faz staja sie tozsame z wyprowadzonymi uprzednio warunkami
réwnowagi miedzy podukladami. Poniewaz sasiadujace ze soba fazy moga wymieniaé¢ miedzy soba
energie na sposéb ciepta i pracy mechanicznej, a takze materie, to warunkami wspétistnienia dwdéch
faz - nazwijmy je a i 8 - jest ré6wnoé¢ temperatur T,, = T, réwnos¢ cisnienl p, = pg i réwnosé
potencjaléw chemicznych 1o = pg.

Zauwazmy, ze ostatni warunek jest - w przypadku uktadéw jednosktadnikowych - tozsamy z warunk-
iem réwnoéci molowej energii swobodnej Gibbsa obu faz. Nalezy tu dodaé¢, ze wymienione powyzej
warunki wspolistnienia faz moga ulec modyfikacji, gdy np. powierzchnie rozdzialu faz nie beda -
tak jak to zakladamy - ptaskie lecz zakrzywione.

Diagramem fazowym nazywamy wykres w przestrzeni parametréw termodynamicznych uktadu
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okreslajacy zakresy parametréw termodynamicznych, ktérym odpowiada wystepowanie okreslonych

stabilnych faz uktadu oraz ewentualne ich wspolistnienie faz. Wiemy, ze stan prostego jednosktadnikowego

ukladu termodynamicznego okreslony jest przez trzy parametry, w tym co najmniej jeden eksten-
sywny (np. liczba moli substancji w ukltadzie). Oznacza to, ze przestrzen stanéw uktadu mozemy
okredli¢ za pomoca dwéch niezaleznych parametréw intensywnych, np. temperatury i ci$nienia i w
takich zmiennych mozemy skonstruowaé diagram fazowy.

Oczywiscie w przypadku bardziej skomplikowanych uktadéw, np. mieszanin, do okreslenia stanu
ukladu, a co za tym idzie takze jego poszczegdlnych faz potrzeba wiecej niz dwéch parametréw
intensywnych i wtedy diagram fazowy nie jest dwu- lecz wiecejwymiarowy. Czesto jednak ze wzgledu
na wygode i przejrzysto$é¢ analizuje sie rézne dwuwymiarowe czesci pelnego diagramu fazowego.

Zastanéwmy sie nad struktura diagramu fazowego prostego ukladu termodynamicznego, w ktérym
wspolistnieja dwie fazy. Warunki wspdlistnienia T, = T i po = pg definiuja pewna krzywa p =
pw(T) W przestrzeni stanéw, zwana linia (krzywa) wspdlistnienia faz. Krzywa ta moze koriczy¢
sie w pewnym punkcie zwanym punktem krytycznym odpowiadajacym tzw. stanowi krytycznemu
ukladu.

Jesli w ukladzie wystepuje trzecia faza v to wspolistnienie trzech faz jest mozliwe jedynie w punkcie
wspélnym trzech linii wspélistnienia faz (« — 3, 8 —v 1 v — «). Punkt, w ktérym wspdlistnieja trzy
fazy nazywamy punktem potrdjnym .

7.2 Przemiany fazowe

Przy zmianie warunkéw termodynamicznych substancja moze zmienia¢ faze, w ktorej sie znajduje.
Proces taki okreslamy mianem przemiany fazowej.

Ograniczmy sie chwilowo do uktadéw jednoskladnikowych. Poniewaz - jak pokazaliSmy w poprzed-
nim podrozdziale - molowa energia swobodna Gibbsa G(T,p, N)/N = u(T, p) przyjmuje identyczna
wartos¢ w obu wspdlistniejacych fazach, wiec w trakcie przemiany fazowej zmienia sie ona w sposéb
ciagly. Pochodne molowej energii swobodnej Gibbsa ze wzgledu na temperature i cisSnienie moga
natomiast doznawaé skoku, przy czym dla réznych przemian te nieciagte pochodne sa réznych
rzedow. Fakt ten jest podstawa klasyfikacji przemian fazowych zaproponowanej przez Ehrenfesta.
Przemiang fazowq n-tego rodzaju (n > 1) wyg klasyfikacji Ehrenfesta nazywamy przemiane, w ktdrej
molowa energia swobodna Gibbsa i jej pierwszych (n — 1) pochodnych jest ciagtych, natomiast
pochodne n-tego rzedu sa nieciagle.

Zbadajmy teraz postaé¢ zaleznodci cidnienia od temperatury wzdluz krzywej wspolistnienia faz o
i B ukladu jednoskladnikowego, wiedzac Ze przemiana miedzy fazami « i § jest przemiana n-
tego rodzaju wg klasyfikacji Ehrenfesta. Rozwazmy potencjaly chemiczne faz o i § obliczone w
sasiadujacych punktach (T, pyw) i (T + 01w, Pw + dpw) zlokalizowanych na krzywej wspdlistnienia.
Zgodnie z zalozeniem przemiana jest n-tego rodzaju, tzn.

8an _ 8iﬂﬁ
Bp 0T 7~ BpioT T

Vo<i<nVo<j<i (7.1)

przy czym wszystkie pochodne sa obliczane na krzywej wspdlistnienia. Rozwazmy ktorekolwiek

z n réwnan okreslajacych poprzez (7.1) réwnos$é pochodnych rzedu n — 1. Niech pochodne beda
obliczone w punkcie (T, + 0T, Pw + 0Dw

8n—1ua an—luﬁ

_ 0" _ 9 7.2
Op? OT™ ' |p_p 1o, OpI OT" =1 |, 4o, 72

\D=Pw+0Pw \D=Pw+0Pw
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Dokonajmy obustronnego rozwiniecia powyzszego rownania w szereg Taylora wzgledem 673, i 0p,,

P P "1y,
14+ 0Ty — + 0Py =— R e
( or p;T=Tw.,p=Puw op T\ T=Ty ,p=Dw > OpioTn=1=J 73)
9 8 " g '
( T | =1, p=p., 0/ P ) oploTn—1-7

i stad - po wykorzystaniu ciaglosci pochodnych rzedu n — 1 - uzyskujemy w granicy 07, — 0
poszukiwany zwiazek pomiedzy ci$nieniem i temperatura wzdluz krzywej wspdlistnienia

0" o B 0" g
dpy OplogTm=3  JpidT—I )
- _ =0,...,n—1 A4
dT 9" ta 015 §=0.m (74)

Opit1oTn—1-J - Opit1gTn—1-i

gdzie wszystkie pochodne sa obliczane na krzywej wspdlistnienia. Zauwazmy, ze dla przemiany

.. .. , , dpy
n-tego rodzaju istnieje n réwnan na ik

Wiekszosé wystepujacych w przyrodzie przemian fazowych jest przemianami pierwszego rodzaju
i tym przypadkiem zajmiemy sie teraz bardziej szczegdélowo. W przypadku przemian fazowych
pierwszego rodzaju, ktérych przykladem sa zmiany stanu skupienia, réwnanie (7.4) przybiera postaé

dpuw S8 — Sa
ZPw 2P Ca 7.5
dI'  vg — v, (7.5)

i nosi nazwe rownania Clapeyrona - Clausiusa . Rownanie to moze by¢ zapisane w réwnowaznej
postaci przy wykorzystaniu pojecia ciepla przemiany. W przemianach wyzszego rzedu, wobec
ciagloéci entropii nie wystepuje utajone cieplo przemiany. Utajonym cieplem przemiany ' lub
skrétowo cieptem przemiany nazywamy cieplo potrzebne do przeprowadzenia jednego mola sub-
stancji z fazy a do fazy (8

Go—p =T(s3 — Sa) (7.6)

gdzie T oznacza temperature przemiany. 2> W ogdlnoéci, utajone cieplo przemiany jest funkcja
temperatury ¢o—g(T) = T(sg(T,p(T)) — sa(T,p(T))). Wzbr (7.6) pokazuje, ze dodatnie cieplo
przemiany jest zwiazane z przejsciem do fazy o wiekszej entropii (czyli mniejszym uporzadkowaniu)
i vice versa ujemne cieplo przemiany - z przejsciem do fazy o mniejszej entropii (czyli wiekszym
uporzadkowaniu). Wynika stad w szczegdlnosci, ze ciepla topnienia, parowania i sublimacji sa do-
datnie, gdyz wszystkie te przemiany prowadza do faz o mniejszym uporzadkowaniu. Wykorzystujac
(7.6) réwnanie Clapeyrona-Clausiusa mozemy zapisa¢ w postaci

dpw o da—p
dT T(vg —va) (1)

Wzoér ten pozwala nam wyciagna¢ wnioski dotyczace nachylenia krzywych wspdlistnienia stanéw
skupienia. Jak uzasadniliémy cieplo topnienia, parowania i sublimacji jest dodatnie, wiec o znaku
pochodnej ddzi‘,'f’ decyduje znak réznicy objetosci molowych. Objetos¢é molowa pary jest zawsze
wieksza od objetoéci molowej cieczy lub ciala stalego, wiec na krzywych sublimacji i parowania

% > 0. Sytuacja jest bardziej skomplikowana w przypadku krzywej topnienia, gdyz znak réznicy

1Nazwa ta jest jeszcze jedna pozostaloscig teorii kalorycznej: ukryte w ukladzie cieplo mialo jakoby ujawniaé swoja
obecnos¢ podczas przemian fazowych.
2W przemianach wyzszego rzedu, wobec ciagloéci entropii nie wystepuje utajone cieplo przemiany.
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Rysunek 7.1: Izoterma zawierajaca fragment, na ktérym zlamane sa warunki stabilnosci: p(v) (po lewej)
i v(p) (po prawej)

v; — v jest zalezny od substancji oraz temperatury. W zaleznoéci od rodzaju substancji moze wiec

na krzywej wspélistnienia ciecz (1) - cialo stale (s)zachodzié¢ zaréwno % > 0, jak i % <0.

W przypadku przemian fazowych drugiego rodzaju na podstawie (7.4) otrzymujemy dwa réwnania

dpw 1 Cp — q
AT " Toa o (7.82)
dpu, o

GPw _ X7 Q@ (7.8b)

dT ~ kp — Kl
Rownania powyzsze nosza nazwe rownar Fhrenfesta . Przykladem takiej przemiany jest np. przemi-
ana od fazy normalnej do nadprzewodzacej w zerowym polu magnetycznym; wéwczas réwnania
Ehrenfesta maja posta¢ odpowiednia dla ukladéw magnetycznych. Przemiany trzeciego rzedu sa
rzadko wystepuja w przyrodzie. Przykladem takiej przemiany fazowej jest np. kondensacja Bosego-
Einsteina.

7.3 Potencjaly termodynamiczne dla ukladéw wielofazowych

W poprzednim rozdziale wyprowadziliémy warunki stabilnosci dla uktadu jednorodnego. Wspdlistnienie
faz moze sie pojawi¢ w momencie, gdy ktorys z tych warunkéw zostanie naruszony.

Rozwazmy hipotetyczne réwnanie stanu pewnej substancji majace te wlasciwosé, ze w pewnym
zakresie parametréw termodynamicznych, np. temperatury i ci$nienia, narusza warunki stabilnosci
ukladu jednorodnego. Przyktadowo niech w pewnym zakresie objetosci molowych i temperatur,
wspotezynnik Scisliwosci izotermicznej jest ujemny (tzn. g—{}) > 0). Wiemy oczywiscie, ze w tym
obszarze réwnanie stanu nie jest poprawne. Jednak obszar taki moze wystapi¢ gdy rownanie stanu
konstruujemy w wyniku interpolacji miedzy obszarami, w ktorych dane doswiadczalne sa zgodne
z warunkami stabilnosci uktadu jednorodnego, lub ekstrapolacji poza takie obszary. Przyktadowo,
analizujac fenomenologiczne réwnanie stanu van der Waalsa

RT_&
v—>b v2

p= (7.9)
stwierdzamy, ze ponizej pewnej temperatury na wykresie p(v) pojawia sie taki zakres objetosci
molowych, w ktérym (%)T > 0, tzn. naruszony zostaje warunek stabilnosci stanu jednorodnego.

Zbadajmy konsekwencje tego faktu. W tym celu rozwazmy réwnanie stanu, ktérego izotermy posi-
adaja ksztalt jakosciowo odpowiadajacy izotermom réwnaniu stanu van der Waalsa 7.1. Bedziemy
poszukiwaé¢ stanu réwnowagi w ustalonej temperaturze i ciSnieniu. Wiemy, ze zgodnie z jedna
z zasad ekstremum, jest on okreslony przez minimum entalpii swobodnej. Poniewaz dla ukladu
jednosktadnikowego

G J—

N w
wiec musimy wyznaczy¢ postaé potencjalu chemicznego w funkcji ci$nienia i temperatury. Dokon-
amy tego odcatkowujac rownanie Gibbsa - Duhema

(7.10)

dp = —sdT + vdp (7.11)
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Rysunek 7.2: Zaleznosé¢ potencjalu chemicznego od cisnienia dla ustalonej temperatury uzyskane w
wyniku graficznego odcatkowania 7.1

wzgledem p dla réznych wartosci temperatury, przy czym dla ustalonej temperatury
dy =vdp . (7.12)

Wynik odcatkowania jakosciowo przedstawia rysunek 7.2. Rownowagowe stany odpowiadaja mniejszej
wartosci potencjatu chemicznego, wiec stany te leza na gateziach o — b i f — k, przy czym

— na galezi o — b odpowiadaja jednorodnemu ukladowi o duzym ‘(%)T , tj. malej Scisliwosci

(ciecz);

— w punkcie b = f odpowiadaja ukladowi niejednorodnemu;

— na galezi f — k odpowiadaja jednorodnemu ukladowi o matym ‘( g—{/’)T ,
(para).

tj. duzej Scisliwosci

W danej temperaturze w punkcie b = f pojawia sie réwnowaga faz. Przystapimy do wyznaczenia
parametréw tego punktu. Wobec faktu py, = i

/pf v(p)dp' =0 (7.13)

lub dokonujac rozpisania

/pcu(p’)dp’Jr/pdv(p’)dp%/pe v(p’)dp’+/pfu(p’)dp’=o . (7.14)

Pov Pe Pd Pe
Stad
Pe Pe Pd Pbv
/ v(p’)dp’*/ v(p’)dp’:/ v(p’)dp’*/ o(p')dp’ . (7.15)

ps Pa Pe Pe
Wzér powyzszy wyraza requte réwnych pol Mazwella - cisnienie wspolistniejacych faz jest takie,
ze obszary ograniczone odpowiednig izobara i wykresem réwnania stanu maja rowna powierzchnie
(por. rys. 7.3).

Zaproponowana przez Maxwella konstrukcja réwnych poél prowadzi do zastapienia izotermy van
der Waalsa zawierajacej fragmenty odpowiadajace niestabilnym stanom ukladu jednorodnego przez
fizyczna izoterme, ktéra z jednej strony tych stanéw nie zawiera a z drugiej strony staly jej frag-
ment odpowiada wspélistnieniu faz cieklej i gazowej. Wykluczonym poprzez konstrukcje réwnych
pol fragmentom b — ¢ oraz e — f wyjsciowej izotermy van der Waalsa, na ktérych nie jest narus-
zony warunek stabilnosci uktadu jednorodnego nadal Maxwell interpretacje stanéw metatrwatych.
Wiadomo, ze stany takie sa obserwowane w odpowiednio przeprowadzanych do$wiadczeniach nad
ptynami. W szczegélnosci, stany z fragmentu b — ¢ utozsamiane sa z przegrzang ciecza za$ stany z
e — f z przechlodzona para. Jezeli na jednym diagramie wykreslimy wiele izoterm van der Waalsa
odpowiadajacych réznym temperaturom podkrytycznym, dla kazdej z nich przeprowadzimy kon-
strukcje réwnych pdl dajaca odpowiedniki punktéw b oraz f a nastepnie punkty te polaczymy
krzywa to otrzymamy tzw. krzywa binodalng.Stany ukladu lezace na zewnatrz krzywej binodalnej
odpowiadaja stabilnym stanom jednorodnym: dla T < T stanom cieczy lub gazu oraz dla T > T,
gdzie rozréznienie pomiedzy ciecz i gaz nie ma sensu, stanom jednorodnego ptynu. Stany lezace
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wewnatrz krzywej binodalnej nie odpowiadaja jednorodnemu plynowi. Jezeli z kolei dla kazdej
izotermy wyznaczymy odpowiedniki punktéw c oraz e a nastepnie punkty te polaczymy krzywa to
otrzymamy tzw. krzywq spinodalng. Krzywa spinodalna lezy wewnatrz krzywej binodalnej, jest
do niej styczna w punkcie krytycznym za$ stany zawarte pomiedzy krzywa binodalng i spinodalna
interprertujemy jako stany metatrwale. Niech ¢ oznacza gesto$é¢ energii swobodnej Helmholtza
o(T,n) = F(T,V,N)/V, gdzie n = N/V. Korzystajac z powyzszej definicji funkcji p(T,n) otrzy-
mujemy zwiazek

z ktérego wynika
Op 3 0%p
— =-n"— . 7.7
(5‘1})T " on2 (7.17)
Funkcja ¢(T,n), ktéra otrzymujemy w wyniku wycatkowania réwnania
0 (‘P(T/”’))
p(T,n) = n287; (7.18)

przedstawiona jest jako$ciowo na Rys. fi. Zwréémy uwage na srodkowy fragment tej krzywej za-
warty pomiedzy punktami c oraz e, ktéremy odpowiadaja stany niestabilne uktadu jednorodnego.
Dlatego fragment ten jest zastapiony odcinkiem prostej, ktéry jest styczny do skonstruowanej krzy-
wej w punktach n = n, oraz n = n;. Powyzsze uzupelnienie funkei ¢ odcinkiem prostej jest
odpowiednikiem konstrukeji Maxwella w odniesieniu do izotermy. Funkcja —p(T), p), ktéra mozna
otrzymaé¢ odwracajac fizyczny fragment funkcji pu(7T, p) zaznaczony jako krzywa k, g, f, a, 0 na Rys.
7.2 oraz funkcja o(T', n) uzupehiona odcinkiem prostej powiazane sa poprzez transformacje Legen-
dre’a. Warto jednak zwrdci¢ uwage, ze ze wzgledu na to, iz funkcja ¢(T', n) jest w pewnym zakresie
gestosci funkcja liniowa to aby wyznaczy¢ jej transformate Legendre’a nalezy postuzy¢ sie ogélna
definicja —p(T', p) = infy(o(T,n) — np).

Na podstawie powyzszych wzoréw mozemy podaé nastepujaca charakterystyke poszczegélnych frag-
mentéw diagramu fazowego

— wewnatrz krzywej spinodalnej

62

a—nf <0 (7.19)
— na krzywej spinodalnej

0%
— w obszarze stanéw metatrwatych

0%

Iz > 0 (7.21)

— na krzywej binodalnej wspolistniejace gaz i ciecz maja te same potencjaly chemiczne i cisnienia,
tj. p(ni, T) = png, T) oraz p(n;, T') = p(ng, T'). Rzeczywiscie, odcinek prostej na Rys. 77 jest
styczny do funkcji ¢(T,n) w punktach n = n, oraz n = n; a to oznacza, ze (0p/0n) |n=n, =
(0p/On) |n=n,. Dodatkowo, jezeli réwnanie opisujace ten fragment prostej ma postaé p(n) =
o(ng) + (n —ng) p(ng) to z réwnania ¢(n;) = ¢(ny) + (0 — ny) u(ny) oraz z poprzednio uza-
sadnionej réwnosci p(n;) = p(ng) (pomijamy tu wszedzie zaleznosé od temperatury) otrzymu-
jemy —p(ny) + ng p(ng) = —p(ng) + ng u(ng). Wzér ten jest na podstawie (7.16) réwnowazny
stwierdzeniu p(ng) = p(ny).
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Rysunek 7.3: Konsktrukcja réwnych pdl Maxwella. Gruba ciagla linia zaznaczono stany lezace na fizycznej
izotermie, cienka ciagla linia - stabilne stany o energii Gibbsa wyzszej niz stan niejednorodny (stany
metatrwale), linia przerywana - stany niestabilne. Zacieniowane obszary I 1 IT maja réwne pola

— W punkcie krytycznym splywaja na siebie punkty binodalne (b i f) oraz spinodalne (c i e).
Poniewaz punktom spinodalnym odpowiada warunek 9%p/0n? = 0 to w punkcie krytycznym
D3p/0n® = 0. W punkcie krytycznym punkty spinodalne staja sie stabilne poniewaz pokrywaja
sie ze stabilnymi punktami binodalnymi i wobec tego d*p/dn? > 0. Tak wiec w punkcie
krytycznym ) X .

a—spz , 8—('02 , 8—('0>0 (7.22)
on? on3 ont

Objetosé molowa (podobnie jak i inne wielkosci) doznaje nieciaglej zmiany w punkcie przemiany

pierwszego rodzaju, tzn. objetoéci molowe wspdélistniejacych faz sg rézne: v, # vg. Nie oznacza to

jednak, Ze - przy przechodzeniu z fazy « do fazy 3 - nie mozna zrealizowaé procesu polegajacego
na ciaglej izotermicznej zmianie objetosci ukladu. W miare zmiany objetosci, po osiagnieciu przez
uklad cisnienia odpowiadajacego wspolistnieniu faz rozpoczyna sie ciagly proces przybywania nowej

i jednoczesnego ubywania starej fazy.

7.4 Punkt krytyczny

W punkcie krytycznym znika réznica miedzy wspdlistniejacymi fazami. Dla przykltadu wyznaczmy
polozenie punktu krytycznego dla gazu van der Waalsa. Z poprzednich rozwazan wynika, ze punkt
krytyczny jest dla izotermy krytycznej punktem przegiecia a réwnania definiujace parametry kry-
tyczne maja postaé

Pe = p(ve, Tt) (7.23a)
(ap> =0 (7.23b)
o ) p v=ve,T=T,
2
9p ~0 (7.23¢)
o0v? ) 1 v=ve,T=T.

Po rozwiazaniu tych réwnan uzyskujemy nastepujace wartosci parametrow krytycznych gazu van

der Waalsa g 1
a a
c:3ba Tcziia c = 55719 7.24
Y 27bR’ P T 2712 (7.24)
Wprowadzajac tzw. zredukowaneciénienie, objeto$¢ molowa i temperature
_ . p _ v — T
_ £ = — T=__ 7.25
p= U= T (7.25)
réwnanie stanu van der Waalsa mozemy zapisaé¢ przy ich pomocy w postaci
_ 3 _ =
P+ = B3v—1)=8T . (7.26)
v

Zauwazmy, ze W tej postaci réwnanie nie zalezy od stalych a i b charakteryzujacych konkretny
plyn; jest to wiec uniwersalna posta¢ réwnania stanu gazu van der Waalsa. Zarazem jesli dwa
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plyny opisywane réwnaniami stanu van der Waalsa maja jednakowie dwie sposrdd trzech zmiennych
zredukowanych, to rowniez i trzecia wielko$¢ jest taka sama w obu przypadkach - zdanie to wyraza
wniosek zwany prawem stanow odpowiednich.

Wiasciwosci uktadéw znajdujacych sie w poblizu punktu krytycznego zastuguja na szczegdlng uwage
ze wzgledu na ogromne fluktuacje jakie wystepuja w takich uktadach. Gdy méwimy o fluktuacjach
to trzeba przede wszystkim sprecyzowad o jakiego rodzaju fluktuacje chodzi i jaki wplyw wywieraja
one na wielkosci termodynamiczne. W przypadku prostego ptynu jednosktadnikowego w stanie jed-
nofazowym rozwazalismy dotychczas tylko jego stany jednorodne, w ktorych gestosé ptynu byla taka
sama w calym uktadzie i réwna n = N/V. W rzeczywistosci jednak gesto$é ptynu nawet w stanie
odleglym od stanu krytycznego nie pozostaje stala w calej objetoéci ukladu lecz zmienia sie od
punktu do punktu czyli fluktuuje. Pod pojeciem fluktuacji czesto rozumie sie nie tylko zmiennosé
przestrzenna ale takze zmienno$é czasowa okreslonych wielkosci fizycznych. ® Zainteresujemy sie
teraz zaleznoscia przestrzenna gestosci i jej konsekwencjami. Sa one szczegdlnie widoczne wlasnie w
przypadku ukladow krytycznych, poniewaz w miare zblizania sie do punktu krytycznego ujawnija
sie na coraz to wiekszych skalach dtugoéci. Ich spektakularnym przejawem jest zjawisko opalescencji
krytycznej. Polega ono na silnym rozpraszaniu $wiatta przez plyn; efekt ten jest tym silniejszy im
bardziej stan termodynamiczny plynu zbliza sie do punktu krytycznego. Jezeli plyn oswietlany
jest promieniowaniem monochromatycznym to rozprasza sie ono najsilniej na niejednorodnosciach
ukladu o rozmiarach rzedu dlugosci padajacego promieniowania. Tak wiec dopdki typowe rozmi-
ary liniowe wystepujacych w ukladzie niejednorodnosci, tzn. fluktuacji g’estosci sa mniejsze od
dhugosci padajacego promieniowania dopdty promieniowanie to jest stabo rozpraszane. Gdy pa-
trzymy na prébke pod katem prostym do padajacego nan promieniowania to nic szczegdlnego nie
widzimy. Jednak w miare zblizania sie stanu ukladu do punktu krytycznego pojawiaja sie w nim
coraz to wieksze niejednorodnosci; gdy ich typowy rozmiar stanie sie rzedu dlugosci padajacego
promieniowania wtedy zaczyna ono by¢ silnie rozpraszane a obserwowany plyn staje sie metny. Co
wiecej, w miare dalszego zblizania sie¢ do stanu krytycznego rozmiary najwiekszych niejednorodnoéci
rosng ale silne rozpraszanie na niejednorodnosciach rzedu dtugosci fali padajacego promieniowania
ma nadal miejsce. Oznacza to, ze wraz z pojawianiem sie niejednorodnosci gestosci ptynu o coraz
to wiekszych rozmiarach nadal istnieja niejednorodnosci o mniejszych rozmiarach. Uktad kryty-
czny charakteryzuje sie niejednorodnos$ciami na rozmaitych skalach dlugosci; oczywiscie ich gérnym
obcieciem jest rozmiar probki za$ dolne obciecie zwiazane jest z mikroskopowa natura uktadu. Wart
w tym miejscu dodaé, ze zjawisko opalescencji krytycznej ma miejsce nie tylko w odniesieniu do
promieniowania elektromagnetycznego padajacego na plyn, np. na prébéwke wypelniona ptynnym
dwutlenkiem wegla ale takze w odniesieniu do wiazki neutronéw padajacych na prébke ferromagne-
tyka w stanie bliskim krytycznemu. Wida¢ zatem, ze mamy do dyspozycji bardzo wygodny sposéb
ujawniania fluktuacji gestosci na coraz do wiekszych skalach diugosci. Jest nim przyblizanie stanu
uktadu do stanu krytycznego.

W wykladzie tym nie bedziemy zajmowaé sie szczegdélowym opisem tych niejednorodnosci czyli
fluktuacji gestosci. Aby to uczynié¢ nalezaloby mieé do dyspozycji odpowiedni aparat pojeciowy;
w szczegdlnodci opisujac fluktuacje musimy w oczywisty sposdb odrzuci¢ zalozenie o jednorodnosci
analizowanych ukladéw, ktére leglo u podstaw termodynamiki fenomenologicznej. Nie oznacza to
jednak, ze pewne pojecia oraz metody termodynamiki fenomenologicznej nie moga zosta¢ w takich
sytuacjach wykorzystane. Tymi zgadnieniami nie bedziemy sie jednak dalej zajmowaé a zwrocimy
raczej uwage na inne makroskopowe przejawy owych silnych fluktuacji charakteryzujacych uklady
krytyczne.

30bie te zmiennosci sa odzwierciedleniem - na okre§lonym poziomie skali dlugosci, ktéry wybraliémy do opisu ukladu
- chaotycznego ruch czasteczek plynu na poziomie mikroskopowym odpowiadajacym atomowym skalom diugosci. Widaé
zatem, ze wybor okreslonej skali dlugosci moze ujawnié fluktuacje pewnych wielkosci fizycznych a innych jeszcze nie. Analiza
fluktuacji jest wiec zagadnieniem $cisle zwi’azanym ze skala dlugosci, w ktérej chcemy opisywaé uklad.
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Charakterystyczna cecha uktadéw krytycznych sa z jednej strony rozbiezne ciepta wlasciwe oraz
wspolczynniki $cisliwosci a z drugiej strony znikanie pewnych wielkosci w miare zblizania sie do
punktu krytycznego. Aby uscisli¢ te pojecia nalezy przede wszystkim okresli¢é mozliwe sposoby
zblizania sie do punktu krytycznego. Na dwuwymiarowym diagramie fazowym tych drog jest
nieskonczenie wiele. Jednak tylko niektére z nich sa realizowane w pomiarach doswiadczalnych
i dlatego zastuguja na szczegdlna uwage. Naleza do nich:

— izochora krytyczna: n = n.
— krzywa wspolistnienia faz

— izoterma krytyczna: T =T,

W przypadku izochory oraz krzywej wspoétistnienia faz odlegto$é od punktu krytycznego wygodnie
jest mierzyé przy pomocy bezwymiarowego parametru 7 = (T — T.)/T.. Dane doswiadczalne i
badania teoretyczne pokazuja, ze wspomniane powyzej rozbieznosci ciepet wlasciwych oraz innych
wielkosci termodynamicznych maja charakter potegowy. Jezeli () oznacza dana wielko$¢ termody-
namiczna to jej zachowanie na np. izochorze krytycznej w granicy T \, T, opisane jest nastepujacym
prawem

Q=Qlr ™ (7.27)

gdzie Q4+ oznacza tzw. amplitude krytyczna zwiazang z danym prawem potegowym, zas Ay -
wykladnik krytyczny. Analogiczny wzér obowiazuje takze dla przypadku T " T, przy czym
woéwcezas amplituda i wykladnik krytyczny oznaczone sa odpowiednio _ i A_. Okazuje sie jednak,
ze zaréwno wyniki teoretyczne uzyskane dla dla réznych uktadéw modelowych (patrz np. model
Isinga omawiany w drugiej czesci skryptu) jak i bogate dane do$wiadczalne pokazuja, ze Ay = A_
co oznacza, ze W praktyce nie ma potrzeby rozrézniania tych dwoch sytuacji gdy idzie o wartosci
wykladnikéw krytycznych. Nadal jednak jest sens rozréznia¢ amplitudy krytyczne, gdyz w ogélnosci

Q+ # Q-.

Ponizej przedstawione sa przyklady praw potegowych charakteryzujacych zachowanie sie réznych
wielkosci termodynamicznych w poblizu punktu krytycznego. We wzorach tych nie zostaly oznac-
zone odpowiednie amplitudy krytyczne a jedynie wykladniki krytyczne charakteryzujace zachowanie
réznych wielkosci fizycznych na odpowiednich krzywych na diagramie fazowym, po ktérych stan
ukladu zbliza sie do stanu krytycznego

—cy ~ 7|7 n=n,

- xr~ |77, n=mn.

—ny—ng ~|7%,  krzywa wspélistnienia faz

- |p_pc|N|n_nc|67 T=T,
gdzie n;, oraz n4 oznaczaja odpowiednio gestosci cieczy i gazu, zas xr jest Scisliwoscig izotermiczna.
Analogiczne prawa potegowe obowiazuja takze dla magnetykéw w poblizu ich punktu krytycznego
zwanego punktem Curie. Jezeli stan jednoosiowego ferrmagnetyka o stalej objetosci oraz skladzie
chemicznym opisywaé przy pomocy temperatury T oraz pola magnetycznego H to wtedy punkt
krytyczny zadany jest poprzez T, H. =0 i

—cy~|r7, H=0

- XTN|7_|7A/3 H=0

—m~|7]?, H=0
|H|N|m|[sv r=1.
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gdzie m oznacza magnetyzacje, zas yr - izotermiczna podatnosé magnetyczna bedaca magnety-
cznym odpowiednikiem izotermicznej Scisliwosci dla ptynéw. Zwéémy uwage, ze wyktadniki kryty-
czne charakteryzujace odpowiadajace sobie wielkosci w przypadku plynéw i magnetykow oznaczone
zostaly przy pomocy tych samych symboli, ale nie oznacza to, ze wartosci tych wykladnikow dla
obu tych typéw uktaddéw sa a priori takie same.

7 wypisanymi powyzej prawami potegowymi zwiazanych jest wiele zagadnien. Pierwsze z nich doty-
czy wartosci wyktadnikéw krytycznych. A priori wartosci okreslonego wykladnika krytycznego, np.
«a moga by¢ inne dla kazdego badanego uktadu. Czy rzeczywiscie tak jest czy tez moze dana wartosé
wykladnika krytycznego charakteryzuje wiele réznych uktadéw fizycznych i w ten sposéb staje sie
cechg charakterystyczng calej klasy ukladéw. Pojawia sie takze pytanie czy zdefiniowane powyzej
wykladniki krytyczne sa - w ramach konkretnego uktadu fizycznego - od siebie niezalezne czy tez
jest moze tak, ze znajomos$¢ niektérych sposréd nich umozliwia wyznaczenie pozostatych. I gdyby
prawda bylo to, ze dana wartos¢ wykladnika charakteryzuje cala klase uktadéw, to czy ta zaleznosé
wartosci jednych wykladnikéw od innych przenosi sie na owa cala klase czy tez nie. Inna kwestia
jest odpowiedzenie na pytanie ktére cechy aktualnie analizowanego ukladu fizycznego determinuja
wartosci towarzyszacych mu wykladnikéw krytycznych. Tego rodzaju pytan jest wiele lecz tylko na
niektére spoéréd nich mozna probowaé¢ odpowiedzie¢ w ramach termodynamiki. Doglebna analiza
tego rodzaju zagadnienn wymaga zastosowania aparatu mechaniki statystycznej i wykracza poza
zakres tych wykladéw.

Jednak w ramach termodynamiki mozna uzyska¢ pewne informacje o wykladnikach krytycznych.
Pierwsza informacja dotyczy relacji, ktéra spelniaja ”magnetyczne” wykladniki «, 8 oraz v zwanej
nieréwnoscia Rushbrooka. Wynika ona z nieréwnosci

cr = povT [(0m/dT) ) [xr (7.28)

ktoéra z kolei wynika z udowodnionej poprzednio tozsamosci termodynamicznej dla ciepel wlasciwych
cyg 1cpy gdy ey > 0. Podstawiajac do powyzszej nieréwnosci prawa potegowe charakteryzujace
wystepujace w niej wielkosci dla T Te, tj. ey ~ |7|7%, x7 ~ |7|77 oraz (Om/OT), ~ |r|°~!
otrzymujemy

const > || 2D+ (7.29)

gdzie const > 0, czyli wlasnie nieréwno$¢ Rushbrooka
a+204+y>2 . (7.30)

W ramach analizy termodynamicznej mozna udowodnié¢ takze inne nieréwnosci spetlniane przez
wykladniki krytyczne, np. wykorzystujac wlasnosci wypuklosci odpowiednich potencjaléw termo-
dynamicznych dowodzi sie nieréwnoséi Griffitha

a+pB0+1)>2 . (7.31)

Dowodu tej nieréwnosci nie bedziemy jednak tu przytaczad.

Druga informacja dotyczy wartosci wyktadnikow krytycznych charakteryzujacych plyn opisywany
réwnaniem stanu van der Waalsa (5.29). Znajac wartosci krytyczne parametréw stanu (7.24) oraz
réwnanie stanu w postaci zredukowanej (7.26) oraz wprowadzajac zmienne dp = p—1 = (p—p¢)/Pe,
ov=0-—1=(v—uv.)/v. oraz T otrzymamy réwnanie stanu van der Waalsa w nastepujacej postaci

dp (2 + Tov + 86v” + 30v%) = =360 + 87(1 + dv)? . (7.32)

Mozemy teraz obliczy¢ wykladnik krytyczny § charakteryzujacy izoterme krytyczna. Kladac 7 =0
otrzymujemy dla dv < 1

op = %5# (7.33)
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czyli dyaw = 3. Podobnie, rézniczkujac obie strony réwnania (7.32) po dv i klad’ac nastepnie
dv = 0 otrzymujemy x7 ~ |7|7! czyli ypaw = 1. Mozna takze sprawdzié, ze SByqw = 1/2 oraz, ze
cieplo wlasciwe przy stalej objetosci ptynu van der Waalsa zmienia sie skokowo przy przekracza-
niu punktu krytycznego wzdtuz izochory krytycznej. Oznacza to, ze zgodnie z formalna definicja
wykladnika krytycznego a otrzymujemy a,qw = 0. Zwréémy zatem uwage, ze tak wyznaczone
wartosci wykltadnikéw krytycznych dla ptynu van der Waalsa spetniaja zaréwno nieréwnosé Rush-
brooka jak i Griffitha i w dodatku jako réwnosci. Z drugiej jednak strony pomiary wykladnikéw
krytycznych dla dwutlenku wegla (T, = 304.2K,p. = 72.8atm,p. = 0.46g/cm?3) oraz ksenonu
(T. = 289.8K, p. = 57.6atm, p. = 1.11g/cm?) daja dla obu tych substancji w przybilzeniu o = 0.1,
8 = 0325, v = 1.24, § = 4.8 (nie przytaczamy doktadnosci uzyskanych wynikéw). Widaé, ze
wartosci uzyskane dla pltynu van der Waalsa réznia sie od wartosci dla dwutlenku wegla oraz
ksenonu. Pojawia sie zatem pytanie jakie wiasciwosci modelowego ptynu van der Waalsa wplywaja
na te réznice. Jednak aby odpowiedzie¢ na to oraz wiele innych pytan dotyczacych wlasciwosci
krytycznych réznych substancji nalezy siegnaé¢ do bardziej fundamentalnego, mikroskopowego opisu
tych substancji w ramach mechaniki statystycznej. Ta mikroskopowa analiza pozwala nie tylko
obliczy¢ wartosci wyktadnikéw krytycznych dla réznych ukladéw ale takze pozytywnie zweryfikowaé
rézne hipotezy zasygnalizowane powyzej, w szczegdlnosci te dotyczace uniwersalnosci obliczonych
wartosci wykladnikéw krytycznych.

Analize wlasciwosci uktadu fizycznego w poblizu jego punktu krytycznego mozna a priori przeprowadzié
w ramach standardowej procedury mechaniki statystycznej. Polega ona na obliczeniu stosownej
sumy statystycznej oraz zwiazanego z nia potencjalu termodynamicznego, a nastepnie przejsciu do
granicy termodynamicznej i wyznaczeniu odpowiednich wielkosci termodynamicznych. W wyniku
tego przejscia granicznego rézne wielkosci termodynamiczne wykazuja nieanalityczne wlasciwosci
charakteryzujace uktad krytyczny. Realizacja powyzszego programu napotyka jednak zazwyczaj
na znaczne trudnosci. Ilo$§¢ modeli fizycznych, dla ktérych udalo sie analitycznie obliczy¢ sume
statystyczna i zrealizowaé¢ kolejne kroki opisanej procedury jest niewielka. Nalezy do nich miedzy
innymi jedno- i dwuwymiarowy (w zerowym zewnetrznym polu magnetycznym) model Isinga omaw-
iany w rozdziale XII. Jednak juz tréjwymiarowego modelu Isinga nie udalo si¢ do tej pory $cisle
rozwiazaé i informacje na temat np. wartosci wyktadnikéw krytycznych dla tego modelu maja
charakter przyblizony. Klopoty z analitycznym opisem ukladéw krytycznych maja swoja geneze
we wszechobecnych fluktuacjach krytycznych. Oczywiscie nalezy je uwzgledni¢ w ramach pelnego
opisu ukladu krytycznego i tak tez dzieje sie gdy obliczamy sume statystyczna. Sumujemy wowczas
po wszystkich stanach mikroskopowych uktadu fizycznego a wiec takze po tych, ktérym na poziomie
mezoskopowym odpowiadaja duze fluktuacje np. gestosci. Tak jak powiedzieliémy, procedura ta
bardzo czesto nastrecza trudnosci nie do pokonania. Z drugiej strony okazuje sie, ze trudnosci te
mozna obréci¢ w sukces jezeli sie na fluktuacje krytyczne spojrzy sie w odpowiedni sposéb. Metoda
tzw. grupy renormalizacyjnej jest wlasnie sposobem wyznaczania wladciwosci uktadéw krytycznych,
w tym wykladnikéw krytycznych wykorzystujacym niezmienniczo$é¢ uktadéw krytycznych wzgledem
skalowania dhugosci. Te symetrie uktadu krytycznego zapewniaja wlasnie fluktuacje krytyczne. I
znowu, cho¢ procedure grupy renormalizacyjnej udaje sie $cisle przeprowadzi¢ tylko w nielicznych
modelach fizycznych i w ogdlnosci analiza taka wymaga zastosowania metod przyblizonych, to idea
przyswiecajaca calemu podejsciu jest wlasnie konsekwentne uwzglednienie fluktuacji.

Z kolei zaniedbanie fluktuacji musi z konieczniosci prowadzi¢ do wynikéw, ktéra moga by¢ poprawne
pod wzgledem jako$ciowym ale nie pod wzgledem ilosciowym. Tego rodzaju teoria wlasciwosci
krytycznych zaniedbujaca fluktuacje jest wladnie teoria Landaua, ktora rozwazymy w nastepnym
podrozdziale.
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7.5 Teoria Landaua

W roku 1934 Lew Landau sformutowal teorie stuzaca do analizy wladciwosci ukladéw krytycznych.
Sukces teorii Landaua polega z jednej strony na jej prostocie a z drugiej strony na jej skutecznosci
polegajacej miedzy innymi na mozliwosci przewidywania wartosci wyktadnikéw krytycznych. Teorie
te najprosciej jest przedstawi¢ w odniesieniu do jednoosiowego ferromagnetyka i w takiej tez wersji
ja tu zaprezentujemy.

Stan réwnowagi jednoosiowego ferromagnetyka (o ustalonej objetosci V' i sktadzie chemicznym)
moze by¢ okreslony przy pomocy dwéch parametréw intensywnych: temperatury T' i zewnetrznego
pola magnetycznego H. Okreslenie tych dwéch parametrow pozwala na jednoznaczne wyznaczenie
magnetyzacji : m(T,H) = M/V. Jezeli jednak niezaleznie okreslone zostalyby wartosci az trzech
zmiennych 7', H i m to w ogdlnosci nie ma standéw réwnowagi zgodnych z warto$ciami tych trzech
zmiennych. Hipotetyczne stany okreslane przez te trzy zmienne stanowia zatem szersza klase od
klasy stanéw rownowagi. W ramach teorii Landaua analizowane sa takie wlasnie stany i kazdemu
sposréd nich przyporzadkowana zostaje warto$é pewnej funkcji magnetyzacji m, temperatury T
i zewnetrznego pole magnetycznego H. Funkcja ta nazywana jest energia swobodna Landaua i
jest oznaczana przez Fr(m,T, H). Zakladamy nastepnie, ze funkcja ta jest minimalizowana - przy
ustalonych wartoséciach T' i1 H - przez wartos¢ rownowagowa magnetyzacji m. Tak wiec 7 moze by¢
wyznaczona na podstawie réwnania

8.7:L(m,T, H)

e -0 . (7.34)

m=m
Po wstawieniu wyznaczonej w ten sposéb réwnowagowej magnetyzacji m (T, H) do energii swobod-
nej Landaua otrzymujemy energie swobodna Gibbsa

Fr(m(T,H), T,H)=G(T,H) . (7.35)

Na podstawie znajomosci energii swobodnej Gibbsa mozemy wyznaczy¢ wszystkie interesujace nas
wlasciwosci jednoosiowego ferromagnetyka.

Na podstawie powyzszej konstrukcji widzimy, ze teoria Landaua nie jest teoria mikroskopowa. Nie
odwoluje sie ona do mikrostanéw uktadu magnetycznego (tak jak to czynimy w ramach modelu
Isinga) lecz do makrostanéw scharakteryzowanych przez okreslona warto$é magnetyzacji.

Konstrukcje teorii Landaua mozna przyblizy¢ odwotujac sie do mechaniki statystycznej modelu
Isinga, patrz dodatek poswiecony temu modelowi. W ramach analizy mikroskopowej dostajemy
zwiazek sumy statystycznej Z(T, H) = 3., exp(—BH({si})) z energia swobodna Gibbsa G(T', H)
: Z(T,H) = exp(—BG(T, H)). Jezeli podczas obliczania sumy statystycznej uwzgledniony zostanie
warunek by sumowaé tylko po takich konfiguracjach spinéw, ktére sa zgodne z zadana wartoscia
magnetyzacji y . s; = Vm, to taka procedura obliczania sumy statystycznej z wiezami prowadzi
wladnie do energii swobodnej Landaua: 27{3,-} exp(—FH({si})) = exp(—BFL(m, T, H)), gdzie sym-
bol prim przy znaku sumy oznacza uwzglednienie wiezéw. Wycaltkowanie exp(—SF(m,T, H)) po
wszystkich warto$ciach magnetyzacji m prowadzi zgodnie z definicja do energii swobodnej Gibbsa:
[ dmexp(—BFr(m,T,H)) = exp(—BG(T, H)). W ramach teorii Landaua energia swobodna Gibbsa
zostaje przyblizona przez wyraz dajacy najwiekszy wkiad do powyzszej catki i odpowiadajacy na-
jmniejszej wartosci energii swobodnej Landaua.

Aby méc efektywnie postugiwaé sie teoria Landaus nalezy okreslié postaé¢ energii swobodnej Lan-
daua, ktora jest kluczowym obiektem teorii. W ogoélnosci posta¢ energii zalezy od rozpatry-
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wanego ukladu fizycznego. Poniewaz nasza analiza ograniczona jest do jednorodnych ferromag-
netykéw jednoosiowych to wystarczy rozwazaé gesto$¢ energii swobodnej Landaua: fr(m,T, H) =
Fr(m,T,H)/V. Pamietajac, ze spontaniczna magnetyzacja znika w punkcie krytycznym zas w
poblizu punktu krytycznego - czyli tam gdzie stosujemy teorie Landaua - jest "mala, rozwijamy
fo(m, T, H) w szereg Taylora wok6t m = 0. Co wiecej, w ramach teorii Landaua czynimy zalozenie,
ze fr,(m, T, H) jest analityczna funkcja nie tylko zmiennej m ale takze zmiennych T'i H w otoczeniu
punktu krytycznego. Zalozenie to pozwala nam rozwina¢ fr,(m,T, H) w szereg wzgledem poteg m,
T —T,, oraz H (H. = 0).

Dokonajmy rozwiniecia f1,(m, T, H) z doktadnoscia do wyrazéw rzedu m®. W zerowym zewnetrznym
polu magnetycznym jednoosiowy ferromagnetyk posiada symetrie géra-dét. Zakladamy, ze symetria
ta znajduje odzwierciedlenie w parzystosci funkeji fr,(m, T, 0)

fL (m, T, 0) = fL(—m, T, 0) . (736)

Stad wszystkie wspoélczynniki przy nieparzystych potegach magnetyzacji musza by¢ rowne zeru i
energie swobodna Landaua mozemy zapisa¢ w postaci :

fr(m,T,0) = f.(0,T,0) + Afy(m,T,0) (7.37)
gdzie
Afr(m,T,0) = r(j)mQ + #m‘i + 0(m®) . (7.38)

Przeanalizujmy dopuszczalna postaé¢ parametréw 7(T') 1 w(T), tj. ich zaleznosé od temperatury 7.
Gdyby u(T) < 0, wéwczas - niezaleznie od znaku r(T) - absolutne minimum energii swobodnej
Landaua byloby realizowane przez nieskonczona warto$¢ magnetyzacji co nie ma sensu. Zakladamy
zatem, ze funkcja u(T') jest wieksza od zera i ze jest stata: u(T) = v = const > 0. W celu okreslenia
struktury wspéltczynnika r(T') wykorzystajmy réwnanie (7.34), ktére ma postaé

v
m (r + EW) =0 . (7.39)
Niezaleznie od wartosci parametréow r oraz v posiada ono rozwiazanie zerowe
mo =0 (7.40)

przy czym na podstawie analizy drugiej pochodnej fr(m;T,0) obliczonej w punkcie m = g
stwierdzamy, ze dla r < 0 rozwiazanie to odpowiada maksimum energii swobodnej Landaua, a
dla r > 0 - minimum. Ponadto w przypadku, gdy r < 0 istnieja dalsze dwa rozwiazania réwnania
(7.39) i to odpowiadajace minimum energii swobodnej Landaua

My = i,/—% : (7.41)

Kazde z nich odpowiada tej samej wartosci energii swobodnej Gibbsa fr(my,T,0) = fr(m—_,T,0) i
wobec tego kazde z nich jest réwnie dobrym kandydatem na stan rownowagowy ukladu. Oczywiscie
fizyczny uklad znajduje sie w jednym z tych dwoch stanow. Jednak w ramach przedstawianej
tu teorii Landaua nie wystepuja dodatkowe kryteria pozwalajace wyrézni¢ jedno z uzyskanych
rozwiagzan jako rozwiazanie réwnowagowe i okresli¢, w ktérym stanie znajdzie sie uklad. W rzeczy-
wistym ukladzie fizycznym decyduja o tym mechanizmy, ktére nie sa uwzglednione w przedstawianej
teorii. Zwréémy przy tym uwage, ze wyjsciowa energia swobodna Landaua byta parzysta funkcja
m 1 wobec tego byla niezmiennicza ze wzgledu na zamiang m — —m. Stan, w ktérym znajduje
sie uklad nie wykazuje tej symetrii. Zjawisko to nazywamy spontanicznym lamaniem symetrii.
Zalézmy, ze dla T < T, uklad jest w stanie m = M.

Podsumowujac stwierdzamy, ze
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— gdy r(T) > 0 w ukladzie nie wystepuje spontaniczna magnetyzacja
m=my=0 (7.42)
— gdy r(T) < 0 w ukladzie wystepuje spontaniczna magnetyzacja
m=my #0 . (7.43)

Pierwszy przypadek interpretujemy zatem jako odpowiadajacy temperaturom nadkrytycznym (7' >
T.), a drugi podkrytycznym (T' < T.). W temperaturze krytycznej r(7") zmienia znak i - wykorzys-
tujac zalozenie o analitycznosci fr,(m;T,0) - przyjmujemy

r(T)=a(T-T,) |, (7.44)

gdzie a jest dodatnia stala. W powyzszym rozwinieciu zaniedbalidmy wyrazy zawierajace wyzsze
potegi T'—T,, ktore - jak mozna sprawdzi¢ - nie maja wplywu na wiasciwosci ukladu w bezposrednim
sasiedztwie punktu krytycznego. Po wstawieniu do réwnania (7.41) uzyskujemy

My ~ (—7)2 (7.45)

gdzie parametr 7 = (T'—T.)/T. okresla zredukowna temperature. Pozwala to nam odczytaé wartosé

wykladnika krytycznego .

Br = 3 (7.46)

gdzie indeks L oznacza, ze powyzsza warts¢ liczbowa wyktadnika krytycznego 3 zostala otrzymana
w ramach teorii Landaua.

W celu zbadania podatnosci magnetycznej niezbedne jest rozszerzenie dotychczasowych rozwazan
poprzez uwzglednienie niezerowego pola magnetycznego. Przyjmujemy najprostsze uogdlnienie
fr(m;T,0) polegajace na dodaniu czlonu opisujacego liniowe sprzezenie magnetyzacji z polem.
Prowadzi to do nastepujacej postaci gestosci energii swobodnej Landaua

fo(m;T,H) = fr(m;T,0) — Hm . (7.47)
W tym przypadku réwnowagowa magnetyzacja jest rozwiazaniem réwnania

H =rm + %m3 . (7.48)

Podatno$é magnetyczna xr = (0m/0H)r|p—o obliczamy rézniczkujac obie strony réwnania (7.48)
po m i nastepnie obliczajac w punkcie m =m

xr = (r+ gmz)‘l : (7.49)

Po podstawieniu réwnowagowych wartosci magnetyzacji uzyskujemy

—dlaT > T,
xr=xg7tt (7.50)
gdzie Xa_ = a7, oraz
—dlaT <T¢
xr=x, (=7)7' (7.51)

gdzie x, = 2aT:
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Uzyskane zaleznosci pozwalaja na okreslenie wartoéci wykladnika krytycznego ~
vo=1 . (7.52)

Zwréémy uwage, ze niezaleznie od tego czy do punktu krytycznego zbiegamy od strony temperatur
nadkrytycznych czy podkrytycznych to rozbieznos¢ podatnosci magnetycznej scharakteryzowana
jest przez te sama wartos¢ wyktadnika v, = 1. Natomiast amplitudy krytyczne nie sa wielko$ciami
uniwersalnymi, gdyz zaleza np. od parametru a. Jednak ich stosunek - zgodnie z obserwacjami
doswiadczalnymi - jest wielkoscia uniwersalna

+

Xo _o (7.53)
Xo

Réwnanie (7.48) pozwala wyznaczy¢ warto$é¢ wyktadnika krytycznego ¢ charakteryzujacego izoterme
krytyczna. Ktadac T' = T, czyli r = 0 otrzymujemy 67, = 3.
Obliczymy teraz wartos¢ wyktadnika krytycznego « charakteryzujacego rozbieznosé ciepta wlasciwego
cu (T, H). Po wykorzystaniu wzoréw (?7?) okazuje sie, ze zaréwno w przypadku T \, T, jak i w
przypadku T T, ciepto wlasciwe ¢y (T, 0) dazy do skoriczonej granicy, oznaczanej odpowiednio
cu(TF,0) i ey (T ,0), przy czym cy(T.F,0) # cg(T.,0). Tak wiec przy przekraczaniu temper-
atury krytycznej cg (T,0) doznaje skoku Acy (T,0) = cy(T.F,0) — cu(T7,0) # 0. Gdyby$my tego
rodzaju zachowanie sie ciepta wlasciwego chcieli opisaé¢ przy pomocy wykladnika krytycznego a to
formalnie na podstawie definicji (7.27) wzoru otrzymalibysmy «y, = 0.

Zwr6oémy uwage, ze cho¢ obliczone w ramach teorii Landaua wartosci wyktadnikéw krytycznych o,
B, v oraz § réznia sie od wartosci uzyskanych doswiadczalnie to mimo to speliaja one nieréwnosci
Rushbrooke’a i Griffitha jako réwnosci. Widaé¢ wiec, ze teoria Landaua - mimo, iz pomija fluktu-
acje - prowadzi do wartosci wykladnikéw krytycznych spelniajacych tak istotne warunki jakimi sa
uzyskane na drodze termodynamicznej nieréwnosci Rushbrooke’a i Griffitha.

Na wyniki uzyskane w ramach teorii Landaua mozna zatem patrze¢ jak na takie przyblizenie
prawdziwych wartosci wykladnikéw krytycznych, w ktérym zaniedbujemy fluktuacje. Dlatego
wartosci te nie zaleza od wymiaru analizowanego ukladu, co jest to istotnym mankamentem teorii.
Uwzglednienie fluktuacji powoduje zmiane obliczanych wartosci wykladnikéw krytycznych oraz ich
uzaleznienie od wymiaru ukladu. Tego rodzaju program realizowany jest w ramach metody grupy
renormalizacyjnej.

Mimo ze teorie Landaua przedstawiliémy w zastosowaniu do jednoosiowego ferromagnetyka w
poblizu punktu krytycznego, to nalezy podkresli¢ ze podejscie na niej oparte moze by¢ zastosowane
do znacznie szerszej klasy uktadéw fizycznych. W szczegélnosci moze zostaé¢ uogdlniona na przy-
padek uktadéw, w ktorych zachodzi przemiana fazowa pierwszego rodzaju. Zagadnienie to pozostaje
jednakze poza zakresem naszych rozwazan.

7.6 Nadprzewodnictwo

Diagram fazowy dla nadprzewodnikéw I-go rodzaju wygodnie jest przedstawi¢ w zmiennych tem-
peratura T oraz natezenie zewnetrznego pola magnetycznego Hy. Faza nadprzewodzaca zajmuje
obszar ograniczony krzywa Ho = H.(T) = H [1 —(T/ TC)Q]7 gdzie stale H oraz T, sa charakterysty-
czne dla danego ukltadu (np. dla olowiu T, = 7.2K, dlaniobuT, = 9.2K). Dla T > T, nie istnieje
faza nadprzewodzaca. Z kolei gdy T' < T, to faza nadprzewodzaca wystepuje pod warunkiem, ze
zewnetrzne pole magnetyczne nie jest zbyt silne; pole magnetyczne o odpowiednio duzym natezeniu
Hy > H.(T) niszczy stan nadprzewodzacy. Przypomnijmy, ze charakterystyczna cecha ukladu w
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stanie nadprzewodzacym jest wystepowanie efektu Meissnera-Ochsenfelda: wewnatrz prébki znika
indukcja magnetyczna, tj. B = 0. W zwiazku z tym czesto spotykamy sie ze stwierdzeniem, ze stan
nadprzewodzacy mozna traktowaé jako stan idealnego diamagnetyka, tj. stan, w ktérym m = —H.
Poniewaz jednak wewnatrz probki w stanie nadprzewodzacym nie ptyna prady objetosciowe to nie
ma powodow by stan takiej probki opisywaé przy pomocy wektoréw H oraz M. Fakty te powoduja,
ze dyskusja termodynamicznych wlasnosci materialéw nadprzewodzacych staje sie skomplikowana.
Wprawdzie na poziomie czysto formalnym mozna do opisu nadprzewodnikéw wykorzystaé entalpie
swobodna dG = —SdT — pgMdH, jednak we wzorze tym wielko$¢ M nie oznacza momentu magne-
tycznego probki (tak jak to jest np. dla paramagnetykéw) ale zwiazana jest z pradami powierzch-
niowymi. Mimo to mozna pokazaé, ze dla probki w ksztalcie bardzo dlugiego walca skierowanego
wzdtuz kierunku zewnetrznego pola zachodzi zwiazek M = —V H. Z kolei w fazie normalnej M = 0.
Aby otrzymaé¢ odpowiednik réwnania Clapeyrona-Clausiusa dla przemiany fazowej stan normalny
- stan nadprzewodzacy nalezy przyréwnaé do siebie zmiany potencjatu G obliczone dla kazdej z
faz wzdhuz krzywej wspélistnienia Hy = H.(T). Zakladajac, ze objeto$é prébki nie ulega zmianie
podczas przemiany fazowej otrzymujemy

A

Ss —Sn = wVH, IT

(7.54)

przy czym wielkosci opatrzone indeksami n oraz s odnosza sie odpowiednio do stanu normalnego i
nadprzewodzacego. Poniewaz df;ﬂ < 0dlaT > 0 to widaé, ze S5 < .S, czyli zgodnie z mikroskopowa
interpretacja entropii jako miary nieuporzadkowania w systemie (patrz Czesé IT skryptu) stan nad-
przewodzacy jest bardziej uporzadkowany niz stan normalny. Obserwacja ta znajduje odzwier-
ciedlenie w mikroskopowej teorii zjawiska nadprzwodnictwa. Po obustronnym zrézniczkowaniu po

temperaturze powyzszego réwnania otrzymujemy

dH.\? d2H.
H,
( dT ) +HY

CS — Cn = /.LoTV

(7.55)

Widaé, ze dla T < Tc_ mamy S, — S5 # 0 natomiast w punkcie T = T, mamy S, — Ss = 0
oraz C, — Cy = —4pugH?/T,.. A zatem przemiana ze stanu normalnego do nadprzewodzacego jest
pierwszego rodzaju dla T < T, oraz drugiego rodzaju (wedlug klasyfikacji Ehrenfesta) w punkcie
T=T.,.
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Uklady wieloskiadnikowe

8.1 Wprowadzenie

W dotychczasowych rozwazaniach zajmowalismy sie uktadami jednosktadnikowymi. W niniejszym
rozdziale zajmiemy sie przypadkiem ukladéw, w ktorych wystepuje wieksza liczba sktadnikéw.
Nasze zainteresowania ograniczymy do jednorodnych ukitadéw wielosktadnikowych. Z naszych
rozwazan wylaczamy wiec mieszaniny mechaniczne, tj. uktady wielosktadnikowe, w ktorych poszczegélne
skladniki wystepuja w postaci makroskopowych drobin.

Na okresnienie jednorodnych uktadéw wielosktadnikowych w literaturze mozemy spotkaé¢ dwa pojecia:
mieszanina i roztwor. Zakres stosowania tych pojeé nie jest precyzyjnie okreslony i czesto jest rézny
w réznych publikacjach.

W niniejszym wyktadzie pojecia mieszaniny i roztworu bedziemy uwazaé za synonimy pojecia jed-
norodnego ukladu wielosktadnikowego. Zastosowanie pierwszego lub drugiego okreslenia bedzie
uzaleznione od sposobu opisu takiego ukladu. I tak pojecia mieszaniny bedziemy uzywaé w przy-
padku, gdy wszystkie skladniki wchodzace w sklad uktadu bedziemy traktowaé¢ w identyczny sposéb,
zas$ pojecie roztworu - gdy jeden ze skladnikéw wyrdzniamy jako rozpuszczalnik , a pozostate jako
substancje rozpuszczone. Warto tu podkresli¢, ze kazdy uklad wieloskladnikowy mozemy opisywaé
jako roztwér. Opis ten ma jednak praktyczne znaczenie wéwczas, gdy utamek molowy jednego
ze skladnikéw roztworu jest znacznie wiekszy od ulamkow molowych pozostatych skladnikow.
Woéwecezas naturalnym przyjeciem jest uznanie skladnika wystepujacego w nadmiarze za rozpuszczal-
nik.

Uczynmy w tym miejscu jeszcze dwie uwagi. Pierwsza z nich ma charakter notacyjny. W niniejszym
rozdziale indeks o oznacza stan uktadu, w ktérym wszystkie skltadniki mieszaniny sa rozdzielone
(zajmuja odrebne przestrzennie obszary). Innymi stowy indeks ten wystepujacy przy wielkosci ter-
modynamicznej opisujacej jakas$ substancje oznacza, ze wielkosé ta odnosi sie do czystej substancji.

Druga uwaga dotyczy przypomnienia konwencji stosowanej w ramach termodynamiki. W termo-
dynamice, w odréznieniu np. od analizy matematycznej, na oznaczenie funkcji musimy stosowaé
pelne oznaczenie zawierajace wyspecyfikowanie zmiennych, tj. np. oznaczenie f(z,y,z) zamiast
f. Wynika to z faktu, ze w ramach analizy matematycznej f oznacza okreslona funkcje, a wiec w
szczegolnosci réwniez zestaw zmiennych. W termodynamice f ma raczej charakter pewnej wielkosci
fizycznej (termodynamicznej), ktéra w ogélnosci moze byé sparametryzowana przez rézne zmienne.
Oznacza to, ze w termodynamice na poziomie symbolicznym f(x,y,z) i f(x,v, z) okreslaja rézne
funkcje matematyczne.
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8.2 Mieszaniny gazéw doskonalych

Wiréd ukladow wieloskladnikowych istotna role odgrywaja mieszaniny gazéw doskonatych. Ich rola
wynika z faktu, ze jest to najprostszy, w peli rozwiazywalny, uklad modelowy.

Podstawowym twierdzeniem okreslajacym wlasciwosci mieszaniny gazéw doskonatych jest twierdze-
nie Gibbsa . Orzeka ono, ze dla mieszaniny gazdéw doskonalych o temperaturze T i skladzie
chemicznym {N;}7_; wypehiajacych naczynie o objetosci V réwnanie podstawowe w postaci para-
metrycznej ma postaé

S(T,VANi}i—1) = zr: Sio(T,V, Ny) (8.1a)
U(Ta Vi {Nl}le) = 27: Ui,o(Ta V, Ni) . (8.1b)

i=1

Inaczej méwiac twierdzenie Gibbsa orzeka, ze entropia mieszaniny gazow doskonalych jest suma
entropii jaka kazdy ze sktadnikow mialby w sytuacji, gdyby zajmowal te sama objetosé co mieszanina
i mial te sama temperature co mieszanina. Podobnie energia wewnetrzna jest rowna sumie energii
wewnetrznych poszczegdlnych skladnikéw w objetosci réwnej objetosci mieszaniny i w temperaturze
rownej temperaturze mieszaniny. Dowdd twierdzenia Gibbsa moze zostaé przeprowadzony dopiero
w ramach mechaniki statystycznej. W ramach termodynamiki fenomenologicznej mozemy wykazaé
jego stusznoé¢ zaktadajac, ze mieszanina gazéw doskonalych ma witasciwosci gazu doskonalego, w
szczegoblnosci jest opisywana poprzez réwnania stanu gazu doskonatego (5.8a) i (5.8b). Oczywiscie
to zalozenie moze by¢ dowiedzione jedynie w ramach mechaniki statystycznej. Warto dodac, ze przy
tym zalozeniu wszystkie wyprowadzone ponizej z twierdzenia Gibbsa wlasnosci mieszaniny gazéw
doskonatych staja sie oczywiste.

Wyznaczmy teraz cisnienie mieszaniny gazéw doskonalych zamknietej w naczyniu o objetosci V
utrzymywanym w temperaturze T. Wykorzystujac wzory na przeksztalcanie pochodnych termody-

namicznych uzyskujemy
Vo, (%) (av) _
VAN Y —, ov UANi}i_y 08 VAN}_,

—
) sngr, |
a8 28 a8 ar

(5),0, =T ((57) (7)) (), )= @2
o UA{N:}i_,y v TAN:}_, or VAN, v UA{N:}_,
U

. ( ( s ) ) (as> <av>T,{Ni};-1>
V) vy, \NIT ) viwar, (5)viwgr

Teraz jednak z twierdzenia Gibbsa wynika

8U) - <8Ui >
— = § d . (8.3)
<8V TAN:}i—1 =1 v T,N;

Wiemy jednak, ze energia wewnetrzna gazu doskonalego jest niezalezna od objetosci (por. (5.8b)),
wiec wszystkie pochodne po prawej stornie powyzszego réwnania sa rowne zeru i w konsekwencji
ci$nienie mieszaniny

g
+

o)

08
P (aV>T,{Ni};1 (84)
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i przy wykorzystaniu twierdzenia Gibbsa oraz wzoru na entropie gazu doskonalego (5.14)

980 RT <
=T E = E N; . 8.5
( >T7N'i 4 i=1 (52

Jesli wprowadzimy pojecie cisnienia parcjalnego (cisnienia czastkowego) jako ci$nienia wywieranego
przez i-ty skladnik mieszaniny w ustalonych warunkach objetosci i temperatury pod nieobecno$é
pozostalych skladnikéw mieszaniny to na podstawie réwnania stanu (5.8a) wzér (8.5) moze by¢

zapisany jako
P=>_pi , (8.6)
i=1

gdzie p; oznacza cis$nienie parcjalne i-tego gazu doskonalego wchodzacego w sklad mieszaniny.
Wz6r ten stanowi matematyczny zapis prawa Daltona, ktére orzeka, ze ciSnienie mieszaniny gazow
doskonalych jest réwne sumie cidnien parcjalnych skladnikéw mieszaniny.

Wzér (8.5) zapisany w postaci

V= (Z NZ-> RT | (8.7)

pokazuje, ze mieszanina gazéw doskonalych jest opisywana réwnaniem stanu gazu doskonalego.
Whprowadzajac pojecie objetosci czastkowej jako objetosci zajmowanej przez i-ty skltadnik mieszaniny
w ustalonych warunkach temperatury i ciSnienia calkowitego mieszaniny stwierdzamy, ze objetosé
mieszaniny gazéw doskonalych moze by¢ zapisana wzorem

N;RT <
=3V, (8.8)
P ;

gdzie V; oznacza objeto$¢ czastkowa i-tego gazu doskonalego wchodzacego w sklad mieszaniny pod
cisnieniem p. Wzor powyzszy stanowi matematyczny zapis prawa Amagata, ktore glosi, ze objetosé
mieszaniny gazow doskonatych jest rowna sumie objetosci czastkowych jej sktadnikéw.
Twierdzenie Gibbsa orzeka, ze entropia mieszaniny gazow doskonalych jest addytywna ze wzgledu
na skladniki jezeli ustalone sa temperatura i objetos$¢, natomiast nie jest addytywna przy ustalonej
temperaturze i ci$nieniu. Istotnie, bezposrednio ze wzoru (8.1a)

S(T,V(T,p, ANitiz1), {Ni}iza ZSw (T, VT, p,{Ni}i1), Ni) # ZSz o(T,p, Ni) . (8.9)

=1 1=1

Wyznaczmy réznice miedzy entropia mieszaniny a suma entropii sktadnikéow w tych samych warunk-
ach ci$nienia i temperatury

T

AS = S(T,]L {Ni}zzl)_z Si,o(T’pa Nz) = Z(Si,o(T’ V(Tvp’ {Ni}£:1)7 Ni)_Si,o(T7p> Ni) (810)

i=1 i=1
Wykorzystujac wzory oraz réwnanie stanu mieszaniny (8.7) uzyskujemy uzup.

AS = ZNRIn(ZZlN> RZN]nxl : (8.11)

=1

Wyznaczmy na zakonczenie potencjaly chemiczne poszczegdlnych sktadnikéw mieszaniny. W tym
celu wyznaczmy energie swobodna Helmholtza

F(T,VANi}io1) = U(T, VANi}i=y) = TS(T, V. {Ni}ih) (8.12)
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Wykorzystujac twierdzenie Gibbsa stwierdzamy, ze

F(T,VANi}i—y) =Y (Uio(T,V,N;) = TS; (T, V,N;)) = > F; o(T,V, N;) (8.13)
i=1 =1
oraz

85’)
ON; )1 v nayizt (v,

i=1"

i (T V(N = ( —uyo(TVN,) (8.14)

Jedli bedziemy chcieli wyrazi¢ potencjal chemiczny j-tego skladnika mieszaniny gazéw doskonatych
w funkcji temperatury, ci$nienia i sktadu mieszaniny to w oparciu o réwnanie stanu (8.7) uzyskamy

Mj(T,p, {Ni};:l) = Mj,O(T7 V(T,p, {Ni}le)’ Nj) = Mj,O(Ta p) +RT'lnz; . (8'15)

Wz6ér ten pozwala nam znalezé jawna postac entalpii swobodnej mieszaniny gazéw doskonatych,
gdyz

G(T,pAN:}=1) = ) Nilj,o(T,p) + RTIna;) . (8.16)

=1

8.3 Wilasciwosci mieszanin

Jesli rozwazymy dowolna mieszanine r-sktadnikowa to w ogdlnosci ekstensywne wielkosci termody-
namiczne mozemy wyrazi¢ jako sume wazona

=1

gdzie y; oznacza odpowiednia wielkos¢ molowa. Poniewaz jednak y; zalezy od skladu mieszaniny,
to zazwyczaj

Yi # Yio - (8.18)
Co wiecej spelienie warunku
Yi = Yio (8'19)

jest zalezne od zestawu parametréow termodynamicznych uzytych do opisu mieszaniny. Istotnie, jak
wiemy z rozwazan dotyczacych mieszaniny gazdéw doskonatych

S(T, VAN }i—1) = Z Sio(T,V,N;) (8.20)
=1
lecz i
S(T,V(T,p, AN Y1) AN YiZ1) # Y Sio(Top, Ni) (8:21)
=1

Przy opisie ukladéw wielosktadnikowych wygodnie jest wybraé jako parametry opisujace uklad
temperature i ciSnienie. Przy takim zalozeniu beda przeprowadzana ponizsza analiza, chyba ze
wyraznie oznaczono inaczej.

Parametrami termodynamicznymi mieszania nazywamy réznice miedzy wielkoscia danego para-
metru termodynamicznego mieszaniny a suma wartosci tego parametru dla czystych sktadnikéw
przy ustalonych wartosciach cisnienia i temperatury

AY = Z Ni(yi — Yio) - (8.22)
i=1
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W szczegdlnosci entropia mieszania wyraza sie wzorem
T
Ams = Z NZ(SZ — Si,o) . (823)
i=1

Znajac ta definicje mozemy stwierdzié, ze wzor (8.11) okresla entropie mieszania gazéw doskonalych.

Mieszaning doskonatq (mieszaning idealng) nazywamy mieszanine, ktérej entalpia mieszania jest
rowna zeru, a entropia mieszania jest réwna entropii mieszania gazéw doskonatych

AmH =0 5 (824&)

ApS=-R> Nz |, (8.24b)
=1

gdzie x; oznacza utamek molowy i-tego sktadnika w mieszaninie. Zauwazmy, ze mieszanina gazow
doskonatych jest mieszaning doskonata.

Zauwazmy, ze z (8.24) wynika, ze entalpia swobodna mieszania w przypadku roztworu doskonalego
wynosi

ApG=ApH—TA,S=RTY Nilnz; . (8.25)
=1

Prowadzi to do wniosku, ze entalpia swobodna roztworu doskonalego wyraza sie wzorem

G=> Ni(gio+RTInz;) . (8.26)

i=1
Potencjal chemiczny i-tego skladnika roztworu doskonatego moze wiec by¢ obliczony ze wzoru
i = i o(T,p) + RTInz; (8.27)

czyli potencjaly chemiczne sktadnikéw roztworu doskonalego maja identyczna strukture jak sktadnikow
mieszaniny gazéw doskonatych. Wzér (8.27) moze na réwni z (8.24) stanowié¢ definicje roztworu
doskonalego. Jesli bowiem wyjdziemy z (8.27) to entropie roztworu uzyskamy ze wzoru

oG d
S=— <6T> = > Ni(sio — Rlna) (8.28)
pv{Nt}z—l

i=1
i nastepnie entalpie

H=G+TS=> Nihi, . (8.29)
=1

Wyznaczenie w oparciu o powyzsze wzory entalpii oraz entropii mieszania prowadzi do (8.24).

W tym miejscu nalezy uczynié¢ pewne zastrzezenie. Réwnowaznosé (8.24) i (8.27) zostala wykazana
w przypadku, gdy w mieszaninie wystepuja tylko i wylacznie te skladniki, ktére byly uzyte do wyt-
worzenia mieszaniny. Gdy w czasie tworzenia mieszaniny powstaja nowe sktadniki (np. w wyniku
reakcji chemicznych, czy dysocjacji) to zazwyczaj (8.24) nie jest spelnione, natomiast mozliwa jest
sytuacja, w ktérej dla wszystkich sktadnikow mieszaniny - w tym powstalych podczas jej tworzenia
- obowiazuje (8.27). Z tego wzgledu wielu autoréw uznaje (8.27) za podstawowa definicje roztworu
doskonatego. Przy takim rozszerzeniu definicji wiele oméwionych w dalszej czesci skryptu zjawisk
przypisanych roztworom rzeczywistym moze wystapi¢ w redefiniowanych roztworach doskonatych.
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Przebadajmy teraz dalsze wtasnosci roztwordw doskonalych. Wyznaczmy w szczegdlnosci objetosé
mieszania i energie wewnetrzna mieszania. Poniewaz

A
Amve:<a mG) , (8.30)
ap Tv{Ni}::l

wiec korzystajac ze wzoru (8.25) stwierdzamy, ze

AV =0 . (8.31)

Roztwor doskonaly ma zerowa objeto$¢ mieszania, tzn. w czasie jego tworzenia przy stalych tem-
peraturze i cisnieniu objeto$é¢ nie ulega zmianie.

7 kolei
AU =TA,,S —pA,V+A,G , (8.32)

wiec wobec (8.24b), (8.30) i (8.25)
AU =0 (8.33)

czyli energia wewnetrzna mieszania roztworu doskonatego jest rowna zeru.

Roztwory, ktére nie spetniaja warunkéw (8.24) (lub - co réwnowazne - (8.27)), nosza nazwe rozt-
worow niedoskonatych lub roztwordw rzeczywistych . Ponizej oméwimy niektore ich wlasciwosci.

Roztworem doskonatym odniesienia Rgq dla danego ukladu rzeczywistego R nazywamy hipotetyczny
roztwor doskonaly o takim samym skladzie chemicznym jak roztwér rzeczywisty. Innymi stowy w
roztworze doskonalym odniesienia potencjal chemiczny kazdego skladnika musi wyrazaé sie wzorem
typu (8.27)

ti, ko (T, 0, AN Yiz1) = tti,Rao(Tp) + RTInw; . (8.34)
Nalezy podkresli¢, ze poniewaz roztwér doskonaly odniesienia jest ukladem hipotetycznym, wiec

Wi, Ry,0 jest pewnym dowolnym parametrem. W przypadku, gdy stezenie substancji w badanym
roztworze rzeczywistym moze osiagnaé warto$¢ jeden mozemy przyjac, ze

'u’ivR(T’p7 {x]}SZI) z;=1 = Hi,R, (T7pa {xj}gzl) r;=1 - (835)
Poniewaz
i, R(T, p A2 i1 wi=1 = pio(T,p) (8.36)
wiec
Hi,Rg,0 = ;u'i,O(Tv p) ) (837)

czyli i R, 0 jest réwny potencjalowi chemicznemu substancji czystej. Omdéwionej powyzej proce-
dury nie da sie zastosowa¢ w przypadku, gdy osiagniecie przez utamek molowy danego skladnika
wartosci rownej jeden w roztworze rzeczywistym jest niemozliwe.

Inny sposéb okreSlenia pi; r,. jest mozliwy w przypadku szczegélnej klasy roztworéw, ktére dla
malych stezen sa roztworami rozcienczonymi doskonatymi.

Roztworem rozciericzonym doskonalym (roztworem rozciericzonym idealnym) nazywamy roztwor
rzeczywisty, ktéry spelia warunki (8.24) dla malych stezen substancji rozpuszezonych (co réwnowazne
- stezeniu rozpuszczalnika bliskiemu jednosci). Potencjat chemiczny rozpuszcezalnika w roztworze
rozcienczonym doskonalym mozemy wyznaczy¢ ze wzoru

M1 = /J/l,o(Tv p) + RT In X1 ) (838)
za$ substancji rozpuszczonych ze wzoru
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gdzie ¥; sa pewnymi funkcjami. Poniewaz stezenie substancji rozpuszczonych jest bardzo mate

s
<1, (8.40)
i=2
wiec rozpisujac utamek molowy rozpuszczalnika jako
i
z=1-> (8.41)
=2
i dokonujac rozwiniecia logarytmu we wzorze (8.38) uzyskujemy:

p =~ po(T,p) — RTY ;. (8.42)
1=2

Oczywiscie w przypadku roztworéw, ktére dla niskich stezen sa roztworami rozcienczonymi doskonatymi
naturalne jest przyjecie u; r,.0o W ten sposéb, by potencjaly chemiczne granicznie rozcienczonych:
roztworu doskonatego odniesienia i roztworu rzeczywistego byly sobie réwne.

Wi Rg0o =i . (8.43)

W dalszej analizie bedziemy zakladaé, ze roztwér doskonaly odniesienia jest w pelni zdefiniowany,
tzn. okreslone s wszystkie (; g, o-

Zdefiniowanie roztworu doskonalego odniesienia pozwoli nam na ilo$ciowe okreslenie odstepstw za-
chowania roztworu rzeczywistego od roztworu doskonalego. Nadmiarowymi parametrami termody-
namicznymi nagywamy réznice miedzy wielkoscia danego parametru termodynamicznego w rozt-
worze rzeczywistym i roztworze doskonalym odniesienia

AY =Y —Yg, . (8.44)

Zauwazmy, ze powyzszy wzor mozemy zapisaC jako roznice okreslonej wielkosci termodynamicznej
mieszania roztworu rzeczywistego i roztworu doskonalego odniesienia

AY =AY — AnYr, . (8.45)

W szczegdlnosci nadmiarowy potencjat chemiczny i-tego skladnika mieszaniny

Acpi = pi — iR, - (8.46)

Wspdotczynnik aktywnosci 7; i-tego sktadnika mieszaniny definiujemy poprzez wzér

4 = exp (Ae” i) : (8.47)

RT

W zaleznosci od zestawu argumentéw opisujacych potencjat chemiczny uzyskujemy rézne wspotezynniki
aktywnosci. Do najwazniejszych naleza

— wspotczynnik aktywnosci utamkowej v; odpowiadajacy zaleznosci potencjatlu chemicznego od
utamkéw molowych poszezegdlnych sktadnikow;

— stosowany w odniesieniu do mieszanin gazowych wspdlczynnik aktywnosci cisnieniowej , zwany
réwniez wspoltczynnikiem lotnosci lub wspotczynnikiem fugitywnosci p; odpowiadajacy zaleznosci
potencjatu chemicznego od cisnien parcjalnych poszczegdlnych sktadnikdw.
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Dyskusja innych typéw wspdlezynnikéw aktywnosci pozostaje domena chemii fizyczne;j.

Wspdélezynnik aktywnosci jest oczywiscie w ogdlnosci funkcja temperatury, cisnienia i sktadu chemicznego

mieszaniny. Jego wprowadzenie jest umotywowane wzgledami wygody rachunkowej. Zauwazmy
bowiem, ze bezposrednio z definicji

pi = pir, + RT'In%y; . (8.48)

Rozwazmy wspélezynnik aktywnosci ulamkowej. Przy wykorzystaniu wzoru (8.27) na potencjal
chemiczny w roztworze odniesienia mamy

Wi = i rg0+ RTInz; + RTInvy; = p; ry0o + RT Inwiy; . (8.49)

Uzyskany wzdr na potencjat chemiczny sktadnika mieszaniny rzeczywistej ma strukture analogiczna
do wzoru na potencjal chemiczny sktadnika mieszaniny doskonalej, przy czym w miejsce utamka
molowego wystepuje iloczyn wspélczynnika aktywnosci i utamka molowego. Iloczyn ten nosi nazwe
aktywnosci utamkowej i-tego sktadnika.

Podobnie postugujac sie wspoéleczynnikiem lotnoéci uzyskujemy
i
Wi = i, Ry,0 T RT In ]71(;51 , (8.50)
0

gdzie py oznacza pewne ci$nienie odniesienia. Iloczyn wspélczynnika lotnosci i bezwymiarowego
ci$nienia parcjalnego i-tego skladnika mieszaniny gazowej nosi nazwe lotnosci (fugitywnosci, akty-
wnoéci cisnieniowe)).

Wzory (8.49) oraz (8.50) pokazuja, ze dla roztwordw rzeczywistych mozemy postugiwaé sie wzo-
rami odpowiadajacymi roztworom doskonalym o ile dokonamy zastapienia odpowiednich wielkosci
zdefiniowanymi powyzej aktywnosciami.

W ramach termodynamiki fenomenologicznej nie jesteSmy w stanie wyznaczy¢ zaleznosci aktywnosci
od skladu chemicznego mieszaniny. Jest to natomiast mozliwe w odniesieniu do zaleznosci od
temperatury i ci$nienia. Ze wzoru (8.47) zapisanego w postaci

Ae 7
In~y; = R; , (8.51)
uzyskujemy w wyniku zrézniczkowania po T i p odpowiednio
Oln 'yi> Ach;
=— , (8.52)
2
( oT P Yoy RT
| i Ae 7
(a il ) — Dl (8.53)
8]) TA{z; }§:1 RT

Wiéréd roztwordw rzeczywistych wyrézniamy roztwory regularne i roztwory atermiczne.

Roztworem reqularnym lub roztworem prawidtowym nazywamy roztwor, ktéry ma entropie mieszania
réwna entropii mieszania roztworu doskonalego. Roztworami regularnymi jest wiele roztwordw
cieczy organicznych oraz wiele roztwordéw statych.

Roztworem atermicznym nazywamy roztwor majacy zerowa entalpie mieszania. Grupa ta nie jest
zbyt liczna. Roztworami atermicznymi sa np. roztwory niektérych substancji wielkoczasteczkowych
w rozpuszczalnikach organicznych.



8.4. REGULA FAZ GIBBSA 93

Wiemy ze potencjal chemiczny skladnika mieszaniny jest funkcja r + 1 parametréw intensywnych.
Niech tymi parametrami beda: temperatura, ciSnienie oraz utamki molowe r—1 sktadnikéw mieszaniny.
Woéwezas rézniczke potencjatu chemicznego i-tego sktadnika mozemy wyrazi¢ jako

3 7 a 7 6 7
dui(a/;) dT+(6“) dp +Z(a“> dv; . (8.54)
IRETS e L TS —1 N9/ Tp e D) e 2

Podstawiajac te postaé rézniczek do réwnania Gibbsa-Duhema (3.31) uzyskujemy

( +Z<8’“> )dT+<—v+Z<8’“) $i>dp+
T Yt P )1 a1yt

r 9 ;

>3 (5

Rozwazmy przypadek procesu izotermiczno-izobarycznego. Oznacza to, ze dT' = 0 i dp = 0, czyli
powyzsze réwnanie redukuje sie do

r—1 r
O

3 (Z 2 (8“ ) | ) dv; =0 | (8.56)
T3/ Top {aon ) Az ishy,

j=1 \i=1

(8.55)

) » dl’j =0
Tvp{xk}i;iv{wk}li;;+1

gdzie dokonali$my zamiany kolejnosci sumowania. Wystepujace w powyzszym wzorze rézniczki sa
jednak niezalezne, wiec

T

O
i=1

Oczywidcie réwnanie o tej samej strukturze obowiazuje réwniez dla 7 = r, nie jest ono jednak
liniowo niezalezne od ukiadu (8.57). Réwnania (8.57) nosza nazwe réwnar Duhema-Margulesa. W
szczegdlnosci dla uktadu dwusktadnikowego mamy jedno réwnanie Duhema-Margulesa

1 (aul) 2 (8/@) . (8.58)
(91171 Tp 6931 T,p

8.4 Regula faz Gibbsa

> =0 . (8.57)
Top{zr ) {ze}iZ) it

Rozwazmy uktad r-sktadnikowy, w ktérym wspolistnieje m faz. Zgodnie z analiza z poprzedniego
rodzialu uklad taki mozemy traktowa¢ jako zlozony z m jednorodnych podukiladéw otwartych.
Warunkami réwnowagi miedzy fazami jest rownos¢ temperatur, réwnosé cisnienn oraz rownosé po-
tencjaléw chemicznych wszystkich skladnikéw:

viemTai =T , Pa;,=p , Vjefrﬂj,m =H; - (8.59)
Poniewaz potencjal chemiczny jest wielkoscia intensywna, wiec do opisu kazdej fazy winnismy uzy¢
zestawu parametréw, w ktorym jeden ekstensywny charakteryzuje jej wielkos¢, a pozostale sa in-
tensywne. W ogdlnosci stan kazdej fazy mozemy okresli¢ poprzez podanie jej entropii, objetosci
oraz skladu chemicznego, tj. liczby moli poszczegdlnych skladnikéw {Nj,ou,};:l, czyli r 4+ 2 para-
metréw. Oznacza to, ze w alternatywnym opisie potrzebujemy r + 1 parametréw intensywnych,
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np. temperatury, cisnienia i stezen molowych r — 1 skladnikéw. Ulamek molowy r-tego skladnika
mozemy oczywiscie natychmiast wyznaczy¢ ze wzoru

> Tja =1 . (8.60)
j=1

Wykorzystujac warunek réwnosci temperatur i cisnien we wszystkich fazach stwierdzamy, ze do
opisu uktadu jako catoséci potrzebujemy 2 4+ m(r — 1) parametréw intensywnych. Mamy ponadto do
dyspozycji réwnosci potencjaléw chemicznych poszezegélnych sktadnikéw, czyli r(m — 1) réwnosci.
Wobec tego liczba niezaleznych termodynamicznych parametréw intensywnych, nazywana liczbg
termodynamicznych stopni swobody wynosi

f=24mlr—-1)—r(m-1)=2+r—-m . (8.61)

Wzér ten stanowi tre$¢ reguly faz Gibbsa , ktéra stwierdza ze liczba termodynamicznych stopni
swobody jest rowna powiekszonej o dwa réznicy miedzy liczba sktadnikéw i liczba faz wystepujacych
w ukladzie.

Regule faz Gibbsa mozemy wyprowadzi¢ réwniez w inny sposéb. W uktadzie r-skltadnikowym mamy
do dyspozycji 2 + r niezaleznych parametréw intensywnych (temperatura, ci$nienie i r potencjatéw
chemicznych). Speliaja one dodatkowo w kazdej z faz relacje Gibbsa - Duhema (m zwiazkéw).
Stad liczba niezaleznych zmiennych intensywnych

f=2+r—-m . (8.62)

W szczegolnosei dla przypadku uktadéw jednoskladnikowych
f=3-m , (8.63)
skad mozemy uzyskaé (por. str. ) wnioski:
— w uktadzie jednoskladnikowym wspoltstnienie dwéch faz na diagramie fazowym nastepuje

wzdluz krzywej;

— w ukladzie jednoskladnikowym trzy fazy moga wspolistnie¢ jedynie w izolowanych punktach
(punktach potéjnych);

— w ukladzie jednoskladnikowym wspdélistnienie czterech faz jest niemozliwe.

Jedli rozwazymy wazny przypadek mieszaniny podwdéjnej to stwierdzimy, ze w tym przypadku dwie
fazy moga wspdlistnie¢ wzdtuz powierzchni (w tréjwymiarowej przestrzeni stanu parametréw inten-
sywnych). Jesli wiec ustalimy np. ci$nienie i temperature to sktad chemiczny obu wspélistniejacych
faz bedzie jednoznacznie okreslony. Trzy fazy w mieszaninie podwdjnej wspdlistnieja wzdluz linii

punktow potréjnych, wreszcie wspdlistninenie czterech faz zachodzi w izolowanych punktach poczwérnych.

8.5 Roztwory doskonale w ukladach wielofazowych

Jako pierwsze zagadnienie rozwazmy réwnowage cieklej mieszaniny doskonalej z jej para nasycona,
ktéra bedziemy uwazaé¢ za mieszaninge gazéw doskonalych. Przyjmijmy, ze mieszanina sklada sie
z 1 substancji lotnych i s substancji nielotnych. Para nad mieszanina sklada sie oczywiscie z r
substancji lotnych, przy czym z warunku réwnowagi faz wynika réwnos¢ potencjaléw chemicznych
tych substancji

Migr=pip , €L . (8.64)
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Rysunek 8.1: Cisnienie pary dwuskladnikowej mieszaniny doskonatej w funkcji utamka molowego jednego
ze sktadnikéw w roztworze. Liniami kropkowanymi oznaczono cisnienia czastkowe sktadnikow.

Wiemy jednak, ze mieszanina jest mieszaning doskonala, a para - mieszaning gazdéw doskonalych
wiec
wi,r(T,p, i r) = pi,Ro(T,p) + RT Inx; g (8.65)

[Li,p(T,p, $i7p) = ,Ufi,P,o(T7 p) + RT In Tip (866)

gdzie z; g i z; p sa utamkami molowymi i-tego skladnika odpowiednio w fazie cieklej i parze. Po-
tencjal chemiczny czystego sktadnika w stanie cieklym jest zazwyczaj niezalezny od ci$nienia, wiec

ti,r.0(T5p) = pi,r,o(T) (8.67)

zas$ potencjal chemiczny gazu doskonalego jest liniowa funkcja logarytmu ciénienia

i po(T,p) = pipo(T)+ RTInp (8.68)
wiec
7 o T) — 7 o T
pin = oxp (LenelD Zperel)) g, (3.69)

Wobec doskonalosci mieszaniny wzér powyzszy jest stuszny dla dowolnego stezenia substancji w
roztworze, wiec przyjmujac x; g = 1 stwierdzamy, ze

i, R,0 T)— i,P,0 T
exp (M Aol )RTu ol )> = Pi,Po (8.70)
i w konsekwencji
pi,p =pipo(l)Tir (8.71)

gdzie p; p,, oznacza ci$nienie (preznosé) pary nasyconej nad czystym skladnikiem i¢. Wzér powyzszy

jest matematycznym zapisem prawa Raoulta, ktore stwierdza, ze cisnienie parcjalne danego sktadnika

pary wspolistniejacej z roztworem doskonalym jest wprost proporcjonalne do stezenia tego skltadnika

w roztworze, przy czym wspolczynnikiem proporcjonalnosci jest preznosé pary nasyconej nad czystym
sktadnikiem. Zgodnie z prawem Raoulta ciénienie parcjalne pary danego skladnika nad roztworem

jest zawsze mniejsze od cisnienia pary nad czystym skladnikiem. Wykorzystujac zwiazek miedzy

cisnieniem parcjalnym i ulamkiem molowym danej substancji prawo Raoulta mozmy zapisaé w

postaci réwnowaznej jako

i, P,0 T
Tip = ]L()IL‘Z"R . (872)

p
Dla ustalenia uwagi rozwazmy teraz uktad, w ktérym wystepuja wytacznie dwie substancje lotne.
Zalézmy bez starty ogdlnosci, ze substancja 1 jest bardziej lotna niz substancja 2, tzn. preznosé
pary nasyconej substancji 1 jest wigksza od preznosci pary substancji 2

P1,Po > P2,Po - (8.73)

Wyznaczmy w pierwszej kolejnosci ci$nienie w funkcji stezenia pierwszego skladnika odpowiednio
w cieczy i parze. Wiemy, ze
pp =p1,Pp +DP2.P (8.74)
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i wykorzystujac prawo Raoulta stwierdzamy, ze

p(Ta $1,R) =Dp2,Pot+ (p1,P,o - p2,P,o)$1,R . (8~75)

Wzér ten pokazuje, ze papo < p < Di,po. Wynik ten pozwoli nam znalezé ulamek molowy
substancji 1 w parze w funkcji jej utamka molowego w cieczy. Z prawa Raoulta (8.72) przy wyko-
rzystaniu (8.75) uzyskujemy

P1,P,0%1,R
xr1,p = 2 (876)
D2.pPo+ (pl,P,o - pQ,P,o)xl,R
wiec wobec oszacowania na cisnienie
T1,p 2 T1,R - (8.77)

Wynik ten oznacza, ze para jest zawsze bogatsza w skladnik bardziej lotny, tzn. o wiekszym ci$nieniu
pary nasyconej (reguta Gibbsa- Konowatowa). Wlasno$é ta pozwala na rozdzielanie mieszaniny
doskonalej poprzez destylacje. Jesli bowiem odparujemy czesé mieszaniny, a nastepnie skroplimy
uzyskana pare to uzyskamy roztwor o wickszym ulamku molowym substancji bardziej lotne;j.

Odwracajac zaleznosé (8.76) uzyskujemy

x
T1R = DP2,PoT1,P (8.78)
P1,Po — (pl,P,o - pz,P,o)xl,P
co pozwala wyznaczy¢ cisnienie pary w funkcji utamka molowego substancji 1 w parze
p(T,pr) _ P1,P,0P2,P,0 (879)

P1,Po — (p1,P,o - p2,P,o)£U1,P

Funkcje p(T, x1,r) oraz p(T,z1,p) okreslaja cisnienie pary wspélistniejacej z ciecza w funkeji tem-
peratury oraz skladu chemicznego odpowiednio: roztworu i pary. Pierwsza funkcja zalezy wiec
od parametrow cieczy wrzacej, za$ druga - pary nasyconej. Dla ustalonej temperatury funkcje te
prowadza do wykreslenia izotermy, na ktéra skladaja sie odpowiednio linia cieczy oraz linia pary
(linia rosy ).

W praktyce wygodniej jest postugiwacé sie izobarami w miejsce izoterm. Wyznaczmy teraz jako$ciowa
posta¢ T(p,z1,r) i T(p,z1,p) W zaleznosci od postaci p(T,z1, r) 1 p(T, x1,p). Rozwazmy pochodna

( ag‘?fR)p o gdzie indeks 7 oznacza obliczanie pochodnych na krzywej wspolistnienia faz. Zgodnie

z zasadami przeksztatcania pochodnych termodynamicznych

oT o (op\ 7! p
<5$1,R)m T <8T>w1 g (3561,1?,)” ' (8.50)

Wyznaczmy teraz warto$é¢ pochodnej (%) . Dokonamy tego postepujac droga identyczna jak
ZT1,R
w rozdziale xx przy wyprowadzaniu rownania Clapeyrona-Clausiusa. Warunek wspoélistnienia faz

w ukladzie dwuskladnikowym moze by¢ zapisany jako

wi.r(T+dT,p+dp,x1 r +dzx1 r) = pi,p(T +dT,p+dp,z1,p +dz1p) (8.81)

gdzie i = 1,2. Dokonujac obustronnego rozwiniecia w szereg Taylora wzgledem dT i dp uzyskujemy
w pierwszym nieznikajacym rzedzie

(8/”,12) AT+ (8/”,12) dp + (8#1,1%) dz1 p —
or P,Z1,R ap T,x1,Rr aﬁl,R T.,p

(8.82)
(alu’z,P) dT + (aﬂz,P) dp+ <a/~Lz,P) deP 7
oT - op Tow1 p O0x1.p Tp
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czyli przy wykorzystaniu definicji wielkosci czastkowych

7(5i,R — Si7p)dT + (Ui,R — 1},;7P)dp + (a'u 7R> deR _ ( H ’P> dep =0 . (883)
T1LR) 7, dx1p) 1,
Z réwnania Duhema-Margulesa (8.58) wynika jednak ze
0 0
( ﬂz,z%) _ T1,R ( /~L17R) (8.84)
6581,1{ Tp 1-— $1,R 695171{ T,p
i analogicznie
0 0
( M2,P> ___Tup ( Nl,P) (8.85)
8:51’1: Tp 1-— X1,p 8x1,p Tp
wiec uklad réwnan (8.83) moze by¢ zapisany w postaci
8#1,1{ a#l,P .
—(s1,r — s1,p)dT + (vi,r —v1,p)dp+ | 7—— deip — | 7—— dzip=0 , (8.86a)
Ox1.r ) 1 Or1p )+
s p : P
Z1,R ou,r x1,p o, p B
—(s2,r—52,p)dT+(ve, g —v2,p)dp— dxi p+ dz1,p =0
1-— T1,R 8%1713 Tp 1-— Z1,pP 693171:- Tp
(8.86b)

Wyrugujmy teraz z powyzszego uktadu rézniczke dzi p. Mozemy tego dokona¢ mnozac stronami
odpowiednio pierwsze réwnanie przez x1, p, zas drugie przez 1 —x; p a nastepnie dodajac stronami.
Uzyskujemy w ten sposéb

1

T(QLRHPl’l,P + ¢2,r—p(1 —21,p))dT — (Avi r—px1,p + Ava r—p(1 — 21 p))dp+

_ TL,R— 1P <3u1,R

drip=0 . (887
o axl,R>T,,, L (8.7

W sposéb analogiczny mozemy uzyskaé

1

T(Ql,RHle,R + q@2.r—p(1 — 21 r))dT — (Avi g px1 R + Ava p—p(1 — 21 R))dp+

T1R — T1,P (@M,P

d =0 . (888
o axl,R)T,p o (5.88)

Na podstawie (8.87) stwierdzamy, ze poszukiwana przez nas pochodna wyraza sie jako

(617> _ qir—pT1p+ @ r-p(l—21p) (8.89)
T1,R

or ~ Avi poprip+ Avap_p(l —x1,p)

Struktura powyzszego wzoru jest zrozumiata. Jest ona bowiem identyczna ze struktura réwnania
Clapeyrona-Clausiusa (7.7), w ktérym zaréwno molowe cieplo przemiany, jak i zmiana objetosci
molowe]j sa odpowiednimi $rednimi wazonymi ze wspodlczynnikami wagowymi odpowiadajacymi
skltadowi pary

qr—P = Q1,r—PZ1,P + @2.r—P(1 —21P) , (8.90a)

Avgp_p = AUl,R‘?le,P + AvgyRHp(l — (Elyp) . (8.90b)
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Rysunek 8.2: Diagram fazowy dwuskladnikowej mieszaniny doskonalej. Liniami ciaglymi oznaczono linie
cieczy, a przerywanymi - linie pary. Punkty R i P okreslaja odpowiednio sklad wspolistniejacych roztworu
i pary odpowiednio przy ustalonym ciénieniu oraz ustalonej temperaturze.

Zauwazmy ponadto, ze w ogoélnosci (%) > 0. Wynik ten pozwala nam przy wykorzysta-
T1,R

niu (8.80) stwierdzié, ze w danym punkcie przestrzeni parametréw stanu izoterma T'(p,z1 r) ma
przeciwne nachylenie do izobary p(T,x1,r). Analogicznie mozna pokazaé, ze izoterma T'(p,z1 p)
ma przeciwne nachylenie do izobary p(T,z1 p). Zauwazmy, ze przy wyprowadzaniu powyzszych
wnioskow nie korzystaliSmy z warunku doskonalosci roztworu. Oznacza to, ze wnioski te - jak
réwniez wzory (8.87) 1 (8.88) - beda mogly byé¢ zastosowane do analizy roztworéw rzeczywistych.

Uzyskany wynik pozwala nam wykresli¢ jakosciowa posta¢ T'(p,z1,r) i T(p,xz1,p). Przedstawia to
rysunek 8.5.

Rozwazmy teraz stan rownowagi ustalajacy sie miedzy roztworami rozcienczonymi doskonatymi
tych samych r — 2 substancji w dwéch niemieszajacych si¢ wzajemnie rozpuszczalnikach (substancje
11 2). Warunkiem réwnowagi jest réwnos$é potencjatéw chemicznych sktadnikéw rozpuszczonych

Mi Ry = Wi,Ry 1€ r—2 . (891)
Oba roztwory sa idealne, wiec zgodnie z (8.27)

Hi, Ry (T7 p) + RT'In Ti, Ry = Hi,R, (Ta p) + RT'In Li,Ry ) (892)

co prowadzi do wniosku, ze

Ti Ry Hi, Ry (Tv p) — Mi,Ry (Tv p)
Tl : J . 8.93
e xp( =T ) (8.93)

Uzyskalismy w ten sposéb prawo podziatu Nernsta, ktore glosi ze stosunek stezenn molowych dowol-

nego sktadnika we wspdlistniejacych fazach jest w danych warunkach cisnienia i temperatury wielkoscia
stala. Wielko$¢ stojaca po prawej stronie powyzszej rownosci nosi nazwe wspotczynnika podziatu
Nernsta. Analiza prawa podzialu Nernsta pozwala nam wyznaczy¢ warunki konieczne do przeprowadzenia
procesu ekstrakcji, tzn. wydzielenia danego skladnika z roztworu pierwotnego dziatajac odpowied-

nim rozpuszczalnikiem.

8.6 Roztwory rzeczywiste w ukladach wielofazowych

Omowione w poprzednim podrozdziale wlasnosci wielofazowych uktadéw wielosktadnikowych ule-
gaja zmianie, gdy wystepujace fazy nie sa roztworami doskonatymi.

W pierwszej kolejnosci rozpatrzmy sytuacje, w ktorej mamy do czynienia ze wspdlistnieniem rozt-
woru rozcienczonego doskonaltego z para, ktéra traktujemy nadal jako mieszanine gazéw doskonatych.
Rozpuszczalnik oraz r—1 substancji rozpuszczonych jest substancjami lotnymi. Z warunku réwnowagi
faz uzyskujemy dla rozpuszczalnika przy wykorzystaniu wzoru (8.38)

i, R,0 T) - i,P,0 T
pi7P — eXp <H‘ ,R, ( )RT/’L ,P, ( )> xi7R (8.94)
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Rysunek 8.3: Prawo Raoulta a prawo Henryego: ciénienia parcjalne skladnikéw pary mieszaniny
dwusktadnikowej. W zakresie duzych stezen widoczna zgodno$é z prawem Raoulta (linia przerywana), w
zakresie malych stezeni - z prawem Henry’ego (linia kropkowana)

i nastepnie
Di,p = Pi,P,oTi,R - (8.95)
Dla lotnych substancji rozpuszczonych - przy wykorzystaniu wzoru (8.39) - uzyskujemy natomiast

U; r(T) — pi,po(T) .
RT “wR

Di,p = exp ( (8.96)

przy czym wspolczynnik proporcjonalnosci miedzy ci$nieniem parcjalnym a utamkiem molowym nie
jest réwny cisnieniu pary nasyconej nad czysta substancja. Wprowadzajac wspdtczynnik Henry’ego
poprzez wzor

Vi,r(T) — pi,po(T)
H,L T — ) PR , .
(T) = exp ( BT (8.97)
wzér (8.96) mozemy zapisaé jako
pip=Hi(T)zip . (8.98)

Wzor powyzszy wyraza prawo Henry’ego, zgodnie z ktorym cisnienie parcjalne danego skladnika
pary wspolistniejacej z roztworem rozcienczonym doskonatym, w ktérym skladnik ten jest substancja
rozpuszczona, jest proporcjonalne do jego utamka molowego w roztworze. Podsumowujac ta czesé
rozwazan mozemy stwierdzié, ze prawo Raoulta okresla rownowage parowania rozpuszczalnika, zas
prawo Henry’ego - réwnowage parowania substancji rozpuszczonych.

Jesli interesuje nas teraz wspdlistnienie roztworu rzeczywistego z jego para - traktowana ciagle jak
gaz doskonaly - to ci$nienie parcjalne i-tego sktadnika bedzie zalezalo od aktywnosci tego skladnika
w mieszaninie, czyli

Pi.P = Pi.PoYi.RTi.R - (8.99)

Wspélczynnik aktywnosci réwny jednosci odpowiada przypadkowi roztworu doskonalego. Gdy
wspoélczynnik ten jest wiekszy od jednosci obserwujemy dodatnie odstepstwa od prawa Raoulta,
tzn. cidnienie parcjalne danego skladnika w parze jest wieksze niz gdyby roztwér byl doskonaty.
Przeciwnie - gdy wspélczynnik aktywnosci jest mniejszy od jedosci obserwujemy ujemne odstepstwa.

Modyfikacja wartosci cidnien parcjalnych pociaga za soba zmiane zachowania sie ci$nienia pary jako
funkcji sktadu chemicznego roztworu. Mamy oczywiscie

pP=pi,p+p2p , (8.100)
wiec zgodnie z (8.99)
P = D2,P0V2,R + (P1,P0V1,R — P2,P,0V2,R)T1,R - (8.101)

W zaleznosci od zachowania sie cisnienia pary jako funkcji sktadu chemicznego roztworu wyrézniamy
uktady zeotropowe , dla ktérych cisnienie jest monotoniczna funkcja utamka molowego oraz uktady
azeotropowe , dla ktérych zalezno$¢ ma charakter niemonotoniczny. Uklady zeotropowe doskonale
podlegaja prawu Raoulta.
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Rysunek 8.4: Uklad azeotropowy dodatni: odpowiednio ulamek molowy sktadnika pierwszego w parze
w funkcji utamka molowego tego sktadnika w roztworze, izobary i izotermy. Litera A oznaczono punkt
azeotropowy

Rysunek 8.5: Uklad azeotropowy ujemny: odpowiednio utamek molowy sktadnika pierwszego w parze
w funkeji utamka molowego tego skladnika w roztworze, izobary i izotermy. Litera A oznaczono punkt
azeotropowy

Rozwazmy warunki wystapienia ekstremum na linii cieczy. Wykorzystamy do tego celu (8.87).
Uzyskujemy stad

0 1 TiR— 0
( 4 ) __ LR 1,P ( M1,R> . (8.102)
0r1.R ) Avi p—pr1p+ Avyrop(l —21p) 1—21,r \O21r /1,
Poniewaz w ogdlnosci (gg—iﬁ) , jest rézne od zera wiec warunkiem by ( 633” R) =0jest 1 p =
/T )T

x1,p. Podobng analize mozemy przeprowadzié¢ dla linii pary. Z (8.88) wynika

0 1 TiR— T 0
( P ) _ 1,R 1,P < m,P) (8.103)
Oxip )  Avigoprip+Avgpp(l—a1p) 1=z1p \O21r/p,
i w konsekwencji warunkiem (aff’}?) = 0 jest réwniez 1 g = x; p. Analiza ta pokazuje, ze
R )T

ekstrema na obu liniach: cieczy i pary wystepuja przy identycznym sktadzie chemicznym roztworu
i pary. Funkcje p(T,z1 r) 1 p(T,x1,p) okreslaja ta sama wielkosé¢ fizyczna, wiec musi zachodzié
tozsamosé

p(T,xLR) :p(T,J,‘Lp) 5 (8104)

odpowiadajaca sytuacji, w ktorej izotermy sa do siebie wzajemnie styczne. Punkt, w ktérym skiad
chemiczny wspdlistniejacych roztworu i pary jest identyczny, nosi nazwe punktu azeotropowego , zas
roztwor w tym punkcie - azeotropem. W punkcie azeotropowym roztwor wrze bez zmiany sktadu
chemicznego, co oznacza ze przeprowadzenie destylacji staje sie niemozliwe.

Poniewaz zgodnie z (8.80) przebieg izobar jest jakoSciowo odwrotny niz przebieg izoterm stwierdzamy
na podstawie powyzszej analizy, ze w punkcie azeotropowym izobary pary i cieczy sa do siebie sty-
czne i osiagaja ekstremum, przy czym jesli izoterma ma minimum to izobara - maksimum i vice
versa.

8.7 Zjawiska osmotyczne

W niniejszym podrozdziale rozwazymy grupe zjawisk noszaca nazwe zjawisk osmotycznych. Naleza
do nich podwyzszenie temperatury wrzenia rozpuszczalnika, obnizenie temperatury krzepniecia roz-
puszczalnika oraz cisnienie osmotyczne roztworu. Dla ustalenia uwagi ograniczymy sie do uktadéw
dwuskladnikowych.

W pierwszej kolejnosci rozwazmy rozcienczony roztwér doskonaly nielotnej substancji rozpuszc-
zonej w lotnym rozpuszczalniku. Pokazemy, ze konsekwencja prawa Raoulta jest podwyzszenie
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temperatury wrzenia roztworu wraz ze wzrostem stezenia substancji rozpuszczonej. Interesuje nas

wyznaczenie
ATw = Tw(p7 .I‘Q’R) — Tw(p7 .’132’3 = 0) . (8105)
Wzér powyzszy mozemy zapisa¢ jako
2 [ 9T,
AT, = / ( — > dzl (8.106)
0 2R/,
Na podstawie (8.87) stwierdzamy
oTy, T - 0
< ) =— TLETTLP ( “LR) : (8.107)
Ox2.r /), a,r—pP21,P + @2 r—pP(l—21,p) 1—21r \O21,R/7p,

Wzér ten przeksztalcimy podstawiajac wyrazenie na potencjat chemiczny skladnika roztworu doskonalego
(8.27) oraz wykorzystujac fakt, ze w parze wystepuja wylacznie czasteczki rozpuszezalnika (tzn.
x1,p = 1). Uzyskujemy w ten sposéb

2
<3Tw) B L (8.108)
p

Oz2 R q1,R—P T1,R

W pierwszym rzedzie rachunku mozemy zaniedbaé zalezno$¢ wystepujacych po prawej stronie
powyzszego réwnania temperatury i ciepta przemiany od stezenia substancji rozpuszczonej. Uzysku-
jemy woéwczas

AT, =

RT? TR RT? 1

w / = . (8.109)
@,r—pPJo 1—%3p @ r-p 1—-22R

Wykorzystujac fakt, iz rozwazany roztwor jest rozcienczony mozemy rozwinac logarytm z doktadnoscia

do pierwszego wyrazu uzyskujac

RT?
ATw = W T2 R = EQ?Q’R 5 (8.110)
q1,R—P
gdzie E oznacza stalg ebulioskopowq
RT?
E = (8.111)
q1,R—P

Stata ebulioskopowa jest zawsze wigksza od zera, wiec temperatura wrzenia roztworu jest wieksza
od temperatury wrzenia czystego rozpuszczalnika.

W podobny sposéb mozna rozwazyé¢ rozcieticzony roztwér doskonaly w rozpuszczalniku, ktéry
wytraca sie do fazy stalej. Uzyskujemy wéwczas

ATk = Kxij 5 (8112)
gdzie K oznacza stalq krioskopowaq :
RT2
K=—F" (8.113)
q1,R—S

Stala krioskopowa jest zazwyczaj mniejsza od zera, wiec temperatura Kkrzepniecia roztworu jest
nizsza od temperatury krzepniecia czystego rozpuszczalnika.

Na zakoniczenie rozwazmy dwa rozcienczone roztwory rozdzielone btona poélprzepuszczalnag dla roz-
puszczalnika. Interesuje nas wyznaczenie cisnienia osmotycznego , tzn. réznicy cisnien po obu
stronach Scianki pétprzepuszczalnej

Ap=p(T,z1,r,) —p(T,21,R,) - (8.114)
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Warunkiem réwnowagi miedzy roztworami jest réwnos$é¢ potencjaléw chemicznych rozpuszczalnika

H1,R, (Tvaaaml,Ra) = Hl,Rb(Tapra$1,Rb) 5 (8115)

gdzie uwzglednilismy od razu warunek réwnosci temperatur. Wobec malego stezenia roztworow
potencjal chemiczny rozpuszczalnika mozemy zapisaé jako

t1,R, (T PR, T1,R,) = #1,R0.0(T, PR,) — RTT2,R, (8.116)
i analogicznie dla roztworu R,. Po podstawieniu do wzoru (??) uzyskujemy
(11,Re,0(T,PR,) — 11,Ry0(T, PR,) = RT(22,R, — ¥2,R,) - (8.117)

Lewa strone powyzszego wzoru mozemy jednakze przeksztalcié¢ zauwazywszy ze oba skladniki wyrazaja
potencjal chemiczny czystego rozpuszczalnika (w réznych warunkach cisnienia) a wobec malych
stezen obu roztwordw réznica cisnien bedzie rowniez mata wielkoscia. Zgodnie z tym

1,0
11,Ra,0(T5 PR.) = 111,R00(T, PR,) = ( 6]19’ ) (pr, — Pr,) =v1(PR, —PR,) - (8.118)
T
W ten sposéb ostatecznie
RT
1

Wzér powyzszy nosi nazwe wzoru van t’Hoffa.

8.8 Reakcje chemiczne

Rozwazmy teraz uklady, w ktorych zachodza reakcje chemiczne, tj. procesy, w wyniku ktérych
ulegaja zmianie liczby moli poszczegdlnych skladnikéw tworzacych uklad.

Kazda reakcja chemiczna moze zapisana symolicznie w postaci

> viA; =0 (8.120)
J

gdzie A; oznacza zwiazek chemiczny bioracy udzial w reakcji, a v; jest algebraicznym wspélczynnikiem
nazywanym wspdtczynnikiem stechiometrycznym j-tego zwiazku. Przyjmujemy konwencje, w ktorej
wartosci wspétezynnikow stechiometrycznych sa ujemne dla substratéow i dodatnie dla produktow.

Aby wyznaczy¢é warunek réwnowagi chemicznej zauwazmy, ze reakcje chemiczne przebiegaja za-
zwycza] przy ustalonej temperaturze i ciSnieniu. Oznacza to, ze w stanie réwnowagi minimum musi
osiaga¢ energia swobodna Gibbsa

GT.p AN = 3 1N, (3121)

Wielkosci N; nie moga si¢ zmienia¢ niezaleznie, ich rézniczki sa bowiem powigzane réwnaniem
stechiometrycznym
v .
dNi = Jle’ ZZL...,T‘ (8122)
"

Oznacza to, ze sposrod wszystkich rézniczek liczby moli poszczegdlnych skladnikéw tylko jedna
jest niezalezna, podczas gdy pozostale sa od niej liniowo zalezne. Minimalizacja energii swobodnej
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Gibbsa sprowadza sie wie¢ do wyznaczenia jego minimum ze wzgledu na liczbe moli jednej, dowolnie
wybranej substancji uczestniczacej w reakcji, np. Ny

oG

95 _ o 12
o, 0 (8.123)

Wobec (8.121) uzyskujemy warunek réwnowagi chemicznej
T
> vip=0 . (8.124)
j=1
Wypisujac zmienne warunek ten mozemy zapisa¢ w postaci

" 1% Vy

E /uLj(T7p,N1)0+6N1,N270+ 72(5N17...,NT)0+75N1)1/J< =0 5 (8125)
; 1 1
Jj=1

gdzie N; o oznaczajg wartosci liczby moli poszczegdlnych skladnikéw w stanie poczatkowym. Stan
réwnowagi znajdziemy wyznaczajac z powyzszego rownania d N1, a nastepnie za pomoca wspélczynnikow
stechiometrycznych - pozostale przyrosty 0.V;.

Rozwazmy teraz reakcje chemiczne zachodzace w mieszaninie gazéw doskonalych. Potencjal chemiczny
sktadnika mieszaniny gazéw doskonalych jest dany za pomoca wzoru (8.15):

wi = i o(T,p) + RTInz; . (8.126)

Podstawiajac do (8.124) uzyskujemy

r

> (nio(T,p) + RT Iz )v; (8.127)
j=1
czyli po przeksztalceniu
Ty " vigo(T,
Jj=1 j=1

Wielkosé stojaca po prawej stronie powyzszego réwnania jest oznaczana K, (7T, p) i nosi nazwe stalej
rownowagt reakcyi

r

1,0 T»
K, (T,p)=exp |~ %(Tp) . (8.129)
j=1
Ostatecznie .
[[+7 = K.(T.p) . (8.130)
j=1

Wzor powyzszy wyraza prawo dziatania mas, ktore glosi ze w stanie rownowagi chemicznej panujacym
w mieszaninie gazéw doskonatych iloczyn utamkéw molowych reagentéw podniesionych do wspoélczynnikéw
stechiometrycznych nie zalezy od stezenia reagentéw, a jedynie od temperatury i cisnienia.

Prawo dzialania mas moze by¢ zapisane w postaci réwnowaznej przy wykorzystaniu wzoru na
potencjal chemiczny gazu doskonalego (5.21). W oparciu o ten wzér

K,(T,p) =p~ ==t exp(— > _v;®,(T)) = p~ == K,(T) (8.131)
j=1
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gdzie
K, (T) = exp(— Y _v;®;(T)) (8.132)
=1

jest réwniez stalq rdwnowagi reakcji. Po podstawieniu (8.131) do (??) i skorzystaniu z definicji
ci$nienia parcjalnego uzyskujemy prawo dzialania mas w postaci

f[ Py = Ky(T) . (8.133)
j=1



Rozdzial 9

Podstawy klasycznej mechaniki
statystycznej

9.1 Wprowadzenie

Termodynamika, ktorej poswiecona jest pierwsza czesé¢ skryptu pozwala na znalezienie zwigzkow
pomiedzy réznymi wielko$ciami makroskopowymi opisujacymi badany uktad termodynamiczny. Os-
obnym zagadnieniem jest wyznaczenie jawnych zaleznos$ci miedzy wielkosciami makroskopowymi i
mikroskopowymi charakteryzujacymi ten sam uktad fizyczny na réznych poziomach opisu. Ten
wlasnie problem stanowi domene mechaniki statystycznej.

Rozwazmy uklad N czasteczek gazu zamknietych w d-wymiarowym naczyniu V o objetosci V.
Mikroskopowy stan ukladu o f stopniach swobody jest w chwili czasu t okre§lony przez polozenia
uogblnione ¢ (t),...,q¢(t) oraz pedy uogélnione pi(t),...,ps(t) czasteczek. Mikrostan ukladu
jest reprezentowany przez punkt w 2f-wymiarowej przestrzeni fazowej ukladu. Ewolucja czasowa
mikrostanu ukladu zadana jest poprzez réwnania Hamiltonal. W przypadku, gdy wspélrzedne
uogdlnione pokrywaja sie ze wspdhrzednymi kartezjanskimi (f = dN) hamiltonian uktadu ma postaé

N 2 N i—1

- . , Di - -
H(qlaan7p15apN):Z2m+ZZ(I)(‘Ql_qJ|):

i=1 i=1 j=1
N 2 1 N N (91)
SIS Y eli-g)
=1 i=1j=1

J#i

gdzie zastosowaliSmy notacje wektorowa dla oznaczenia polozen (¢;,i = 1...N) i pedéw (p;,i =
1...N) czasteczek . Rozwazac bedziemy tylko takie uktady, w ktérych energia potencjalna wzajem-
nego oddzialywania dwéch czasteczek ®(|g; — ¢;|) zalezy od ich wzajemnej odleglosci®. Zauwazmy

IW celu okreslenia mikroskopowego stanu ukladu mogliby$my postuzy¢ sie réwnowaznie zestawem polozen i predkosci
uogdlnionych zas ewolucje wyznaczaé poprzez réwnania Lagrange’a ale my bedziemy konsekwentnie stosowaé¢ formalizm
kanoniczny.

2 3 . LI . - . . . . . . . . B

Zwrégmy uwage, ze powyzszego warunku nie speliaja oddzialywania wystepujace w wielu waznych - takze z punktu
widzenia zastosowan - uktadach, np. oddzialywanie czasteczek wody, oddziatywanie dipoli magnetycznych. Aby uniknaé
zbednych komplikacji podczas omawiania podstaw mechaniki statystycznej ograniczamy sie do oddziatywan sferycznie sym-
etrycznych.

105
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iz w hamiltonianie (9.1) nie jest zawarta informacja ani o ksztalcie naczynia V zawierajacego gaz
ani o oddzialywaniach czasteczek z jego Sciankami. Nalezy zatem dodatkowo okresli¢ warunki na
dopuszczalne polozenia czasteczek i nastepnie uwzglednié je np. podczas caltkowania po polozeniach
czasteczek. Innym sposobem uwzglednienia ksztaltu naczynia jest dodanie do hamiltonianu energii
potencjalnej oddzialywania czasteczek ze $ciankami naczynia :

AH(G, . q0) = > ®v(d) (9.2)
W szczegdlnie prostym przypadku

. 0 qGeVv
‘Pv(qi):{oo qPdv (9.3)

Oddzialywanie czasteczek gazu ze Sciankami posiada w rzeczywisto$ci bardziej skomplikowana
postaé od zaproponowanej w (9.3) i zawiera takze cze$¢ przyciagajaca. W dalszej czesci skryptu
nie bedziemy wnika¢ w te zagadnienia i ksztalt naczynia bedzie uwzgledniany na pierwszy z za-
proponowanych powyzej sposobow, tzn. poprzez ograniczenie zakresu catkowania po potozeniach
czasteczek do wnetrza naczynia.

Aby wyznaczy¢ ruch czastek musimy rozwigzaé réwnania Hamiltona :

., OH . 0H

i = A5 i = —J@= 9.4
= o P 9q; 0.4
gdziei =1,...,N. Jest to uklad 2d N réwnan rézniczkowych. Aby jego rozwiazanie bylo okre§lone
jednoznacznie nalezy zada¢ warunek poczatkowy:

i(0),...,qn5(0),pi(0),...,px(0) . (9.5)

Oszacujmy liczbe N. Jak wiadomo liczba czasteczek gazu doskonalego zawartych w 1 cm® naczynia
jest réwna liczbie Loschmidta Ny, majacej w warunkach normalnych wartosé

Ny =2,7-10%m™3 . (9.6)

Wynika stad, ze w typowym przypadku liczba czasteczek badanego ukladu jest tak duza, iz prakty-
cznie wyklucza mozliwos¢ pelnego wyznaczenia ewolucji czasowej uktadu. Jednak - jak wskazalismy
na poczatku rozdzialu - naszym celem nie jest wyznaczenie ewolucji czasowej polozen i pedéw
poszczegdlnych czasteczek, a jedynie okresdlenie pewnej niewielkiej liczby wielkosci makroskopowych
charakteryzujacych uklad pozostajacy w stanie réwnowagi termodynamicznej. Aby uzyskaé¢ in-
formacje o tych wielkosciach makroskopowych dokonuje sie usrednienia po czasie odpowiednich
wielkosci mikroskopowych. Procedura usredniania po czasie odzwierciedla sytuacje z jaka mamy
do czynienia w trakcie doswiadczalnego pomiaru wielkosci makroskopowej. Kazdy pomiar trwa
pewien skonczony czas i w zwiazku z tym zawiera w sobie element usrednienia po czasie.

Rozwazmy pewna - zalezna od czasu - funkcje mikroskopowego stanu uktadu A(t) = A(q(t),p(¢)),
gdzie wprowadziliSmy skrétowe oznaczenie :

(a(t),p(®)) = (61 (t),. ... an(8), Pr(2), ..., DN (D)) . (9.7)
Definiujemy wielko$¢ makroskopowa A jako usredniona po czasie wartoéé odpowiedniej zmiennej

dynamicznej A(q(t),p(t)).
= lim f/ A(g (t)dt . (9.8)

T—00 T
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Zwréémy uwage, ze tak zdefiniowana warto$é srednia po czasie A w ogélnoéci zalezy od stanu
poczatkowego uktadu (g(0),p(0)). Ponadto rozciagniecie we wzorze (9.8) catkowania po czasie w
granicach od zera do nieskonczono$ci jest zabiegiem matematycznym majacym na celu uproszcze-
nie analizy. Kazdy pomiar fizyczny trwa skonczony czas i po nim nalezaloby usrednia¢ we wzorze
(9.8) stosowng zmienna dynamiczna. Wprowadzaloby to jednak dodatkowe komplikacje, ktérych
unikamy przyjmujac powyzsza definicje.

Obliczenie calki (9.8) wymaga znajomosci ¢(t), p(t), a zatem uprzedniego rozwiazania réwnan ruchu.
Poniewaz analitycznie nie da sie tego zrobié¢ czesto odwotujemy sie do metod numerycznych zas-
tosowanych z koniecznosci do niewielkiej (w poréwnaniu z 10'?) liczby czasteczek modelowanego
uktadu. Taki sposéb analizy wlasciwosci uktadu nazywa sie metoda dynamiki molekularnej (MD). W
metodzie MD numerycznie rozwiazuje sie réwnania ruchu dla ukladu czasteczek (np. dla N = 10%)
stosujac dyskretyzacje czasowa. Umozliwia to obliczenie sredniej po czasie

! / " A p(e)dt (9.9)

T

w przypadku skoriczonego czas usredniania 7. Jest on dobierany w taki (optymalny) sposéb, by
$rednia po czasie obliczona dla wiekszych czaséw uéredniania nie réznila si¢ istotnie od Sredniej
(9.9); dalsze zwiekszanie czasu usredniania nie ma wiec praktycznego wpltywu na wynik.

Alternatywnym wobec obliczania $redniej po czasie podejsciem do problemu wyznaczenia para-
metréw makroskopowych uktadu jest zastosowanie koncepcji zespotu statystycznego Gibbsa. Opiera
sie ono na konstatacji, ze zadany stan makroskopowy uktadu, okreslony np. poprzez energie F,
objetos¢ V i liczbe czasteczek N mozna zrealizowaé na wiele sposobéw mikroskopowych. Rozwazmy
wobec tego nie pojedynczy uktad ale wielka liczbe jego kopii. Kazda z nich - choé jest scharak-
teryzowana przez takie same parametry makroskopowe - rézni sie od pozostalych na poziomie
mikroskopowym, tzn. jest w innym stanie mikroskopowym. Taki zbiér wielkiej (w granicy nieskoriczonej)
liczby kopii rozwazanego ukladu znajdujacych w tym samym stanie makroskopowym ale w réznych
stanach mikroskopowych nazywamy zespotem statystycznym. Zespolowi statystycznemu odpowiada
zatem uklad punktéw w przestrzeni fazowej; kazdy punkt reprezentuje uklad nalezacy do zespolu®.
W miare uptywu czasu ta “chmura” punktéw reprezentujacych uklady nalezace do zespolu de-
formyje sie i przemieszcza w przestrzeni fazowej. Gdy wyobrazimy sobie, ze punkty te sa - w granicy
nieskonczonej liczby kopii uktadu nalezacych do zespotu statystycznego - roztozone w sposéb ciagly
to na przestrzeni fazowej mozemy okresli¢ funkcje rozktadu p(qi,...,q%,p1,. .., PN, t) (skrétowo
oznaczana jako p(q,p,t)) zdefiniowana jako gesto$¢ prawdopodobienistwa znalezienia w chwili czasu
t ukladu w stanie (q,p). Zwréémy uwage, ze w ramach podejécia opartego na koncepcji zespotu
statystycznego polozenia i pedy czasteczek ukladu sa traktowane jako zmienne losowe, ktérych
wartosciom przyporzadkowane jest pewne prawdopodobienistwo. Tak wiec iloczyn

p(q,p,t)dgdp (9.10)

gdzie dgdp = dqi,...,dqnN,dpi,...,dpx jest proporcjonalny do prawdopodobieristwa znalezienia
w chwili czasu t (w zespole statystycznym) ukladu lezacego w przestrzeni fazowej w elemencie
objetosci |g; ¢ + dq[x]p;p + dp]. Wielko$é te mozna - w przypadku skoriczonej liczby ukladéw
nalezacych do zespolu - interpretowaé jako stosunek liczby ukladéw w chwili czasu ¢ o stanach w
przedziale |q; ¢ + dg[x]|p; p + dp[ do calkowitej liczby ukladéw w zespole. Zazwyczaj - i my tez tak
bedziemy postepowaé - miare objetosci w przestrzeni fazowej przyjmuje sie jako

dqdp

U = Nrpav

(9.11)

3Zwréémy uwage, ze uklady nalezace do zespolu statystycznego nie oddzialuja ze soba.
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Wystepujacy w powyzszym wzorze czynnik N! zwigzany jest z nierozréznialnoscia kwantowych
czastek identycznych, zag h? (h - stala Plancka) jest (zwiazana z zasada nieoznaczonosci Heisen-
berga) miara objetosci elementarnej komérki w przestrzeni fazowej jednej czastki. Dzigki obecnosci
czynnika A% w mianowniku powyzszego wzoru tak zdefiniowana miara dI' jest bezwymiarowa.

Zwréémy uwage, ze a priori nie ma powodu do zastosowania opisu probablistycznego w celu wydoby-
cia wladciwoséci makroskopowych uktadu na podstawie opisu mikroskopowego. Okazuje sie jednak,
ze pomyst Gibbsa polegajacy na wprowadzeniu pojecia zespolu statystycznego oraz towarzyszacego
mu rozktadu prawdopodobieristwa (ktéry a priori nie jest znany) jest niezwykle skuteczny i prowadzi
do wynikéw zgodnych z doswiadczeniem. Bez zbytniej przesady mozna powiedzie¢, ze na genial-
nym pomysle Gibbsa zbudowana jest cala galaz fizyki zwana mechanika statystyczna. Dla danego
zespoOtu statystycznego mozna w slad za Gibbsem wyznaczy¢ warto$é srednia wielkosci dynamicznej
A w sposéb nastepujacy

(A)(@) :/A(qyp) p(gp,t)dl . (9.12)

Jest to tzw. érednia po zespole. O ile w przypadku éredniej po czasie (9.8) wielkosci ¢(t), p(t) byly
jednoznacznie wyznaczone poprzez warunki poczatkowe, o tyle zmienne ¢, p we wzorze na Srednia
po zespole sa wielkoéciami losowymi.

Pojawia sie oczywiste pytanie o warunki jakie musi spelia¢ badany uklad fizyczny by wartosé
$redniej po zespole {A) byla réwna wartoéci éredniej po czasie A dla dowolnej wielkosci dynamicznej
A. Uklady, dla ktérych obie te $rednie sa sobie réwne nazywamy ukladami ergodycznymi a ich
badaniem zajmuje sie dzial matematyki zwany teoria ergodyczna.

9.2 Rownanie Liouville’a

b2

W poprzednim podrozdziale wprowadziliémy pojecie zespotu statystycznego oraz funkcji rozktadu
p(q,p,t). Obecnie sprébujemy uzyskaé¢ pewne informacje o jej wlasciwodciach. W tym celu wyko-
rzystamy znane z wykladu mechaniki klasycznej twierdzenie Liouville’a o niezmienniczosci objetosci
w przestrzeni fazowej.

Rozwazmy zesp6t statystyczny w pewnej poczatkowej chwili czasu ¢ = 0, tzn. rozwazamy wiele kopii
tego samego uktadu fizycznego, kazda sposréd ktorych znajduje sie w innym stanie poczatkowym
i jest reprezentowana przez punkt w przestrzeni fazowej. Zalézmy, ze punkty te zajmuja pewien
obszar Gy w przestrzeni fazowej. Po uplywie czasu t punkty reprezentujace uktady zmienia - w
wyniku ewolucji zgodnej z réwnaniami ruchu - swoje polozenie zajmujac obszar G;. Objetosci tych
obszaréow oznaczamy odpowiednio

dq(0) dp(0)
Gy = /g N (9.13)
0
oraz da(t) dp(t)
q(t) dp(t
Twierdzenie Liouville’a orzeka, ze
Go=G; . (9.15)

W celu jego udowodnienia zamienimy zmienne w calce (9.14) okreslajacej G; przechodzac od 2dN
zmiennych (q(t),p(t)) do 2dN zmiennych (g(0), p(0)) dzieki relacjom

qi(t) = Qi(Q(O)vp(O)’t) 7pi(t) = Pi(q(o)vp(o)vt) i=1,...,dN . (916)
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Woéweczas :
o _ [ dat)dp) _ [ da(0)dp(0)
Y7 ), NWAN T o 0 NN
gdzie J = % oznacza jakobian zamiany zmiennych :
Oq12(t)  Oqua(t) Oaqia(t)
9q14(0) 9q14(0) " Opna(0)
a‘hy(t) a(Ily(t) BQIy(t)
J = 0q1(0)  9q14(0)  “°°  Opna(0)
Opn:(t)  Opna(t) Opwa(t)
0q12(0)  9q14(0) "°°  Opna(0)

Zauwazmy, ze korzystajac z wlasciwosci jakobianu mozna napisaé

_ 0a@),p(t)) _ (@), p(t)) O(a(t),p(t"))

~ 9(9(0),p(0))  d(g(t"),p(t"))  (q(0),p(0))

a nastepnie obliczyé pochodna J po czasie t w punkcie t = ¢’ :

dJ
dt

t=t’

5<5(q(t’),p(t’)) 9(q(0),p(0)) “[,=p,  9(q(0),p(0)) dt d(q(

Dokonajmy ujednolicenia oznaczen wprowadzajac

d , 9(q(t), p(t)) 5(q(t’),p(t'))) 9(q("),p(t)) d d(q(t), p(t))
t

To =qu(t) AN Tanta =Dal(t) gdziea=1,...,dN

Yo =qa(t’) AN YaNia =Dpa(t’) gdziea=1,...,dN

oraz

d J(q(t),p(t))

f= o TP
dt 6q(t’),p(t’)) t=t'
Wéwczas mozemy napisac
I6| _ ia(l’l,...7$2d]v)
y== dt 8y1,...,y2d1\/) y=z
2dN .
Z5(371,---7$i71,$i,$i+1,-~-7$2dN) _
i—1 (Y1, Y2dN)
= Y=z
2dN .
Z O(T1, -, Tim1, T4, Ti1, - - -, T2dN)
i1 B(xl,...,xng) ’
przy czym dla pojedynczego sktadnika powyzszej sumy uzyskujemy
1 0 O O 0
1 ... 0 e 0
: : : : 02
Oz, Oz, 7 Oz, " Ozy,y 81‘1
0 0 0 1
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(9.21)
(9.22)

(9.23)

(9.24)

(9.25)
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Stad przy wykorzystaniu réwnaii Hamiltona (9.4) uzyskujemy

X 94 oq,  op. O om oPH
f= Z _Z 8Z+ ]];):Z;(m—m):() ; (9.26)
czyli
4olp) L Aa0a)
#o0).p0) T 9q(0).p(0)) o (9.27)

Wartosé statej wyznaczamy podstawiajac t = 0 :

0(q(t),p(t)) _ 0(4(0),p(0) _, (9.28)

9(q(0),p(0))  9(q(0),p(0))

i ostatecznie otrzymujemy

dq(0)dp(0
G = / N'th ‘/%W:GO : (9.29)

Korzystajac z twierdzenia Liouville’a w wersji infinitezymalnej

dq(t)dp(t) = dq(0)dp(0) (9.30)

oraz z faktu, ze wielko$é p(q(t), p(t), t)dq(t)dp(t) (proporcjonalna do liczby uktadéw w zespole, ktére
w chwili ¢ znajduja sie w elemencie objetosci dq(t)dp(t) jest stala w czasie tj.

pla(t), p(t), t)dq(t)dp(t) = p(q(0),p(0),0)dq(0)dp(0) (9.31)

otrzymujemy
p(Q(O)ap(O)a O) = p(‘](t)vp(t),t) : (932)

Réwnanie to nosi nazwe réwnania Liouville’a i orzeka, ze funkcja rozkladu jest stala na trajektorii
fazowej.

Wyprowadzimy teraz rézniczkowa postaé¢ rownania Liouville’a korzystajac z postaci
plq(t),p(t), t) = p(q(t + 6t), p(t + 0t), £ 4 6t) . (9.33)

Prawa strone réwnania rozwijamy w potegach dt otrzymujac
3p dp dp 2
plq(t + 6t), p(t + 6t),t + 6t) = p(q(t), p(t),t) + Z qzét + 7]3151? 5,0t +00t)  (9.34)

co prowadzi do wzoru

dN
dp .  Op op 9
i+ — ot ot . .
(Z; <8qiq +(9p ) 8t> +0(5t?) = (9.35)
Dzielac obustronnie przez 6t i przechodzac do granicy dt — 0 uzyskujemy :
op il . O0p . Op
P _ : . 9.36
ot 2 ( “aq, P op, (9:36)

i=1
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Wykorzystujac réwnania Hamiltona i definicje nawiaséw Poissone’a mozemy ostatecznie zapisaé
réwnanie Liouville’a w postaci rézniczkowej.

% _{H,p} . (9.37)

Jest to rézniczkowe réwnanie liniowe, pierwszego rzedu w 2dN + 1 zmiennych.

Na podstawie uzyskanego wzoru mozemy wskaza¢ na pewna analogie z przeplywem cieczy. Liczba
punktéw w przestrzeni fazowej nie ulega zmianie w czasie; podobnie w przypadku przeptywu cieczy
materia nie jest ani kreowana ani anihilowana, a moze sie jedynie przenosi¢ z miejsca na miejsce.
Konsekwencja tego jest rownanie ciagtosci dla cieczy, ktére ma postac :

0
67? +V(n-5)=0 |, (9-38)
gdzie n(7,t) oznacza skalarne pole gestosci cieczy, a U(7,t) wektorowe pole predkosci cieczy. Jezeli
utozsamimy
n(r,t) — p(q,p, t) (9.39)
oraz _ o _
= (@,5) = (d1r- G0 D) (9.40)
to réwnanie ciaglosci przybiera postaé
N
ap o, - g , -
il —(pg) + =—=(pp}) | =0 , 9.41
a1+ 2 (g o) + gt (9.41)
9p L,.8p 04 -0p  Op
ZF 7 L pi—— 2)=0 |, 9.42
atJr;(qaq;”aq; +p api+p8pi) (9.42)
Dp | ~=,=p | - Op
— = +pi=—)=0 . 9.43
Y +;(q g TPigg) (9.43)

Uzyskaliémy w ten sposéb rézniczkowa postaé¢ réwnania Liouville’a. Rozwiazanie tego réwnania
okresla ewolucje czasowa funkcji rozktadu. W szczegélnosci spodziewamy sie, ze o ile badany uktad
fizyczny znajduje sig poczatkowo w stanie nieréwnowagowym i wraz z uplywem czasu zbiega do
stanu rownowagi to wladnie rozwiazanie r-nia Liouville’a opisuje to dochodzenie ukladu do stanu
réwnowagi. Mozna je przesledzi¢ albo na podstawie znajomosci samej funkcji rozktadu albo na
podstawie zaleznosci od czasu wielkosci makroskopowych.

W stanie réwnowagi rozklad nie zalezy od czasu tj.

o _

5 =0 - (9.44)

Srednia po zespole statystycznym z zaleznej od czasu zmiennej dynamicznej A(g,p) ma wéwezas
postacé :

() = / Alg,p)pla.p)dl . (9.45)

Z réwnania Liouville’a (9.37) wynika, iz w stanie réwnowagi funkcja rozkladu powinna wyrazaé
sie przez kombinacje zmiennych p i ¢ stanowiace calki ruchu tj. bedace stalymi w czasie ruchu
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zamknietego poduktadu. Poniewaz funkcja rozkladu p; 2 dla ukladu skladajacego sie z dwéch
niezaleznych podukladéw jest réwna iloczynowi funkcji rozktadu p; i ps dla poszczegdlnych po-
dukladéw to

Inpio=Inps +1Inps . (9.46)

Tak wiec logarytm funkcji rozkladu jest wielkoscia addytywna ze wzgledu na niezalezne poduklady i
winien zaleze¢ od addytywnych calek ruchu. Z mechamkl klasycznej wiemy, iz moga to by¢ : liczba
czastek N, catkowita energia F, calkowity ped P oraz calkowity moment pedu J. Jednak w przy-
padku, gdy czasteczki oddzialuja z nieruchomymi sciankami ograniczajacymi uktad te dwie ostatnie
wielkosci nie sa zachowane. Oznacza to ze dla uktadu o zadanej liczbie czasteczek funkcja rozktadu
zalezy od mikroskopowego stanu ¢, p poprzez catkowita energie uktadu H(q, p). Dodatkowo, funkcja
rozkladu sparametryzowana jest przez makroskopowe parametry charakteryzujace stan termody-
namiczny uktadu.

9.3 Zespdl mikrokanoniczny

Podstawowym postulatem réwnowagowej klasycznej mechaniki statystycznej formutowanym w odniesie-
niu do ukladow, ktérych stan makroskopowy jest okreslony poprzez zadana objetosé V', liczbe
czasteczek N oraz energie z zakresu [E, E+AFE], AE/E < 1 jest postulat réwnych prawdopodobieristw

a priori : kazdy stan mikroskopowy ukladu zgodny z zadanymi warunkami makroskopowymi jest re-
alizowany z takim samym prawdopodobienstwem. Zespol statystyczny ukltadéow znajdujacych sie w
takich warunkach makroskopowych nazywamy zespotem mikrokanonicznym . Z postulatu réwnych
prawdopodobienstw a priori wynika, iz w przypadku zespotu mikrokanonicznego funkcja rozktadu
posiada nastepujaca postac

oo dl . E<H <E+AFE
pmatp ) = { T (9.47

0 dia (a4,p): H(q,p) & [B, E+ AE]

Wyrazajac powyzsza zaleznosé stowami mozemy stwierdzi¢, ze w obszarze przestrzeni fazowej za-
wartym pomiedzy hiperpowierzchniami stalej energii H(q,p) = E 1 H(q,p) = F + AFE gestosé¢
prawdopodobienstwa jest stala i rézna od zera, natomiast w pozostalym obszarze - réwna zeru.
Poniewaz funkcja rozktadu jest unormowana do jednosci to

1
1:/ ik (4, dF:/ S S— 9.48
Pk (2:) B<H(qp)<B+ap QUE,V,N,AE) (9.48)
Stad :
Q(E,V,N,AE):/ ar . (9.49)
E<H(q,p)<E+AE

Funkcja Q(F,V, N, AFE) stanowi miare obszaru miedzy hiperpowierzchniami stalej energii - okresla
ona liczbe stanéw mikroskopowych zgodnych z okreslonymi warunkami makroskopowymi.

9.4 Entropia

W mechanice statystycznej entropia definiowana jest przy pomocy wzoru

S =—kp(ln(p)) , (9.50)



9.4. ENTROPIA 113

gdzie kg jest statq Boltzmanna
J
kp=1,38- 10_23E . (9.51)

W zasadzie tak zdefiniowana wielkosé nalezaloby nazwadé entropia statystyczna i zarazem odpowiedzie¢
na pytanie, czy jest to ta sama entropia, z ktéra mamy do czynienia w ramach termodynamiki fenom-
enologicznej. Addytywno$é entropii jest zagwarantowana przez addytywnosé logarytmu funkcji
rozkladu; trudniejszym zadaniem jest wykazanie tych wladciwosci, ktore wynikaja z drugiej zasady
termodynamiki. Problem ten jedynie sygnalizujemy; nie bedziemy sie nim tu zajmowaé zaktadajac,
ze zdefiniowana powyzej entropia statystyczna posiada wszystkie cechy entropii termodynamiczne;j.

Podstawiajac jawna posta¢ funkcji rozkladu w rozkladzie mikrokanonicznym uzyskujemy

1 1
S:—kB/plndez—kB/ —1In () dl =
B<H(¢p)<E+aE & \Q
! 11(1)/ dr = —k 11(1>Q kg InQ (9.52)
—Rp—<In\| =< = —Rp~-In| < = Rpin . .
Q2 Q2 E<H(q,p)<E+AE Q2 Q2

Na podstawie powyzszego wzoru entropia bywa czesto przedstawiana jako miara nieuporzadkowania
w uktadzie: im wiecej jest standéw mikroskopowych zgodnych z danym stanem makroskopowym,
czyli im wieksza jest suma stanéw Q(F,V, N, AFE) i zarazem entropia, ,,tym wicksza swobode maja
czasteczki uktadu w obsadzaniu tych réznych stanéw,, i w tym sensie mniejsze jest uporzadkowanie
ukladu. W kontekscie zespotu mikrokanonicznego czesto spotykamy dwie inne definicje entropii

(statystycznej)
Sy =kpln¥ | (9.53)
gdzie
S(E,V,N) = / dr = /@(E — H(q,p))dl (9.54)
H(q,p)<E
i O(z) oznacza funkcje Heaviside’a, oraz
S3=kphh(wE) |, (9.55)
gdzie
W(EV.N) = [ 8(H(g.p) - E)ar (9.56)

i §(z) oznacza delte Diraca. Funkcja w(FE,V,N) jest zarazem czynnikiem normalizacyjnym dla

gestosci prawdopodobienstwa

0(H(q,p) — E)
w(E,V,N)

zlokalizowanej na hiperpowierzchni energii. Rozklad (9.57) otrzymujemy z rozktadu (9.47) w granicy

AE — 0; w obu przypadkach uzywamy tego samego oznaczenia zakladajac, ze kontekst prowad-
zonych obliczen pozwoli uniknaé¢ niejednoznacznosci.

Pmik(q,p) = (9.57)

Jaki jest zwiazek miedzy powyzszymi definicjami entropii? Jak tatwo zauwazy¢
S# Sy #853 . (9.58)

Aby odpowiedzie¢ na to pytanie rozwazymy wazne pojecie granicy termodynamicznej. Przechodze-
nie do granicy termodynamicznej oznacza rozwazanie ciaggu uktadéw o coraz wiekszych objetosci V'
i liczbie czastek N, ale takich, ze iloraz

v

A

n

(9.59)


marnap
Sticky Note
V/N
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pozostaje staly. W przypadku rachunkéw wykonywanych w ramach zespétu mikrokanonicznego,
ktory okreslony jest poprzez trzy parametry ekstensywne F,V, N przechodzenie do granicy termo-
dynamicznej oznacza dodatkowo uwzglednienie warunku
E

N=-€¢= const . (9.60)
Zw6émy przy okazji uwage, ze parametr AF wystep=2acy w postulacie rownych prawdopodobienistw
a priori jest takze wielkoscia ekstensywna, tzn. o‘@ N. W kazdym sposréd tych uktadéow odd-
zialywania miedzyczasteczkowe sa takie same; nie zmienia sie natura ukltadu a jedynie jego wielkosc¢.
Celem przejscia do granicy termodynamicznej jest uniezaleznienie obliczanej wielkosci fizycznej od
specyficznych dla danego przypadku warunkéw brzegowych np. zwiazanych ze $ciankami naczynia,
w ktérym zamkniety jest uktad. Nalezy jednak pamietaé, iz jest to mozliwe jedynie w przypadku
zwigkszania objetosci w sposéb ,,niepatologiczny”, réwnomiernie we wszystkich kierunkach. Granice
termodynamiczna bedziemy oznaczaé¢ symbolem

lim = lim . (9.61)
0o N—oo

V—oo

n=const

Wielkosci ekstensywne takie jak np. energia wewnetrzna U, entropia S rosna (co do wartosci
bezwglednej) przy przechodzenie do granicy termodynamicznej i dlatego w granicy tej jest sens
rozwazaé te wielkosci przypadajace na jednostke objetosci badz na jedna czasteczke. Natomiast
wielkosci intensywne takie jak temperatura 7', ci$nienie p, potencjal chemiczny p a takze wymienione
powyzej gestosci

U S 1V
v =2 1V 62
U= SE 0 TN (9.62)
pozostaja stale. Wykazemy teraz ze :
121% ~ lim % . (9.63)
7 definicji :
Q(E,V,N,AE):/ dI‘:/ dF—/ dar =
E<H(q,p)<SE+AE H(q.p)<E+AE H(q,p)<E (9.64)

Y(E+AE,V,N)—-X(E,V,N)
Rozwiniecie X(F + AE,V, N) w szereg Maclaurina wzgledem AE (AE/E < 1):

X(E, VN
S(E + AE,V,N) = S(E,V,N) + %AE +O(AE?) | (9.65)
prowadzi do zaleznoéci
X(E, VN
Q(E,V,N,AE) = %AE +O(AE?) | (9.66)
Znajdziemy jawna posta¢ pochodnej X(E,V, N)
OX(E,V,N) 9
_— = — E—-—H T . .
— 5 [ e Hap) (0.67)

Wchodzac z rézniczkowaniem pod znak calki

% — a%@(E — H(q,p))dl = /5(E ~ H(q,p))dl (9.68)


marnap
Sticky Note
\Delta E
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i poréwnujac z definicja (9.56) uzyskujemy

S(E,V,N
PAETN) _ mviy (9.69)
czyli

Q(E,V,N,AE) = w(E,V,N)AE + O(AE?) . (9.70)

Oznacza to, ze

. kg
s = lim N In(Q(E,V,N,AE)) = (9.71)
AE
lggl kWB In(w(E,V,N)AE) = 13)2[1 kFB In(w(E,V,N)E) + ln(f) =

k
lim —2 In(w(E, V, N)E) = s3
o~ N
Pokazalidmy, ze wartosci gestosci entropii obliczanych przy pomocy rozkladéw prawdopodobienstwa
(9.47) oraz (9.57) nie réznig sie w granicy termodynamiczne;j.

Obecnie przeksztalcimy wyrazenie okreslajace wartosé srednia zmiennej dynamicznej A(q,p) przy
pomocy rozkladu (9.57)

_ [ Alg,p)3(H(g,p) — E) dT

=4> [é(H(q,p) — E)dl

(9.72)

tak, aby catkowanie odbywalo sie nie po calej 6N-wymiarowe]j przestrzeni fazowej lecz jedynie po
(6N — 1)-wymiarowej hiperpowierzchni energii. Dla wygody dalszych przeksztatcenn 6 N zmiennych

(¢,p) oznaczymy jako xz = (x1,...,ZeN)
A o(H — E)dxy...d
< A>— f (xl, ,$6N) ( (3317 ,CUGN) ) X1 T6 : (9.73)
f(S(H(Il, e ,IGN) - E) dl’l . .dl‘ﬁN
a nastepnie dokonamy zamiany zmiennych :
(T1,.. -, @6eN—1,T6N) — (T1,...,TeN-1,€)
gdzie e = H(z). Jakobian zamiany mozemy przksztalcié¢ w nastepujacy sposéb
10 ...0 %
01 ... 0 B2
Oy, men) | . ... _Oxzegy 11 (9.74)
6(x1,...,x6N_1,e) - : : : : 8 - Oe - 866 T 9H(x) ! :
00 ... 1 === Ton  Orgy
0 0 0 2fx
W ten sposéb uzyskujemy wzor na wartosé srednia A w postaci
Ik (;)%A(xh oy TeN—1,€)0(e — E)dzy ... dren_1de
<A>=—"6N =
[ —6(e — E)daxy ...dzgn_1de
Tron (9.75)

1
fH(I):E BZfN A(]}l, ooy TEN—1, e)dxl cen d-r6N—1

e d
Ty ...dx —
fH(I):E 425\, 1 6N—1
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7 prostej analizy wektorowej wynika, iz miara dz; ... dxgn_1 moze byé wyrazona za pomoca zrzu-
towanej na kierunek zgy miary na hiperpowierzchni energii dog

OH
dzy ... dvgy_1 = dog - co8(Epyy, VH) = do - @g' (9.76)
Otrzymujemy zatem
<A>= Jiry= A®) 'lgﬁl (9.77)
fH(a:):E |dvaﬁ| ,
gdzie wyrazenie
é";' = dp (9.78)

stanowi niezmiennicza miare, wzgledem ktérej catkujemy po (6N — 1)-wymiarowej hiperpowierzchni
statej energii. Dzieki tak zdefiniowanej mierze dowolny podzbiér R hiperpowierzchni stalej energii
zostaje przeksztalcony po czasie t w podzbior R; o tej samej mierze co R.

Powracajac do zasygnalizowanego poprzednio problemu ergodycznego w odniesieniu do uktadéw,
ktérych ewolucja czasowa zlokalizowana jest na hiperpowierzchni stalej energii mozemy stwierdzi¢
(bez dowodu), ze rozkltad mikrokanoniczny we wzorach (9.77) i (9.78) jest jedynym niezmienniczym
rozkladem realizujacym ergodycznosé uktadu. Ciagle jednak nie przytoczyliSmy warunkéw, ktoére
musi spetnia¢ dynamika ukladu, aby byt on ergodyczny. Zainteresowanego Czytelnika odsytamy do
specjalistycznej literatury z zakresu teorii ergodyczne;j.

9.5 Zespol kanoniczny Gibbsa

W ramach zespotu mikrokanonicznego rozwazaliémy uklady o okreslonej energii, objetosci i licz-
bie czastek. W zastosowaniach praktycznych znacznie czesciej mamy do czynienia z ukladami
o ustalonej objetosci V, liczbie czastek N i temperaturze T. Stalos¢ temperatury rozwazanego
uktadu zapewniona jest poprzez jego kontakt termiczny z termostatem, tj. ukladem na tyle duzym,
ze wymiana energii z innym ukladem nie powoduje zmiany jego temperatury. Zespot statystyczny
takich uktadéw nosi nazwe zespotu kanonicznego Gibbsa, a gestos¢ prawdopodobienstwa znalezienia
uktadu w stanie (g, p) przy zadanych warunkach makroskopowych T, V, N wyraza sie wzorem

exp(—f H(q,p))

plq,p) = QUT.V.N) ,

(9.79)

gdzie 0 = k’BLT Czynnik normalizacyjny Q(T,V, N) nosi nazwe kanonicznej sumy statystycznej
(kanonicznej sumy stanéw) i jest wyznaczany z warunku normalizacji rozktadu

/ pap)dl =1 = Q(T.V,N)= / exp(— H(q,p))dT . (9.580)

Uzasadnimy postaé rozkladu kanonicznego korzystajac z postulatu réwnych prawdopodobienstw
a priori. W tym celu rozwazamy mikrokanoniczny zespdt statystyczny skladajacy sie z uktadéw
zamknietych, sposréd ktérych kazdy sktada sie z kolei z termostatu o temperaturze T i interesujacego
nas uktadu fizycznego. Hamiltonian takiego zlozonego uktadu mozemy zapisaé jako :

H=H(q,p)+H'(¢,p)+6H(q.p,q.p) , (9.81)
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gdzie ostatni czlon opisuje oddzialywanie miedzy uktadem (hamiltonian H(q,p)) i termostatem
(hamiltonian H'(¢',p’)) ustalajace stan wzajemnej réwnowagi. Choé obecnosé tego oddzialywania
jest wazna z punktu widzenia konstrukcji zespotu to zaktadamy, ze jego wartosci sa dla typowych
konfiguracji mikroskopowych zaniedbywalnie mate w poréwnaniu z warto$ciami pozostatych wyrazow.
Calo$¢ ukladu jest opisana przez rozklad mikrokanoniczny

1 n ro n n
— — dla EF<H < E+AFE
pla,p, ¢\ p') = SHUEVVINNLAE) a B<Hgpdp)<EY ; (9.82)
0 dla pozostalych

gdzie wielko$ci primowane odnosza sie do termostatu, a nieprimowane do intersujacego nas ukladu;
symbol E oznacza warto$é calkowitej energii ukladu zlozonego (z doktadnoscia do AE). Aby
otrzymaé funkcje rozkladu dla ukladu musimy dokonaé¢ wycaltkowania powyzszej gestosci praw-
dopodobienstwa po wszystkich stanach termostatu

p(g.p) = /ﬁ(q,p, q¢,p")dr’ =
B / 1 dq'dp’
E—H(q,p)<H(q.p')<E+AE—H(q,p) Q(Ea V,V/,N,N’, AE) h3NN! (9:83)
Y(E - H(q,p))
Q(E)
Wykorzystujac definicje entropii mozemy powyzszy wzér zapisaé w postaci
S'(E - H(q,p)) — 5(E)
kp

Z doktadnoscia do wyrazéw liniowych w H (g, p) otrzymujemy rzeczywiscie

p(q; p) = exp( ) - (9.84)

S'(E) — 2BV p(q,p) + O(H2(q,p)) — S(E))

p(gq, p) = exp( - ~
B
S'"(E)— +H —-S(E
exp (E) — 7H(q,p) — 5( )) _ (9.85)
kg
const - eXP(fﬂ : H(qap)) = expé(f—y"fz(\?)’p)) ’
gdzie
QV.N) = [ exp(-pH(q.p)ar (9.86)
Obliczymy teraz energie wewnetrzna ukladu jako srednia warto$¢ hamiltonianu
9Q(T,V,N
v = ) = IS ReRCA G _ —S  9mQIILVN) 987
xp(—( - H(q,p)dl Q(T,V,N) B

Przechodzac do pochodnej po temperaturze mozemy zapisaé

Tzﬁan(T,V,N)
pT?—2 ")

U=k a7

(9.88)
Entropia jest zdefiniowana w zespole kanonicznym tak samo jak w zespole mikrokanonicznym

% (H) + kI Q(T,V,N) = % +kpInQ(T,V,N) . (9.89)


marnap
Sticky Note
calka
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Dokonujac obustronnego wymnozenia przez T i uporzadkowania uzyskujemy
—kgT WnQ(T,V,N)=U(T,V,N)—TS(T,V,N) . (9.90)

A zatem, tak jak w przypadku zespolu mikrokanonicznego entropia zostaje wyrazona poprzez log-
arytm symy stanow
S(E,V,N)=kglnQ(E,V,N) (9.91)

tak w przypadku zespotu kanonicznego energia swobodna Helmholtza zostaje wyrazona poprzez
logarytm kanonicznej sumy statystycznej

F(T,V,N) = —kgTlnQ(T,V,N) . (9.92)

Parametry makroskopowe charakteryzujace uktady nalezace do zespotu kanonicznego Gibbsa sa
naturalnymi zmiennymi dla energii swobodnej Helmholtza. Analogiczna sytuacja wystepuje w przy-
padku zespolu mikrokanonicznego i entropii, dla ktérej naturalnymi zmiennymi sa E,V, N.

Energia ukladu pozostajacego w kontakcie z termostatem fluktuuje. Obliczymy jej odstepstwa od
wartosci sredniej mierzone przy pomocy wariancji

(H=(H))?) = (H* =2 H - (H) + (H)?) =

9.93
(H?) —2(H)* + (H)* = (H?) — (H)* (9:95)
Pierwszy wyraz po prawej stronie mozemy obliczy¢ jako
O({H) Q(T,V,N))
<H2>: fHQGXp(—ﬂH)dF — _ o :_8<H> +<H>2 (994)
J exp(—BH)dl Q(T,V,N op ’ '
skad uzyskujemy
O(H) 2 (OU 2 2
(H* — (H)? = -2 =kpT? | — =kpT*Cy =kpT*Necy . (9.95)
g oT )

Zauwazmy, iz wzgledne fluktuacje maleja jak odwrotnosé pierwiastka liczby czastek w ukladzie

(H) N VN '

Wynika stad, ze w granicy termodynamicznej wzgledne fluktuacje energii znikaja, a sytuacja up-
odabnia si¢ do opisywanej przez rozktad mikrokanoniczny, w ktorym energia ukladéw jesy ustalona
(z dokladnoscia do AE).

Jezli uklad fizyczny opisywany jest przez hamiltonian (9.1) to zmienne pedowe i potozeniowe sa w
nim rozseparowane. Wtedy sume statystyczna mozemy zapisa¢ w postaci

Q(T,V.N) =
N 2 N N - I N
i B o .\\4q1...dgndpi ... dpN
Jexot-5 3 D yexn(-5 30 S 0 - ) LN
i=1 i=1 j£i : (9.97)

N 52 - i1 4
G L [ et G0 f ewi=5 323 06 - ) e
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Drugi z czlonéw nazywamy konfiguracyjna suma statystyczna i oznaczamy Z(T,V, N):
N N N -
ﬂ N - Hizl in
20 VN = [en(-53 3 e -GN (9.98)

Obliczamy pierwszy czynnik

5}71 — 1 ﬁpi,a
B3N H/ )dp; = h?,iNH H / exp(— om )dpi,o = BN (9.99)

gdzie wielkosé

A=t (9.100)

nosi nazwe dhugosci termicznej fali de Broglie’a. A zatem

Z(T,V,N)

Q(T7‘/7N) = ASN

(9.101)

Zwréémy uwage na to, ze w ramach zespolu kanonicznego tatwo jest obliczy¢ érednia energie kine-

tyczna czasteczki uktadu
L2
Di 3
= —kgT . .102
() -3 o

Widag¢, ze ta srednia jest taka sama dla kazdej czasteczki i zalezy wyltacznie od temperatury ukiadu.
A zatem $rednia energia kinetyczna przypadajaca na kazdy stopien swobody ruchu postepowego
czasteczki wynosi %k‘BT. Ten rezultat okresla sie mianem zasady ekwipartycji energii - réwnego
rozdzialu $redniej energii kinetycznej na poszczegélne stopnie swobody. Zwrdémy uwage, iz jest on
niezalezny od typu oddzialywania miedzyczasteczkowego.

Zasade ekwipartycji energii mozna wyprowadzi¢ takze w ogdlniejszej postaci. Jezeli zastosujemy
notacje (9.21) to tatwo stwierdzié¢, ze

0H

——) =0a kT . (9.103)
61:5

(Tq

Przyjmujac w powyzszym wzorze x, = 23 jako kolejno réwne poszczegdlnym skadowym pedu j-
tej czasteczki, a nastepnie dokonujac wysumowania stronami uzyskanych réwnan uzyskujemy wzér
(9.102). W analogiczny sposéb rozwazajac uktad oscylatoréw harmonicznych mozemy wykazaé, ze
$rednia energia kinetyczna oscylatora jest rowna sredniej wartosci jego energii potencjalne;j.

9.6 Zespodl wielki kanoniczny

W dotychczas rozpatrywanych zespolach : mikrokanonicznym i kanonicznym objeto$é¢ ukladu i
liczba czastek byty wielkosciami zadanymi dla danego ukladu. Wielki zespdt kanoniczny Gibbsa
dopuszcza zmienno$¢ liczby czastek w uktadzie w wyniku mozliwej wymiany materii z otoczeniem.
Sciélej moéwiac - warunki termodynamiczne okreslajace makroskopowy stan ukladu bedacego ele-
mentem wielkiego zespolu kanonicznego to temperatura T, objetos¢ V' oraz potencjal chemiczny p.
Mozemy to wyrazi¢ w ten sposéb, ze rozwazamy uktad o objetosci V', znajdujacy sie w kontakcie z
termostatem o temperaturze 7' i zbiornikiem materii o potencjale chemicznym pu.
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Funkcje rozktadu w zespole wielkim kanonicznym py (g, p) tj. gestosé prawdopodobienistwa znalezienia
ukladu w stanie o N czastkach w punkcie g, p przestrzeni fazowej N - czasteczkowej wynosi :
H, (q,p)—p-N
exp(— (ku;)T wiNy
E(T,V, )

pn (¢, p) = (9.104)

Wielka kanoniczna sume statystyczna znajdujemy z warunku unormowania

> [oxta.pdry =1 (9.105)
N=0

czyli

- = Hy(g,p) —p- N
=(T = — I'=
T =3 [ (- PRI

(9.106)

- Hn(q,p) —p-N
1+ Z exp(— )
= kT

Rozklad wielki kanoniczny - podobnie jak rozklad kanoniczny - wyprowadzamy z rozktadu mikrokanon-
icznego. Niech uklad podlegajacy rozkladowi mikrokanonicznemu sktada sie z uktadu fizycznego oraz
otoczenia. Hamiltonian ukladu ztozonego mozemy zapisaé jako sume hamiltonianéw odpowiadajacych
uktadowi fizycznemu, otoczeniu oraz oddzialywaniu miedzy nimi :

H=H(q,p)+H'(q,p)+5H(q.p.q. P (9.107)

Zakladamy, ze czlon opisujacy oddzialywanie miedzy uktadem i otoczeniem jest pomijalny, czyli w
hamiltonianie separuja sie zmienne odpowiadajace za stan ukladu i otoczenia :

H=H(q,p)+ H'(¢,p) (9.108)
Liczba czastek w calym uktadzie jest ustalona :
N+N =N (9.109)

Caly uktad jest opisywany za pomoca rozktadu mikrokanonicznego :

—— 1 dla E<H(qpq.p)<E+AE
p(¢,p,q',p") :{ B, V.N,AE) <Hopd.p) < (9.110)

0 dla pozosta'l'ych

Aby uzyskaé rozktad dla ukladu w stanie N-czasteczkowym dokonujemy odcatkowania po zmiennych
odpowiadajacych otoczeniu :

1 Q(F-H,N-N
pn(¢:p) = —~/ o d = ( —— ) (9.111)
QUE,V,N,AE) Je—H<H'<E+AE—-H Q(E,N)
Wykorzystujac definicje entropii mozemy zapisac :
S'(E—H(q,p),N —N)—S(E,N
p(q,p) = exp( ( (.p) )~ S )) (9.112)

kp
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Wobec zalozeii H < E i N < N wystepujaca funkcje S'(E — H(q,p), N — N) mozemy rozpisa¢ w
szereg Taylora wzgledem energii i liczby czastek. Z doktadnoscia do wyrazow liniowych

~ - PP 08’ 05’
S/(EiH(Qap)7N7N)%S(E7N)7 ~H(q7p)7 =N =
OF ON
Hia.p) N (9.113)
o oo Hgp) | pe
S'(E,N) R

Dzieki temu rozklad prawdopodobienstwa mozemy zapisaé

p(q,p) = exp(%;s(m) exp(—3(H(g,p) — uN))
exp(~B(H(g,p) — uV) o1
E(T,V, 1))
Obliczymy entropie
S(T,V,pu) = —kp(lnp) =
o 2n=oJ exp(=B(H(q,p) = pN)) - (=B(H(q,p) = pN) = InZ)dly _
B =(T,V, 1) - (9.115)
(H) p -
T - T<N> +kplnZ=

Uwzgledniajac fakt rownosci wartosci sredniej hamiltonianu i energii wewnetrznej po wymnozeniu
przez T i uporzadkowaniu wzoru uzyskujemy

—kTIE(T,V, ) = U(T,V,) — T- ST,V 1) — p- N(T,V, 1) = T, Vo) (9.116)
Wynika stad, ze potencjalem termodynamicznym odpowiadajacym rozktadowi wielkiemu kanon-

icznemu jest potencjal wielki kanoniczny.

Srednia liczba czastek w ukladzie

(V) = =0 Nexp(-B(H(g.p) — pN)dly _ 1 PG 19ME(T, V)
Z?:O f exp(_ﬁ(H(qu) - MN))dFN ﬁ E(Ta V7 /-L) ﬁ 8“

W uktadzie opisywanym przez rozklad wielki kanoniczny wystepuja fluktuacje liczby czastek. Ana-
logicznie do wzoru (9.93)

(9.117)

(N = (N))?) = (N?) = (N)? (9.118)
Wyznaczymy sredni kwadrat liczby czastek

<N2> _ E?VO:O f N2 exp(—ﬁ(H(q,p) B /’LN))dFN _

= (9.119)

 ZELVD g N

B E(TV,u) B Ou

Stad :
N2) (Y2 = L
(N7) = (N) 5 ( o )VT (9.120)
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Wyrazenie okreslajace fluktuacje liczby czastek w ukladzie zapiszemy w postaci réwnowaznej.
Wykorzystujac wlasnosci pochodnych czastkowych wystepujaca pochodna przeksztalcamy do postaci

O(N) O(N) ap
= — 9.121
( o )rv = ( o )T’V(au)T’V (9.121)
Korzystajac z relacji Gibbsa-Duhema
dp = —sdT + vdp (9.122)
mozemy uzyskac
(‘i;?) =n?Vkrp (9.123)
TV
gdzie kp stanowi Scigliwos¢ izotermiczna. Zatem
(N?) — (N)? = kpTn*Vkrp (9.124)
i wzgledne fluktuacje wynosza
(V2) — (N)? 1
> ~ i (9.125)

czyli sa zaniedbywalnie male w granicy termodynamiczne;j.

Ze wzoru (9.124) widaé, ze fluktuacje liczby czasteczek, a zatem i ich gestosci, staja sie niezwykle
duze w poblizu punktu krytycznego. Efekt ten odpowiedzialny jest za tzw. opalescencje krytyczna
- silne rozpraszanie $wiatta na fluktuacjach gestosci w ukladzie krytycznym.



Rozdziat 10

Zastosowania klasycznej mechaniki
statystycznej

10.1 Gaz doskonaly

Najprostszym ukladem rozwazanym w ramach klasycznej mechaniki statystycznej jest gaz doskonaty.
Pod pojeciem gazu doskonalego rozumiemy gaz, w ktérym energia potencjalna wzajemnego odd-
zialywania miedzyczasteczkowego jest zaniedbywalnie mala w poréwnaniu z energia kinetyczna.
Nalezy jednak podresli¢, ze to oddzialywanie - mimo ze zaniedbywalne - wystepuje i odgrywa
niezwykle wazna role. Oddzialywania miedzyczasteczkowe sa bowiem odpowiedzialne za dochodze-
nie uktadu do stanu réwnowagi - przy ich braku oraz przy zalozeniu sprezystych zderzen ze Sciankami
kazda czasteczka przez caly czas mialaby stala energie rowna energii poczatkowe;.

W rezultacie zaniedbania oddzialywan miedzyczasteczkowych hamiltonian ukladu N czasteczek
gazu doskonalego mozna przedstawié¢ jako sume hamiltonianéw jednoczasteczkowych

N
H= ZHl,i ’ (101)
=1

przy czym hamiltonian jednoczasteczkowy jest z kolei suma trzech wkiadéw odpowiadajacych
odpowiednio: energii kinetycznej ruchu, energii potencjalnej oddzialywania wewnatrzczasteczkowego
oraz energii potencjalnej oddzialywania z zewnetrznym polem:

Hii=Hiip +Hiiint + Hiieat - (10.2)

Rozwazmy przypadek, w ktérym nie wystepuje zewnetrzne pole sit. W takim przypadku cisnienie
jest wielkoscia charakteryzujaca uktad jako cato$é. Wyznaczmy cidnienie gazu doskonalego. Postuzymy
sie w tym celu zespotem kanonicznym. Kanoniczna suma statystyczna

N N _
Q(T.V.N) = / exp(—FH)dTy = / (Hexp(—ﬁm,n) m% , (10.3)
=1 '

gdzie I' y oznacza element IN-czasteczkowe] przestrzeni fazowej, zas I'; ; - element jednoczasteczkowe;j
przestrzeni fazowej dla i-tej czasteczki. Wykorzystujac identycznos$é wszystkich czasteczek mozemy

123
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zapisaé
1 N
QT,V.N) = 15 (/ exp(ﬂﬂl,l)dnJ) : (10.4)

Oddziatywanie czasteczek gazu doskonalego moze by¢ zaniedbane, wiec wystepujaca w ww catke po
polozeniu $rodka masy czasteczki (ew. potozeniu jednego z atoméw wchodzacych w sklad czasteczki)
mozemy wykonaé uzyskujac objetos¢ naczynia. W konsekwencji

VN B N
Q(T,V,N) = NT (/ exp(_ﬁHl,l)dF1,1> . (10.5)
Wystepujaca w powyzszym wzorze catka moze by¢ traktowana jest pewna funkcja temperatury:
A(T) = /GXP(—ﬁHLl)dfl,l ; (10.6)
wiec
1
Q(T,V,N) = ﬁVNAN(T) (10.7)

i w konsekwencji energia swobodna Helmholtza
F(T,V,N)=—kgThhQ(T,V,N) = —kpTN(In(VA(T)) —InN +1) . (10.8)

Cisnienie wyraza sie wiec wzorem

oF 1
p=— (> =kpTN— (10.9)
oV )rn |4
czyli
pV = NkgT . (10.10)

UzyskaliSmy wiec réwnanie stanu gazu doskonalego (5.8a). Nalezy przy tym zawrécié uwage na
pewna kolizje oznaczen - w ramach termodynamiki N oznacza liczbe moli, za§ w ramach mechaniki
statystycznej - liczbe czasteczek. Zwiazek miedzy tymi wielkosciami zadany jest poprzez liczbe
Avogadro Ny:

chéistcczek = NmoliNA ) (1011)

przy czym
Nakp =R . (10.12)

Postaé kalorycznego réwnania stanu (5.8b) zalezy od postaci funkcji A(T). Rozwazmy najprostszy
przypadek, gdy czasteczki nie maja wewnetrznych stopni swobody. Wowczas hamiltonian jed-
noczasteczkowy ma postac

-

Hl,i(ﬁv@ om

; (10.13)

gdzie m oznacza mase czasteczki. Stad

2\ dp, 9 3N/2
A(T) = ///RS exp (—gﬁ) th = (h?;) 7 (10.14)

32\ v N
Q(T,V,N) = % (V (2};;”) ) - % (;) (10.15)

czyli
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gdzie
hp3 h
2rm N 2nmkpT

nosi nazwe dtugosci termicznej fali de Broglie’a. Obliczajac molowe ciepto wlasciwe uzyskujemy

)\_

(10.16)

cy = gR : (10.17)

Rozwazmy teraz jednoatomowy gaz doskonaly umieszczony w zewnetrznym polu sil, np. w jed-
norodnym polu sily ciezkosci. W tym przypadku hamiltonian jednoczasteczkowy ma postaé

2
S o D; S o
Hl;i(rhpi) = 27271 + mg-ri , (1018)
gdzie § oznacza przyspieszenie grawitacyjne. Wyznaczymy rozklad gestosci czasteczek w funkcji
wysokosci. Gestosé czesteczek jest proporcjonalna do prawdopodobienstwa znalezienia czasteczki
na danej wysokosci. Rozklad tego prawdopodobienstwa znajdziemy catkujac rozklad kanoniczny po
wszystkich pedach i pozostatych polozeniach. W ten sposoéb uzyskujemy:

. m_’. .
w(ry) =C - exp(—%) , (10.19)

gdzie C' = T — —7, a A stanowi pole powierzchni przekroju poprzecznego naczynia. Zalézmy bez
mg

straty ogdlnosci, ze przyspieszenie grawitacyjne jest skierowane wzdtuz osi z. Wowczas poszukiwana
gestos¢ czasteczek

n(z) = ng exp (— Z;g;> ) (10.20)

gdzie ng - gestosé czasteczek na dnie naczynia. Wzdr powyzszy nosi nazwe wzoru barometrycznego
Boltzmanna.

Wzér barometryczny Boltzmanna moze by¢ wyprowadzony w inny sposéb traktujac gesto$é n(r)
jako wartos¢ srednia z odpowiedniej zmiennej dynamicznej. Wprowadzamy gestos¢ mikroskopowa
zdefiniowana jako :

N
() =Y 6% — 1) (10.21)
i=1

Makroskopowa gestosé jest rowna $redniej gestosci mikroskopowe;j :

N

n(r) = () = <Zé - f*>> = (67 =) > (10.22)

=1

Liczymy $rednia warto$¢ wyrazenia stojacego pod znakiem sumy :

N g = - —
(7 _feXp(_ﬁzi:1 mg - 73)0(F — 7)dry ... din _
(6 — 7)) = AL L b E -
[exp(=BS N mg-7)dF, ... diy
N = = - —
Hi:l(f exp(—Bmg - ;)0 (7 — 7)dr;)
[T, (exp(—Bmg - 7%)dr;

Wszystkie czlony w liczniku i mianowniku za wyjatkiem czlonu odpowiadajacego ¢ = k sa identy-
czne, wiec przy przyjeciu g || 2

(10.23)

exp(—pmgzy)
A

< O(F — 7) >= (10.24)

Bmg
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i uzyskujemy ponownie wzor barometryczny Boltzmanna.

Rozwazymy teraz mieszanine dwéch gazéw doskonalych. Wobec braku oddzialtywan miedzyczasteczkowych
hamiltonian uktadu moze zostaé¢ zapisany w postaci:

H(q,p) = Hi(q1,p1) + H2(g2, p2) (10.25)

gdzie H; stanowi hamiltonian opisujacy i-ty gaz. Kanoniczna suma statystyczna jest réwna :

dgi1dpy  dgadpo
N1 1h3N1 NQ!h3N2

QYN No) = [ [ exp(-581 (a1 ) ~ B Halae, ) (10.26)
Zauwazmy, iz w mianowniku wystepuje czynnik Ni!-No! a nie (N7+N3)!. Wynika to z faktu, iz czyn-
nik ten ma swoja geneze w nierozroznialnosci czasteczek a badany uklad jest mieszaning czasteczek
dwoéch roznych gazéw. Wprowadzajac termiczna dtugosé fali de Broglie’a dla poszczegdlnych gazéw
kanoniczng sume statystyczna mozemy zapisa¢ w postaci:

YN VN2
N3N NG IA3N2

Q(T,V,N1,N2) = (10.27)

Prowadzi to do wzoru na energie swobodna Helmholtza

\% v
F(T,V,N1,N3) = — (N1 + No)kpT — kT - N1In ( —— | —kpT - Noln | — | =
( 1, N2) (M1 2)ks B 1 (NM?) B 2 (N2A§> (10.28)
F\(T,V,N1) + F>(T,V, Ns)

oraz entropie

oF
()
or V,N1,N2

1% \%4 3
N- No)k Nikpl e Nokpl —_— —(NN- No)kp = 10.29
(N1 + No)kp + N, BH(N1/\§>+ 2BH(N2/\§)>+2( 1+ No)kp ( )
5 \%4 \%4
— (N7 + Ny)k NikgIn(——=) + NokpIn(——=
2( 1+ No)kp + 1BD(N1)\;13)+ 2BD(N2)\3)
Ostatecznie :
S(T, V,Ny,No) =5 (T,V,Nl) + S5(T,V, Na) (10.30)

W ten sposéb udowodnilismy sformulowane w ramach termodynamiki twierdzenie Gibbsa (wzdr
(8.1a)).

Na zakoriczenie rozpatrzmy konsekwencje pominiecia w mierze przestrzeni fazowej czynnika N!.

Wéwczas otrzymalibysmy
- VN
QT.V.N) = 15 (10.31)

i w konsekwencji

- 1%
F(I.V,N) = =N - kpT - In(y5) (10.32)
oraz
. 3 v
S(I,V.N)= SN -kp+N - kp-In ()\3> . (10.33)

Zadna z tych wielkosci nie jest ekstensywna w przeciwienistwie do rozwazanych w termodynamice
entropii i energii swobodnej, ktére sa ekstensywne. Oznaczaloby to, re pozbawiony czynnika N!
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przepis na obliczanie objetosci przestrzeni fazowej prowadzi do entropii statystycznej o cechach
niezgodnych z wlasnosciami entropii termodynamiczne;j.

Taka posta¢ wzoru na entropie prowadzilaby réwniez do tzw. paradoksu Gibbsa. Wezmy dwa
identyczne gazy doskonalte znajdujace sie w identycznych warunkach makroskopowych okreslonych
przez p,T,V. Entropia poczatkowa ukladu wynositaby

Sy(T,V,N) = 8,(T,V,N) + Sy(T,V,N) = 3N - kg + 2N - kg - In (;) ) (10.34)
Entropia uktadu po polaczeniu naczyn zawierajacych gaz wynositaby zas
- 2V
Sk(T,2V,2N)=3N -kp+2-N -kp-In ()\3) , (10.35)
czyli réznica entropii koricowej i poczatkowej wynositaby:
Sk —S,=2-In2-N kg >0 (10.36)

co oznacza, iz entropia wzrostaby. W ten sposéb dzielac - w do$wiadczeniu myslowym - uklad
poczatkowo na wiele identycznych poduktadéw po czym usuwajac hipotetyczne Scianki mogliby$my
osiagnaé praktycznie nieograniczony wzrost wartosci entropii.

10.2 Gazy rzeczywiste

W sytuacji, gdy oddzialywanie miedzyczasteczkowe nie moze zostac¢ zaniedbane mamy do czynienia z
gazem rzeczywistym. Wyznaczanie wlasciwosci gazow rzeczywistych w ramach mechaniki statysty-
cznej jest niezwykle obszernym zagadnieniem. W niniejszym podrozdziale skoncentrujemy sie je-
dynie na uzasadnieniu réwnania stanu gazu van der Waalsa (5.29) i oméwimy znaczenie wystepujacych
w nim parametréw a i b.

Jako wprowadzenie rozwazmy przyklad jednowymiarowego gazu rzeczywistego - gaz Tonksa. Pod
pojeciem gazu Tonksa rozumiemy uklad N sztywnych pretow o dlugoséci o mogacych sie poruszaé
wzdluz odcinka o dlugosci Lj jest to zatem jednowymiarowy gaz twardych kul o érednicy o. Hamil-
tonian uktadu ma postaé

2 N i
pi ZZ L o

i=

N
M=)
i=1

gdzie ®(|Z; — 7;|) jest potencjalem oddzialywania sztywnych pretéw

,_.
<.
Il
—

oo dla|z; —zj| <o

0  w pozostatych przypadkach
Obliczenie wkladu kinetycznego do kanonicznej sumy statystycznej jest proste i daje czynnik A=,

Zajmiemy sie zatem obliczeniem konfiguracyjnej sumy statystycznej. Przyjmujac, ze potozenie i-
tego preta okreslamy poprzez podanie polozenia jego $rodka x; konfiguracyjna sume statystyczna

mozemy wyrazi¢ jako
L-% T3—0 [T2—0
No—-$% %O’ io

2
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Zauwazmy, ze W powyzszym wzorze nie wystepuje czynnik N!. Jego brak zwiazany jest z tym,
ze w trakcie ewolucji czasowej tego jednowymiarowego ukladu czasteczki nie moga sie wzajemnie
przenikaé¢ i zmienia¢ wzajemnego uporzadkowania - a zatem pozostaja rozréznialne.

Dokonujemy zamiany zmiennych

1

co pozwala nam zapisaé

L—No Ys Y2 1
Z = dyidys . ..dyn = —(L — No)™ . (10.41)
0 0 0 N!

Zauwazmy, ze ten sam wynik moglibysSmy uzyska¢ w inny sposéb. Zderzenia sztywnych pretéw sa
calkowicie sprezyste, a zatem - w oparciu o wiedze z mechaniki klasycznej - mozemy stwierdzic,
ze efektem zderzenia dwéch pretéw jest wymiana predkosci miedzy nimi. Efekt ten mozemy trak-
towaé¢ jako przenikanie sie pretéw a na gaz Tonksa mozemy spojrzeé¢ jak na gaz identycznych,
przenikajacych sie czasteczek. Wowczas

1 L—%o L—(N-%)o pL—(N—3)o 1
Z [ / / dridas ... dry = ﬁ(L —No)V . (10.42)

B | Jen-1
N! . ) & Ep

2 2

Znajac kanoniczng sume statystyczna mozemy wyznaczy¢ ciSnienie gazu Tonksa

OF olnZz NkgT
- _ (2= = kpT =— . 10.43
g (6L>T,N i ( oL )T,N L-No ( )
Poréwnujac uzyskany wynik z cisnieniem jednowymiarowego gazu doskonalego
NkgT
= LB (10.44)

stwierdzamy, iz rownanie stanu gazu Tonksa moze by¢ interpretowane jako réwnanie stanu gazu
doskonatego, w ktérym jednowymiarowa objetos¢ zostaje zastapiona przez efektywna objetosé
réwng objetodci naczynia L pomniejszonej o catkowita objeto$é twardych pretéw (No). Tak
wiec ,w przypadku jednowymiarowym, efekt wykluczonej objetosci przejawia sie w réwnaniu stanu
zastapieniem objetos$ci L przez efektywna objetos¢ L — No.

Przejdzmy teraz do ogdlnego przypadku rzeczywistego gazu tréjwymiarowego, w ktérym energia
potencjalna oddzialywania czasteczek i-tej oraz j-tej zalezy od ich wzajemnej odleglosci i jest oz-
naczona ®(r;;). Chcac obliczy¢ kanoniczna sume statystyczng dla gazu rzeczywistego napotykamy
na problem obliczenia catki konfiguracyjnej

—

7 - 16 N dri...mx
(T,V,N)—/eXp 752 > a(riy) —NT (10.45)

i=1 j=1,j#i
Energie swobodna Helmholtza mozemy zapisa¢ w postaci
F=—kpThQ =

1 /6, N N

1 3 N N
Fiq — kgTlIn V—N/exp —52 Z O(ri;) | dri...rn ,

i=1 j=1,j#i
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gdzie
Ve
Fid = —NkBTln |:N)\3:| (1047)
odpowiada energii swobodnej gazu doskonalego. Przeksztalcajac drugi czlon uzyskujemy
1 N N
F=Fyq—kpgTIn |1+ W/ exp fﬁzqum) —1|ar.. x| . (10.48)
S
Wprowadzamy funkcje Mayera
fij = f(rij) = exp(—ﬂ@(rij)) -1 y (1049)

a nastepnie postugujac sie ta funkcja mozemy przeksztalci¢ czynnik boltzmannowski pod znakiem
calki do postaci

N-1 N N-1 N N-1 N
exp —52 Z Vi(ry) | = H exp(—f3 - V(rij)) H (745) (10.50)
i=1 j=i+1 i=1 j=i+1 i=1 j=i+1
i otrzymac
1 N-1 N
Foaa = —kpT -1In W/ H H (rij) +1) =1 ) dri...rx +1 (10.51)
=1 j=14+1

Obliczmy wartos¢ calki stojacej pod logarytmem dla kilku najmniejszych wartosci IV :

- N=1 ,
v /dﬁ =-1 (10.52)
— N=2
7 [ [+ v - varidn = 3 [ e, (1059
— N=3

%///((fu + 1)(frz + 1) (fas + 1) — Vdridrsdrs =
i3 ///(1 + fiza + fis + fas + fi2fis + fi2fos + fisfos + fi2fisfas — 1)dridradrs =

V/flzdﬁz-i- (/f12d7“12> (/ f13d7“13) Vs ///f12f13f23d7“1dT2d7‘3

Zwréémy uwage, ze w powyzszych obliczeniach zaniedbali$my podczas zamiany zmiennych
efekty brzegowe zwiazane ze skoriczonymi rozmiarami naczynia zawierajacego gaz. Czlony
zawierajace iloczyny funkcji Mayera mozemy interpretowac jako odpowiadajace jednoczesnym
oddzialywaniom odpowiednich par czasteczek.

(10.54)



130 ROZDZIAL 10. ZASTOSOWANIA KLASYCZNEJ MECHANIKI STATYSTYCZNEJ

W tym miejscu uczynimy zalozenie upraszczajace dalsze rachunki i polegajace na zaniedbaniu w
calce konfiguracyjnej (10.51) wyrazéw odpowiadajacych oddzialywaniom wiekszej liczby czastek niz
dwie

N-1

V—IN// exp —gz

N
Z V(ryg)| —1|dm...dry =

i=1 j=i+1
N 1 N(N —1) (10.55)
VN / / Z dﬁ .. d’/’?\/‘ = WiNVN72//f12drﬁ1‘drﬁ2‘ = '
=1 j=1,j7#i

-1) . N2 .
T/f(ﬁz)dﬁz ~ W/f(hz)dfm

Calke wystepujaca w powyzszym wzorze oznaczmy przez (7). W ramach powyzszego przyblizenia
energia swobodna Helmholtza ma postaé

F=F4—kgTln (1 + NQ;/(T)) . (10.56)
Rozwijajac logarytm i stosujac przyblizenie
In (1 W 220‘4/(1’)) Y 22O‘V(T) (10.57)
otrzymujemy
F=F,— kBT%V(T) (10.58)

Zbadajmy teraz wspdlczynnik a(T')

/f (|71) dr—47r/ fr 2dr—47r/ (exp(—B®(r)) — 1)ridr . (10.59)

Przyjmujemy, iz w rozwazanym przez nas gazie potencjal oddzialywania miedzyczasteczkowego
sktada sie z krétkozasiegowego silnego odpychania (r < o) oraz dlugozasiegowego stabego przyciagania
(r > o). Przedstawiajajac powyzsza calke jako sume dwéch wyrazéw odpowiadajacych tym zakre-
som odleglosci miedzyczasteczkowych dostajemy

a(T) = 4 (/OU(GXP(—&P(T)) —1)r2dr +/U

W pierwszej calce przyjmujemy, ze potencjal jest nieskonczony co odpowiada warunkowi nieprzenika-
nia sie czasteczek. Funkcje podcalkowa w drugiej calce rozwijamy z dokladnoscia do wyrazéw
liniowych co odpowiada stabemu przyciaganiu. Uzyskujemy w ten sposob

4 [ee)
a(T) ~ — gag - 47r[3/ D prrye(r)ridr =

47

- ?03 + 471'5/ |<I>przyc(r)|r2dr

oo

(exp(—BP(r)) — 1)r2dr> . (10.60)

(10.61)

Pozwala to zapisa¢ energie swoboda Helmholtza w postaci

N2 [327 so\3 4 [
F de+kBT2 % |:3 (5) - m/g |(I)przyc(r)r2dr] =

o OO (10.62)
us
sy [0t (5) 2 [t

\%4
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Wprowadzajac oznaczenia

a=2m / |®praye(r)|[r2dr (10.63)
16 so\3
2 (2 10.64
b= ( 2) (10.64)
uzyskujemy
N2
F=F,+ V(kBTb —a) . (10.65)
Podstawiajac jawny wzoér na energie swobodna Helmholtza gazu doskonalego uzyskujemy
Ve N?
Nb N2 (10.66)
e a
~ NkpTn (555) = NksT <an - V) -5
W przypadku gdy % < 1 mozna powyzszy wzér przepisa¢ w postaci
e Nb N2q
F~ —NkpTln (NAg) ~ NkpTln (V (1 - v)) - (10.67)
Znajomosé energii swobodnej Helmholtza pozwala nam wyznaczy¢ energie wewnetrzna
oL N2a
U=-7%(=2L =U;y — 10.68
(%) o .
V,N
oraz ci$nienie gazu rzeczywistego
OF NkgT  NZ2a
=—| = = - — . 10.69
b (av)m V_Nb V2 (10.69)

W ramach analizy wykorzystujacej powyzsze przyblizenia uzyskaliémy réwnanie stanu gazu van der
Waalsa (5.29). Réwnanie to, przez analogie pierwszego wyrazu po prawej stronie do réwnania stanu
gazu Tonksa mozemy zapisa¢ w postaci

NZ2a
p(T,V,N) =pus(T,V,N) — vz (10.70)
gdzie
NEkgT
T, V,N)= ————— 10.71

jest przyblizonym réwnaniem stanu twardych kul (w trzech wymiarach). Zwréémy uwage, ze
réwnanie stanu gazu van der Waalsa opisane réwnaniem (10.69) narusza - w odpowiednio nis-

kich temperaturach - warunek stabilnosci ukladu (%) < 0. Jest to konsekwencja uczynionych
T,N

po drodze zalozen upraszczajacych analize. Dlatego tez p7rzed dalszym wykorzystywaniem réwnania
(5.29) nalezy je - tak jak to sie czyni w ramach termodynamiki fenomenologicznej - uzupemié¢ kon-
strukcja Maxwella rownych pol.

Pojawia sie¢ zatem pytanie czy réwnanie stanu gazu van der Waalsa wraz z konstrukcja Maxwella
mozna uzyska¢ w ramach $Scistej analizy sumy statystycznej dla jakiegos modelu gazu rzeczywistego.
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Twierdzaca odpowiedZ na to pytanie pojawila sie w latach sze$édziesiatych minionego stulecia i
zwiazana jest z tzw. modelem Kaca. Potencjal miedzyczasteczkowy w tym modelu zapisujemy w
postaci

(I)(’I’) = CI)HS'(T) + 73©attr(77ﬂ) ) (1072)

gdzie potencjal oddzialtywania twardych kul ® ¢ ma postaé

oo dlar<o
i) = 10.73
s (r) {O dlar >o ( )

W modelu Kaca rozwaza sie granice v — 0, tj. potencjalu przyciagajacego, ktory jest coraz stabszy
ale zarazem coraz bardziej dtugozasiegowy, i taki, ze catka

/ V2 Papir (yr)di (10.74)

nie zalezy od v. Zwréémy uwage, ze parametr v mozna interpretowaé jako odrotnosé zasiegu czesci
przyciagajacej potencjalu; zasieg ten staje sie coraz wiekszy, przy czym do granicy v — 0 nalezy
przechodzié¢ z zachowaniem warunku by zasieg oddzialywania byl maly w poréwnaniu z liniowymi
rozmiarami uktadu. Innymi stowy w trakcie écislej analizy modelu Kaca nalezy najpierw przejsé do
granicy termodynamicznej (przy skoniczonej wartosci zasiegu przyciagania) a dopiero nastepnie do
granicy v — 0. Wtedy okazuje sie, ze réwnanie stanu w modelu Kaca ma postaé¢ (10.70) uzupetniona
o konstrukcje Maxwella réwnych pél przy czym pys oznacza rownanie stanu gazu oddzialujacego
potencjalem (10.73). Aby znalezé jawna postaé cisnienia musimy zna¢ wzdér na ci$nienie gazu
twardych kul, ktérego jawnej postaci nie uzyskuje sie w ramach modelu Kaca. Z bardzo dobrym
przyblizeniem okresla ja natomiast réwnanie Carnahana - Starlinga

L+n+n*—n’
p=nkgT—_ 1T — T 10.75
e (10.75)
gdzie
1 3
n= =Tno .
; (10.76)

stanowi bezwymiarowa gesto$¢ - srednia liczbe czastek w objetosci zajmowanej przez twarda kule
o $érednicy o.

10.3 Plazma

W przyrodzie oddzialywania kulombowskie odgrywaja niezwykle istotna role. Dlatego waznym
modelem rozwazanym w ramach mechaniki statystycznej jest plazma, tzn. gaz skladajacy sie
z naladowanych czasteczek. Scista analiza wlasciwosci takiego gazu - oparta o obliczenie sumy
statystycznej - jest bardzo trudna ze wzgledu na dlugozasiegowy charakter oddzialywan kulom-
bowskich. W szczegdlnosci czasteczki skladajace si¢ na analizowany gaz musza posiadaé¢ twardy
rdzen zapobiegajacy ich zbytniemu zblizaniu sie. Juz choéby ten aspekt problemu stanowi istotne
utrudnienie w jego pelnej analizie. Dlatego ponizej skoncentrujemy sie na przyblizonym sposobie
analizy wlasciwosci plazmy, ktéry nazywa sie teoria Debye’a - Hiickela.

Rozwazmy gaz elektrycznie naladowanych czastek o temperaturze T' znajdujacy sie¢ w naczyniu o
objetosci V. W gazie wystepuja jony k rodzajow rézniace sie miedzy soba ladunkiem i masa. Jony
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rodzaju « posiadaja tadunek z,e (e jest tadunkiem elementarnym) i w ukladzie znajduje sie ich N,,.
Calkowita liczba jonéw wynosi N

N=> N, , (10.77)

przy czym zakladamy, ze nie tylko IV ale i liczby jonéw poszczegdlnych rodzajéw sa state. Uktad
jako calosé jest elektrycznie obojetny tj.

k
D Nazae=0 (10.78)
a=1

co mozemy zapisa¢ w postaci rownowaznej

k
> Nagza =0 (10.79)
a=1
gdzie
Nq
Nay = 7 (1080)

stanowi érednia gesto$é¢ jondéw rodzaju a. Wprowadzamy ponadto catkowita srednia gestosé jonow
jako sume gestosci jonéw poszczegdlnych rodzajow :

k
no = Z Neg - (10.81)
a=1

Zakladamy ze typowa energia oddzialywania elektrostatycznego jest mala w poréwnaniu z energia
termiczna, tj.
1 (za€)(2a€)
V <
4meq (ﬁ)l//d

a=1 o

= (20€)% 03 < kT | (10.82)
co narzuca warunek na calkowita gestosé jondw:

kT 8
520 ) , (10.83)

n< | —2—2
<(Zo¢,maxq)2

gdzie 24 max stanowi wartos¢ ladunku jonu (wyrazonego w tadunkach elemenarnych) najwiekszego
co do modulu.

Calkowita energia wewnetrzna jest suma energii wewnetrznej gazu doskonalego oraz dodatku zwiazanego
z oddziatywaniem kulombowskim, patrz réwnanie (10.68). Wktad ten obliczymy bezposrednio (za-
miast obliczy¢ konfiguracyjna sume statystyczna i nastepnie odpowiadajacy jej wklad do energii
wewnetrznej) postugujac sie nastepujacym wzorem z elektrostatyki:

N

Uec = %Z(zie)rbi , (10.84)

i=1
gdzie ¢; stanowi sredni potencjal pola elektrycznego dzialajacego na i-ty jon, pochodzacy od po-
zostalych tadunkéw. Jawna postaé ¢; wyznaczymy za pomoca metody Debye’a -Hiickel’a.

Wokél kazdego z jondéw tworzy sie chmura innych jonéw. Mozemy przyjaé, ze jest ona sferycznie
symetryczna, tzn. ze gesto$¢ jonéw w chmurze zalezy wylacznie od odleglosci liczonej od jonu
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stanowiacego srodek sfery ( w $rodku sfery umieszczamy poczatek ukladu wspétrzednych). Gestosé
jonéw moze by¢ zapisana za pomoca wzoru barometrycznego Boltzmanna

ng(r) = ng, exp (— ZTT)) , (10.85)

gdzie E(r) stanowi energie jonu w polu o potencjale ¢ wytworzonym przez jon $rodkowy oraz
pozostale jony tworzace chmure
E(r) = zgep(r) . (10.86)

Stala potozyliémy jako réwna ng, gdyz w duzej odlegtosci od centralnego jonu pole powinno zanikaé
(dla r — oo winno zachodzi¢ ¢ — 0) co implikuje :

ng — ng, - (10.87)
Potencjal ¢ jest zwiazany z gestoscia jonéw za pomoca réwnania Poissone’a

vip=-L (10.88)
€0

gdzie p stanowi catkowita gestos¢ tadunku w punkcie, w ktérym obliczany jest potencjal. Wyko-
rzystujac definicje oraz wzor (10.85) mozemy zapisaé

k k
r) = ng(r) zge = zg€ - ng, ex _zgeqﬁ(r) . 10.89
)= Somalr) zae= Do e (- ) (109

7 réwnania Poissone’a uzyskujemy wiec

k

1 )

V26 = - " zpe - ng, exp (-ZZZT¢> : (10.90)
=1

7 zalozenia o niewielkiej sile oddzialywan elektrostatycznych w poréwnaniu z energia termiczna
funkcje wykladnicza mozemy rozwina¢ z doktadnoscia do wyrazéw liniowych :

1 & zpep 1~ 1 2 &
V26— _60@”'% (1 - kiT) = ;@ﬁnﬁoﬁ EOIfBTE Eignﬁoqs : (10.91)

Pierwszy ze skladnikéw zeruje sie wobec obojetnosci elektrycznej uktadu (patrz (10.78)) i otrzymu-

jemy
2 e . 2
V3 = ?Teogb @ﬁnﬁo . (10.92)

Dla uproszczenia notacji wprowadzimy oznaczenie

2 k

2 (&
= 10.93
K kBT€0 Z@nﬂo ( )

i wéwczas réwnanie na potencjal przybiera postaé

V3 =k2p . (10.94)
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Przy zalozeniu sferycznie symetrycznego ksztaltu chmury tadunku wzor powyzszy redukuje sie do
postaci'
1 d odo _
r2dr dr

Podstawiajac ¢ = kr oraz ¥ = ¢/r otrzymujemy réwnanie

K o . (10.96)

>y

e - (10.97)

i potencjat ¢ ma postaé

_ Cyexp(—rr) + Cyexp(kr)

o(r) " (10.98)
Ze wzgledu na warunek zanikania potencjalu w nieskonczonoéci kladziemy Cy = 0
o(r) = C, eXp(Ti_’“”") (10.99)

Stata C; wyznaczamy z warunku, by w poblizu jonu centralnego (tj. dla » — 0) potencjal byl
potencjalem kulombowskim tegoz jonu; stad
zie

= 10.1
Cr=p (10.100)

zie exp(—kr)

¢(r) =

= — 10.101
47eg r ( )

Potencjal ¢(r) zanika bardzo szybko wraz ze wzrostem odleglosci od centrum chmury jonowej i jego
efektywny zasieg zwany dlugoscia ekranowania Debye’a - Hiickela wynosi

i=1%i

1
. 1 . kpTeq ’ -1//3
"DH = == ((22 S 2) > ny . (10.102)

W réwnaniu (10.84) wystepuje potencjal ¢; okreslajacy oddzialywanie elektrostatyczne na i-ty jon.
Oznacza to, ze aby uzyskaé jego jawna postaé¢ musimy wyznaczy¢ zachowanie potencjatu ¢ w poblizu
jonu ¢ z wylaczeniem wkladu pochodzacego od tego jonu. W praktyce musimy dokonaé rozwiniecia

¢ dla matych r. Wtedy
zZ;€e Z;ER

~ . 10.1
dmegr  4meg o(r) (10.103)

Pierwszy sktadnik opisuje energie pochodzaca od centralnego jonu, wiec po jej odjeciu uzyskujemy

Z;€

¢i = (10.104)

B 47 €OTDH
Pozwala nam to wyznaczy¢ jawna posta¢ wkladu kulombowskiego do energii calkowitej uktadu

= — zZiQ;€ = — z;e - = — Zi = — O(,2,’04 .
S P 2 pt 47eg 8meg 8meg

i=1 a=1

1Laplasjan we wspéirzednych sferycznych mozemy zapisaé jako :

g2 L1 dod 1(62 i3} 1 62)

= A
r2dr dr @ r? +ctg +

a 10.95
062 90 sin? 0 9¢? ( )
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k
1 1 3
Uo = — \ Noz2e?)2 . 10.106
c© 871'6() kBTVG(] (az::l Zae )2 ( )

Wyznaczymy teraz wktad do energii swobodnej Helmholtza w oparciu o wzér

o [ Fo
72~ [_¢
Uo =155 ( T ) : (10.107)

k
1 1 3
Fo(T,V,Ny,...,N;) = — N,z2e?)2 10.108
o(TViNy, - Nk) = =5y k:BTVeO(; zie’) ( )

oraz wzOr na ciSnienie
__(9F\ _ _(OFa\ _ (9Fc\ _
P==\av),” \ov ), \ov ).~

k k
kT 1 ] 2 os
TS Na— 5y .
v 24re, \ kpTe (;" 0a)?

a=1

1 ostatecznie

Otrzymujemy

(10.109)

Widzimy zatem, ze oddzialywanie kulombowskie powoduje, iz cisnienie gazu catkowicie zjoni-
zowanego jest rézne od ci$nienia doskonalej mieszaniny jonéw oraz ze dodatek kulombowski jest
nieanalityczng funkcja gestosci n,,. Nie istnieje zatem rozwiniecie wirialne tego réwnania stanu.

10.4 Twierdzenie o wiriale

W podrozdziale tym wyprowadzimy wzér wyrazajacy ciSnienie gazu rzeczywistego poprzez wartosé
$rednia jego energii kinetycznej oraz warto$¢ srednia wielkosci zaleznej od sit miedzyczasteczkowych.
Rozwazmy w tym celu uklad N czasteczek zamknietych w naczyniu o objetosci V. Na czasteczki
dzialaja sity F, wlaczajac sily pochodzace od Scianek naczynia. Réwnania ruchu maja wéwczas
postac : )

P =F; (10.110)

Rozwazmy wielkosé :
alt) =Y pilt) - di(t) (10.111)

zwang czesto wirialem sil. Obliczymy pochoda zupela wiriatu po czasie :

da Noo. . N ]?2
=B and| =Y |+t (10.112)
i=1 i=1
a nastepnie jej wartos¢ srednia po czasie
_ 1 (7 1
& = lim 7/ a(t)dt = lim —(a(r) — a(0)) . (10.113)
T—=0 T Jo T—00 T

Zauwazmy, ze jezeli czasteczki ptynu wykonuja ruch ograniczony w przestrzeni (dzieki skoriczonej
objetosci uktadu) oraz ich pedy maja skoriczona wartosé (dzieki skoriczonej wartosdci catkowitej
energii ukladu) to wirial ma zawsze warto$é skoniczong i wéwcezas

a=0 . (10.114)
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Podstawiajac wyznaczona postaé wirialu uzyskujemy :

i=1 i:l

-0 . (10.115)

3R

Rozlézmy wektor sit na cze$é odpowiadajaca silom zewnetrznym i sitom wewnetrznym (tj. odd-
zialywania miedzyczasteczkowego) :

N — N — N —
S Focwi G+ Frewi -q’wZ%’ =0 . (10.116)
i=1 1=1 =1

Zakladamy, ze sila zewnetrzna pochodzi wytacznie od oddzialywan ze Sciankami i jest zlokalizowana
na Sciankach, tzn. dziala tylko na czastki znajdujace sie tuz przy $ciance. Wéwczas

N
Zﬁzew,i (Tz = _/ - (pﬁ)da (10117)
i=1 2%

gdzie p oznacza ci$nienie panujace wewnatrz naczynia, zas 77 wektor normalny do $cianki skierowany
na zewnatrz naczynia. Wykorzystujac twierdzenie Stokesa otrzymujemy

Z zew,i QZ = / V7dV = *3pV . (10118)
14

Czlon zawierajacy sily oddzialywan miedzyczasteczkowych mozemy zapisaé¢ jako

N N
Zqz wewlzéz Z ((Tzﬁj Z Z ;j . (10119)

=1 j=1,j7#i i=1j=1,j#i

Podstawiajac do wzoru uzyskujemy

N _,2 1 N N
3pvzzz ot Z oG -q)-Fy (10.120)
= z:l j=1,j%#i
9 N p_,_g 1 N
= Ly — P —q)-F.i . 10.121
p 3V o om + 6V ;j;#(q qj) - Fij ( )

Powyzszy wzor nosi nazwe twierdzenia o wiriale. Pozwala on wyznaczy¢ wielkosé makroskopows, -
cisnienie p jako wynik usredniania po czasie odpowiedniej funkcji zmiennych mikroskopowych.

Wyprowadzimy teraz twierdzenie o wiriale dokonujac $redniowania po zespole mikrokanonicznym.

Pamietamy, ze
W(E,V,N) = @/ 5(H(g,p) — E)T | (10.122)
1%

gdzie hamiltonian ma postaé

1 N N
52 ‘ > (i - gjl) (10.123)


marnap
Sticky Note
usunac


138 ROZDZIAL 10. ZASTOSOWANIA KLASYCZNEJ MECHANIKI STATYSTYCZNEJ

a ®(|¢; — ¢;|) jest energia potencjalng wzajemnego oddzialywania czastek i oraz j. We wzorze
powyzszym uwzgledniamy skoriczona objeto$¢ uktadu catkujac po polozeniach czastek tylko wewnatrz
naczynia. Wprowadzamy nastepnie parametr A i obliczamy wielkosé pomocnicza

w(E, 3V,N) = /w §(H(q,p) — E)dT . (10.124)

Nastepnie dokonujemy zamiany zmiennych
g=X Ap=X"1p | (10.125)
ktzej jakobian jest réwny jednosci i

1
w(E,\*V,N) = W/‘/(S(H()\q’,A_lp’)—E)dq’dp’ : (10.126)

Obliczamy pochodna czastkowa obu stron powyzszego réwnania po A w punkcie A = 1

Ow(E, N3V, N) o 1 S 1 ‘o
LA R = | = - 10.1
| = |ar [ aOe ) - Ba| (10.127)
dw(E,V,N) 1 9 IHAG A ‘o
Ow(E,V,N) 1 0 OH(N, A1) L
3V 37 =~ NN aE/V(S(H(q,p)—E) A - dq'dp’ . (10.129)

Wykorzystujac definicje $redniej po zespole mozemy zapisaé

Ow 0 (< OH(A , A1) > )
3V = (Lt B w) o, (10.130)
v ~ oE ) .
OH(A A" p)
dw  Ow OH(AG A\~ 1p) 9 ( 22N >‘ -1
Vo= T e L) F ' (10.131)

Dzielac powyzszy wzdr obustronnie przez w mozemy zapisaé

9 <3H(>\q’,>\’1p/)>
)\
> - . (10.132)
A=1

3V OE

dlnw)  9n(w) OH(\G ,\71p')
ov.~  0OE ON

Wykorzystujac definicje entropii uzyskujemy

AH(Ag A" 1p)
39S 98 [oHOG N\ 0 (104—1)
O\ A=t OF

o =g kp . (10.133)

A=1

Przy przechodzeniu do granicy termodynamicznej drugi wyraz po prawej stronie jest zaniedbywalny
w poréwnaniu z pozostalymi dwoma wyrazami (zmienne S, V, E sa ekstensywne) i wzér przybiera
postaé

/ -1,/
0s _ s <5H(AWP>|A_1> (10.134)

Vov = "aE o
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Korzystajac ze wzoréow okreslajacych pochodne entropii

oS p
= 10.1
( V) " (0 35a)

as 1
<3E>V,N =% (10.135b)

oraz postaci hamiltonianu

2

1 N N
LS Y MG - @) (10.136)

i=1j=1,j#i

1 N
H(Ag,A"'p) = 15 Z

otrzymujemy
N
D 1
3VT:_T< 2 + ZZV&—%@ lqz—qg|)> (10.137)
i= i=1 j#i

i po ostatecznym uporzadkowaniu
9 N
P=3y

Powyzszy wzér ma taka sama postaé jak wzér (10.121) przy czym obecnie zamiast $rednich po
czasie wystepuja srednie po zespole mikrokanonicznym.

> 6V<ZZ > . (10.138)

i=1 j#i

10.5 Uklady magnetyczne

Rozwazmy zachowanie sie pewnego ciala makroskopowego, nie wykazujacego spontanicznej mag-
netyzacji, przy jego umieszczeniu w zewnetrznym polu magnetycznym. W ogdlnosci mozemy
wyrézni¢ dwa rodzaje zachowania: zachowanie diamagnetyczne - jesli pod wplywem pola mag-
netycznego nastapi wyindukowanie momentu magnetycznego przeciwnego do kierunku pola i za-
chowanie paramagnetyczne - jesli wyindukowany moment magnetyczny jest zgodny z kierunkiem
przyltozonego pola magnetycznego. Innymi stowy mozemy powiedzieé, ze substancje diamagnetyczne
maja ujemna, zas substancje paramagnetyczne - dodatnia podatnosé magnetyczna,.

W ramach klasycznej fizyki statystycznej nie jesteSmy w stanie opisaé¢ zjawiska diamagnetyzmu.
Orzeka o tym twierdzenie van Leeuwen, ktére glosi ze moment magnetyczny uktadu poruszajacych
sie tadunkéw umieszczonego w zewnetrznym polu magnetycznym jest w stanie stacjonarnym réwny
zeru. Dowdd twierdzenia jest prosty. Moment magnetyczny mozemy wyznaczy¢ jako pochodna
potencjatu Gibbsa po indukcji pola magnetycznego. Aby moment magnetyczny mial niezerowa
warto$¢, potencjal Gibbsa musi zaleze¢ od indukcji pola magnetycznego.

Wyznaczmy w ramach klasycznej mechaniki statystycznej kanoniczna sume statystyczna opisanego
uktadu. Hamiltonian ukladu ma postaé

N
H=3 % (ﬁi - qffi)2 +VIHFEYL) (10.139)

1=1

gdzie p; oznacza kanoniczny ped i-tej czastki o tadunku ¢ i masie m, zas A - potecjal wektorowy
w punkcie przestrzeni 7;, w ktérym znajduje sie i-ta czastka. W przypadku jednorodnego pola
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magnetycznego o indukcji B potencjal wektorowy ma postaé A; = —17 % B. Czlon VT

opisuje wzajemne oddzialywanie tadunkéw i jest zalezny wylacznie od ich potozen.

Kanoniczna suma statystyczna
N N g
1 . -\ 2 SN Hi:l d’l"zdpl
Dokonujemy zamiany zmiennych

Pi=pi—qA , qd=0¢ . (10.141)

Jakobian powyzszej zamiany zmiennych jest réwny jednosci, wiec kanoniczna suma statystyczna
przybiera postaé

N N
1 -2 iy dridp]
Z/%p<ﬁ§:%ﬁ%+VWﬂﬁﬂ>HN%Mf- (10.142)
1=1

niezalezng od wartosdci wektora indukcji pola magnetycznego. W konsekwencji réwniez potencjal
Gibbsa bedzie niezalezny od indukcji pola magnetycznego, co prowadzi do zerowej wartosci magne-
tyzacji.

W ramach klasycznej mechaniki statystycznej mozemy natomiast zbadaé zjawisko paramagnetyzmu.
Przedstawiony ponizej model nosi nazwe paramagnetyka Langevina.

Rozwazmy uklad zlozony z N wzajemnie nieoddzialujacych czasteczek, z ktorych kazda posiada
wlasny moment magnetyczny ji;. Momenty magnetyczne wszystkich czasteczek maja identyczna
warto$é bezwzgledna i, tj. V;|f;| = p. Zalézmy, ze uklad ten utrzymywany jest w stalej temper-
aturze T i umieszczony jest w stalym zewnetrznym polu magnetycznym o indukcji B. Zbadajmy
magnetyzacje M uktadu, tzn. $redni calkowity moment magnetyczny przypadajacy na jednostke

objetosci
- M
M= 10.143
- (10.143)
gdzie
M=(M) . (10.144)
Operator catkowitego momentu magnetycznego jest réwny
. N
M=y, (10.145)
y=o00
wiec $rednia warto$¢ momentu magnetycznego mozemy uzyskaé ze wzoru
N
(M) = (@) = N{f) (10.146)
i=1

gdyz warto$ci srednie momentéw magnetycznych poszczegdlnych czasteczek sa identyczne. Rozwiazanie
zagadnienia sprowadza sie do obliczenia sredniego momentu magnetycznego pojedynczej czasteczki.
Stan pojedynczej czasteczki jest w pelni okreslony poprzez podanie jej pedu i polozenia oraz ori-
entacji jej momentu magnetycznego wzgledem ustalonej osi. Przyjmijmy, ze jest to o$ z zgodna
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z kierunkiem zewnetrznego pola magnetycznego (przy jego braku moze by¢ dowolnie wybrana).
Element objetosci przestrzeni fazowej uktadu moze wiec byé wyrazony poprzez wzor

- d3di3Nq

dl' = de : (10.147)

Wobec braku wzajemnych oddziatywan miedzy czasteczkami hamiltonian uktadu ma postaé
H=> H; , (10.148)

gdzie H; jest hamiltonianem jednoczasteczkowym i-tej czasteczki wyrazajacy sie wzorem

2

H; = — —ji;-B==—" —puBcosb; . (10.149)
2m 2m

Poszukiwana $rednia warto$¢ momemtu magnetycznego danej czasteczki wyraza sie¢ wzorem

_ Jirexp(=pH)dl
[ exp(—BH)dl’

Dokonujac faktoryzacji licznika i mianownika i redukujac identyczne czynniki uzyskujemy

(fi1) (10.150)

. OQW foﬂ fi1 exp(BuB cos 01) sin 61d6; dpy

i — 10.151
i) 02 Jo firexp(BuB cos 0y) sin 01d6 dey ( )
Podstawiajac
wsin 67 cos ¢q
/jl = ,usin 91 sin (7251 5 (10152)
1 cos 01
uzyskujemy po wykonaniu calek
0
(i) = 0 . (10.153)
1
p (ctgh(ﬁuB) - ﬁTB)
Wprowadzajac funkcje Langevina poprzez wzor
1
L(z) = ctgh(z) — = (10.154)
x
uzyskany wynik mozemy zapisa¢ w postaci
- N .
M = VuL(ﬁ,uB)z . (10.155)

Zbadajmy teraz przypadki graniczne
— granica niskotemperaturowa (BuB > 1). W tym przypadku

. 1
L(z) "R 1 - 2exp(—22) — — (10.156)
X
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czyli obserwujemy zjawisko nasycenia

N
M, — —u . (10.157)
v
Wynik ten jest fizycznie zrozumialy - w rozpatrywanej granicy energia ruchu termicznego jest
znacznie mniejsza niz energia oddzialywania z polem, wiec ruch termiczny nie jest w stanie
zniszczy¢ uporzadkowania wywotanego przez przylozone zewnetrzne pole magnetyczne.

— granica wysokotemperaturowa (BuB < 1). Poniewaz

K1 1 X
tghe '~ — + = 10.158
ctghx er 3 ( )
wiec
L(z) “S' g (10.159)
: 1IN
M=-"y2BB% . 10.1
3K B2 (10.160)

Dla paramagnetyka Langevina jest wiec spelione prawo Curie przewidujace odwrotna pro-
porcjonalno$é¢ miedzy podatnoscia magnetyczna i temperatura,.

10.6 Model klasyczny ciala stalego

Jako ostatnie zastosowanie klasycznej mechaniki statystycznej obliczymy w jej ramach cieplo wlasciwe
ciala stalego w przyblizeniu harmonicznym. W przyblizeniu tym hamiltonian ma postaé

N
Hy =) Hii , (10.161)
i=1
dzie
gdz »
Hii=o -+ (w327 +wy yf + w2z (10.162)

Kanoniczna suma statystyczna wynosi wiec

N
On = (HN(2m)3/2773 (kBT)3> . (10.163)

i=1 (W 1wy, 1wz i)
Obliczajac cieplo wlasciwe uzyskujemy wynik
Cy = 3k'BNA =3R . (10.164)

Zgodnie z modelem klasycznym cieplo wlasciwe kazdego ciata stalego jest wiec identyczne i réwne
3R. Prawo to nosi nazwe prawa Dulonga-Petita.



Rozdzial 11

Podstawy kwantowej mechaniki
statystyczne]

11.1 Wprowadzenie

Nasze dotychczasowe rozwazania dotyczyly ukltadéw opisywanych w ramach mechaniki klasycznej.
Wiadomo jednak, iz mechanika klasyczna posiada ograniczony zakres stosowalnosci. Spodziewamy
sie, ze np. w niskich temperaturach niezbedna moze sie okaza¢ analiza oparta na mechanice kwan-
towej. W tym rozdziale zajmieny sie wlasnie kwantowa mechanika statystyczna. W analogii do
mechaniki klasycznej, w celu rozwazania wladciwosci statystycznych danego uktadu wprowadzamy
pojecie kwantowego zespolu statystycznego. Rozrézniamy kwantowe zespoly statystyczne czyste i
mieszane.

Zespoltem statystycznym czystym nazywamy wielka liczbe kopii danego ukladu znajdujacych sie w
tym samym stanie kwantowym, tj. w stanie opisywanym przez te sama funkcje falowa ¥ (g, . .., qn, t),
gdzie N it oznaczaja odpowiednio liczbe czasteczek ukladu oraz czas.

Zgodnie z postulatami mechaniki kwantowej warto$¢ érednia zmiennej dynamicznej reprezentowane;j
przez hermitowski operator A w stanie ukladu opisywanym przez funkcje falowg ¥ wyraza sie

Wzorem 1

(A)w =(V[A[T) . (11.1)

W przestrzeni funkcji falowych opisujacych stany uktadu uktad wybieramy baze i oznaczymy ja
przez {¢, }. Wykorzystujac zupelnoéé bazy mozemy - dokonujac rozkladu jedynki 1 =3 |¢n){(@n]
- zapisaé

(Aw = <\I’ (Z | en )l %) Al ‘If> = (11.2)

DT on)(pn [ A1) = (on | A TN | @) = Tr(A | U)(¥ )

n n

Warto$¢ srednia wielkosci fizycznej w stanie kwantowym W jest wigc $ladem iloczynu operatora ja
reprezentujacego oraz operatora rzutowania na stan W

Py =| ONT| . (11.3)

1Bedziemy postugiwaé sie notacja Diraca.

143
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Posiada on nastepujace wladciwosci:
P2=Py , PL=Py , Tr(Py)=1 |, (11.4)
gdzie BT oznacza hermitowskie sprzezenie operatora B. Zwréémy uwage, iz zgodnie z wlasciwosciami

§ladu warto$é srednia jest niezalezna od wyboru bazy {¢,}.

Powyzsze uwagi dotyczyly czystego zespotu statystycznego, w ktérym srednia po zespole jest po
prostu S$rednia kwantowo-mechaniczna. W praktyce jednak spotykamy sie z konieczno$cia anal-
izowania $rednich wlasciwosci ukladéw kwantowych mogacych znajdowaé sie w réznych stanach
kwantowych. W tym celu wprowadzamy - analogicznie do przypadku klasycznej mechaniki statysty-
cznej - pojecie mieszanego zespotu statystycznego . Definiujemy go jako wielka liczbe kopii danego
ukladu, kazda sposréd ktérych moze znajdowaé sie w innym stanie kwantowym {U},er, gdzie T
oznacza zbior indekséw. Przyjmujemy ze funkcje opisujace poszczegélne stany kwantowe sa unor-
mowane a ich uklad jest zupelny.

W zespole mieszanym zadane sa prawdopodobieristwa znalezienia uktadu w stanach {¥},c;. Bedziemy
je oznaczaé pg,
> pa=1, (11.5)
«@

gdzie sumowanie odbywa sie po wszystkich dopuszczalnych wartosciach indeksu a (pod pojeciem
sumowania nalezy w przypadku ciaglego zakresu zmiennosci a rozumieé¢ catkowanie).

Zespot statystyczny czysty okreslony przez stan Wg jest szczegélnym przypadkiem zespotu statysty-
cznego mieszanego, dla ktérego p, = dq, -

Warto$é srednia wielkoéci fizycznej reprezentowanej przez operator A okre§lona jest przez wyrazenie
A) = Zpa<A>a = Zpa<\IIQ|A|\IIQ> = Zpa<a|A|a> . (11.6)
(03 (03 (03

Niech {¢n} stanowi baze ortonormalna utworzona przez zbiér funkeji wlasnych hamiltonianu.
Funkcje opisujace stany ukladu mozna rozitozyé w tej bazie

= Zcmm) , (11.7)

przy czym wspétczynniki ¢,y 53 liczbami zespolonymi, w ogélnosci zaleznymi od czasu.

Postugujac sie powyzszym roktadem mozna przeksztalci¢ wzor przedstawiajacy kwantowo-mechaniczna
wartosé drednia (a|Ala) :

{alAley = (anm m|> A (Z |n>ca,n> = (11.8)
cham mlAln)Co,n = chamcaﬂ mn (11.9)

m

gdzie
A = (m]An)y . (11.10)

Wzér (11.6) mozna wiec zapisa¢ w postaci

= Zpa<a|A\oz) = Zpll chz,mca,nAmn =
« a m n

Z Z Amn Zpacz,mca n

m n «

(11.11)
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Wprowadzamy oznaczenie
P =S PathmCam = 3 pal{mla))*(nla) =
> palnla)(alm) = (n|(Y_ pala)(al)im) = (11.12)
(n]'>" paPu,|m)
i oznaczamy wystepujacy w tym wzorze operator przez p

p=> paPu. (11.13)

Operator p posiada nastepujace wlasnosci :
pl=p (11.14)

Trp=1 , (11.15)

ktérych sprawdzenie przy wykorzystaniu (11.4) jest natychmiastowe. Ostatecznie wyrazenie na
wartos¢ srednia obserwabli mozemy zapisaé w postaci :

(4) = ZZanAmn = Zz<n|p|m><m|A\n> =
Sl (Z jm) <m|) Al = 3 (nlpAln) = Tr(pA)

n n

(11.16)

Obliczymy teraz pochodna wartosci $redniej operatora A po czasie. W oparciu o wzér (11.16)

uzyskujemy
d{A) d _ d B dp
pralen Tr(pA) = Tr <dt (pA)) =Tr <dt A) , (11.17)

gdyz operator A jest niezalezny od czasu. Z drugiej strony - wykorzystujac definicje operatora p
(wzér (11.13)) - uzyskujemy

d d

p Tr(pA) = p Tr ( g paP\paA> =
d dPy.
gt 2P T (PeA) =3 pe Tr( it A)

Zauwazmy teraz ze przy wykorzystaniu rownania Schrédingera wystepujaca po prawej stronie
pochodna mozemy zapisaé jako

(11.18)

APy,
dt

d
= %(|\Pa><qjo¢‘) =

1 1 1
—H U ) (V| — — |V ) (Vo |H = —(HPy, — Py _H
— HWa)(Val = — (Vo) (ValH = —(HPy, — Py, H)

7 -

(11.19)
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W oparciu o definicje komutatora mozemy napisaé

— Tr Zpa Tr ( (HPy, — P%H)A> =
- Pa TI‘(HP\I/aA — P\I/QHA) =
”iza: (11.20)
1
,—hTr(HpA —pHA) =
1
— ’IT H,plA) =T H, plA
- T([H, plA) = Tr(-[H, plA)
i popPoréwnaniu wzoréw (11.17) i (11.20) uzyskujemy
dp 1
Tr{ —A) =Tr | —][H,plA . 11.21
(a) =1 ([ fpla) (1121
Réwnanie to jest spetnione dla dowolnego operatora A i z tego powodu
dp 1
— =—[H 11.22
L (H, ) (11.22

Roéwnanie powyzsze nosi nazwe réwnania Liouville’a - von Neumanna. Jego rozwiazanie mozna

zapisa¢ w postaci
—i-H-t i H -t
p(t) = exp <Zﬁ> p(0) exp <Z ; > : (11.23)

gdzie p(0) okresla warunki poczatkowe.

W stanie réwnowagi wartosci $rednie nie zaleza od czasu

da(4)

=0 11.24
Yoo (11.24

co - po wykorzystaniu wzoru (11.17) oraz réwnania Liouville’a - von Neumanna - prowadzi do
réwnania
[H,p|=0 . (11.25)

Operatory H i p komutuja, oba sa hermitowskie a zatem posiadaja wspdlny uktad funkcji wiasnych.
Prowadzi to do wniosku, iz operator gestosci moze by¢ przedstawiony w postaci

p=> paP,, (11.26)

gdzie ¢, stanowia funkcje wlasne hamiltonianu H. Zwr6émy uwage, ze funkcje powyzsze musza
w zaleznosci od budowy uktadu posiada¢ odpowiednie wlasnoéci symetrii: w przypadku ukiadu
identycznych bozondéw musza by¢ symetryczne ze wzgledu na przestawienie dwdch czasteczek a w
przypadku identycznych ferminéw musza by¢ antysymetryczne. Zatem nie kazda funkcja wlasna
hamiltonianu jest dobrym kandydatem do reprezentowania stanu ukltadu; musi ona jeszcze posiadac
odpowiednie wlasciwosci symetrii.

11.2 Kwantowy zespol mikrokanoniczny

Podobnie jak w przypadku klasycznym rozwazamy zbior ukladéw, kazdy sposrdd ktérych znajduje
sie w tym samym stanie makroskopowym okreslonym przez catkowita energie, objetos¢ i liczbe
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czastek. Postulat réwnych prawdopodobienstw a priori, ktéry lezy u podstaw mechaniki statysty-
cznej okresla prawdopodobienstwo znalezienia uktadu w stanie ¢;

1 . . .
p; =  TEVNAR dla takich stanéw @;, ze F; € [E, E + AE] ’ (11.27)
0 dla takich stanéw ¢;, ze E; & [E, E + AE]
gdzie E; jest wartoséia wlasna odpowiadajaca funkcji wlasnej ¢; hamiltonianu H
Hlpi) = Eilpi) - (11.28)

Ze wzgledu na warunek ). p; = 1 mikrokanoniczna suma statystyczna Q(E,V, N, AFE) stanowi
liczbe standéw kwantowych ukladu o objetosci V, liczbie czastek N oraz energii zawartej w warstwie
[E; E+ AE].

Operator gestosci w tym przypadku wyraza sie wzorem

1
e — P 11.2
P~ Q(E,V,N,AE) > o (11.29)
k:E€[E;E+AE]

gdzie sumowanie rozciaga sie po stanach kwantowych o energiach nalezacych do warstwy E, E+AF.

Jak widzimy rozklad mikrokanoniczny jest mozliwy do zastosowania pod warunkiem znajomosci
rozwiazan zagadnienia wlasnego hamiltonianu.

Analogicznie jak w klasycznej fizyce statystycznej entropie definiujemy wzorem
S=—kpg(lnp) , (11.30)
gdzie symbol <> oznacza $rednia zdefiniowana we wzorze (11.16). Wykorzystujac ten wzdér mozemy

zapisaé
S=—kpTr(plnp) . (11.31)

W bazie diagonalizujacej p jedno z sumowan mozemy wykonaé dzieki proporcjonalnosci elementu
macierzowego pp, do delty Kroneckera 6y, , tzn. pnm = Ppndnm otrzymujac

§ = —kn S (nlplm) (m|In pln) = (11.32)

n,m

kS (nlpln){n] In pin) = —kp 3 pun 1 pun

Wykorzystujac posta¢ macierzy gestosci w rozkladzie mikrokanonicznym mozemy zapisaé
1
=0l 5 S R ) = (11.33)
k:E,€(E,E+AE)

co prowadzi do nastepujacego wzoru na entropie

S =—kp an Inp, . (11.34)

Na podstawie tego wzoru mozemy wywnioskiowaé, ze poniewaz

pn €[0;1] = Inp, €] — 0,0 , (11.35)
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to
S>>0 | (11.36)
przy czym réwnosc¢ jest uzyskiwana w przypadku, gdy p opisuje stan czysty.

Tak wiec w przypadku kwantowego zespolu mikrokanonicznego otrzymujemy

1
S = —kp ann lnpnn = —kpln =

g = ksnQ (11.37)

n

Jest to wzér analogiczny jak w przypadku klasycznym.

11.3 Kwantowy zespdtl kanoniczny

Podobnie jak w klasycznej mechanice statystycznej znacznie wygodniejszym w uzyciu od zespolu
mikrokanonicznego jest zesp6t kanoniczny. W zespole tym prawdopodobienistwo znalezienia uktadu
w stanie wlasnym |i) wyraza sie¢ wzorem

1
b= G (OB (11.38)
gdzie E; jest wartoscia wlasna odpowiadajaca funkcji wlasnej |i) =—p;)
H|i) = E;|i) . (11.39)

Wyrazenie na kwantowa kanoniczna sume statystyczna uzyskujemy z warunku normalizacji

szfl = Q(T,V,N) = Zexp —BE;) (11.40)

przy czym nalezy pamietaé, iz sumowanie nastepuje po wszystkich stanach wlasnych. Wykorzys-
tujac unormowanie funkcji falowych mozemy wzér ten zapisa¢ w postaci réwnowaznej

Q(T,V,N) Zexp —BE;) Z<i|exp(—ﬁH)|i>:Tr(exp(—ﬁH)) : (11.41)

Macierz gestoéci w tym przypadku wyraza sie jako

p= 2w = S pli)il = 3 g exe(—BE) i =

1 1 (11.42)
-_— —BH)|){i| = =———— —BH
ATV L PPN = gy exvl-6H)
Analogicznie jak w przypadku klasycznym mozna pokazaé, ze
F=—-kgThhQ(T,V,N) . (11.43)

Rozklad kanoniczny mozna - podobnie jak klasycznie - wyprowadzi¢ z rozktadu mikrokanonicznego
rozwazajac zespét uktadéw w kontakcie z termostatem. Hamiltonian opisujacy pely uklad (f{ ) jest
suma hamiltonianéw odpowiadajacych badanemu uktadowi (H) oraz termostatowi (7) (zaniedbu-
jemy oddzialywanie miedzy ukladem i termostatem)

H=H+H . (11.44)
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Dzieki powyzszemu wzorowi funkcja falowa pelnego ukladu separuje sie na cze$¢ odpowiadajaca
ukladowi oraz termostatowi

Tia=0iPy (11.45)

przy czym
Hep, = Eip; (11.46)
H', =E. o, . (11.47)

Energia calego uktadu jest réwna sumie energii ukladu i termostatu
Eio=FE;+E, (11.48)
Macierz gestosci uktadu :

p = ’I‘rtermostat P = Trtermostat(z pi,aP\Ili,u) =
Z ZZpZah a){(i,alfB) =
Zzzpza Bla){alB)i |—Zzpza|

ZZM iyl = pili)(il
[ o 7

(11.49)

gdzie

Pi=) Pia - (11.50)

Wykonanie w powyzszym wzorze sumowania po stanach termostatu prowadzi do wzoru

o 1 QE-E)
pi=) B (11.51)

[e%

ktéry po wykorzystaniu zwiazku Q(E) = exp(S(E)/kp) mozna przeksztalcié - podobnie jak w
przypadku klasycznym - do wyrazenia (11.38).

11.4 Kwantowy zespol wielki kanoniczny

W analogii do przypadku klasycznego rozwazamy zesp6t statystyczny uktadéw, ktérych stan makroskopowy
okreslony jest przez temperature, objetosé i potencjal chemiczny. Kazdy uklad nalezacy do zespotu
wielkiego kanonicznego pozostaje w kontakcie z termostatem oraz ze zbiornikiem czasteczek. Praw-
dopodobienistwo tego, ze uklad zespolu jest w stanie IN-czasteczkowym o energii Ey,; dane jest
wzorem

1
PN, = m exp(—B(En; — uN)) . (11.52)

Kwantowa wielka kanoniczna sume statystyczna Z(7T, V, u) wyznaczamy z warunku unormowania

SN ona= 1= E(T,V,p) = Z S exp(—B(En, — uN)) . (11.53)

N=0 1 N=0 1
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Mozna ja zapisa¢ w postaci réwnowaznej

E(T,V,u) =Y > (N, il exp(=B(En,i — pN))|N, i) =

N=0 1

S SN, il exp(—B(H — u))|N, i) = Te(exp(—BH — u)))

N=0 1

(11.54)

Korzystajac z definicji enteropii (11.30) mozna sprawdzié, ze - identycznie jak w przypadku klasy-
cznym -
T, V,p) = —kgTInE(T,V,u) . (11.55)

11.5 Trzecia zasada termodynamiki

Trzecia zasada termodynamiki w sformulowaniu Plancka glosi, Zze entropia ukladu zamknietego
posiada te sama warto$¢ Sy = 0 dla wszystkich stanéw scharakteryzowanych przez T' = 0. Matem-
atycznie mozemy to wyrazi¢ jako

7111310 S(T,Q)=0 |, (11.56)

gdzie () oznacza dodatkowy parametr (parametry) stuzace do okreslenia stanu uktadu. Poniewaz
trzecia zasada termodynamiki dotyczy wtasciwosci uktadéw w niskich temperaturach to wiaze sie
ona z kwantowa natura tych uktadéw.

Rozwazmy N - czasteczkowy uklad znajdujacy sie w niskiej, lecz réznej od zera temperaturze.
Zalézmy, ze widmo energii jest scharakteryzowane przez poziom podstawowy Ey = 0 o degeneracji
go oraz pierwszy poziom wzbudzony o energii F; = A > 0 o degeneracji g;. Kanoniczna suma
statystyczna wyraza sie wiec wzorem

Q=Y exp(—BE;) = go + g1 exp(—BA) (11.57)

gdzie - w granicy niskich temperatur - pomineliémy wktady od stanéw, ktérym odpowiadaja energie
wyzsze od A. Prowadzi to do nastepujacego wzoru na energie swobodna Helmholtza

F=—kpTlhQ ~ —kpgTn(go + g1 exp(—BA)) (11.58)

oraz na entropie w niskich temperaturach

oF
5=- (aT)V,N =

A
A EXP\ " %eT A
]CBlIl <go+91 exp (”>) +l€BT ( Z >A gl]{,‘ T ~
B go + grexp —m) B (11.59)
oo (mor) o (= oo (r) ) o ()
kp|Ingo+ —exp | — + = 1—=—exp|— exp | — o~
B( 9 90 p( kT 9o kT 90 P\ ks P\ kT
g1 A A
1 = — 14+ —
k (ng0+90 exp( k‘BT>< +7€BT)> ’
skad otrzymujemy
lim S(T) =kplngy . (11.60)
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Wartosé entropii w temperaturze zera bezwzglednego jest proporcjonalna do logarytmu degeneracji
poziomu podstawowego. Zauwazmy, ze gdy poziom podstawowy jest niezdegenerowany (go = 1) to

S(T=0)=0 |, (11.61)

czyli otrzymujemy uzasadnienie postulatu Plancka.

Powyzsza dyskusja wtasciwosci entropii w przypadku gdy T = 0, cho¢ formalnie poprawna, nie
uwzglednia pewnych istotnych aspektéw zachowania sie ukladu termodynamicznego w granicy nis-
kich temperatur. Odwotuje sie ona do wlasciwosci uktadu dokladnie w T' = 0 a nalezy pamietaé, ze
trzecia zasada zostata sformulowana w oparciu o obserwacje doswiadczalne a te dotycza wlasciwosci
ukladéw w niskich ale niezerowych temperaturach. W szczegélnosci dyskusja trzeciej zasady powinna
jako$ uwzglednia¢ fakt, ze badane uklady makroskopowe moga przebywaé¢ w ogromnej liczbie
stanéow mikroskopowych zgodnych z zadanym stanem makroskopowym. Jako prostego modelu
wskazujacego na znaczenie tego rodzaju uwag mozna uzyé ukladu skladajacego sie z N = 109
wzajemnie nie oddzialujacych i rozréznialnych czateczek, kazda sposréd ktérych moze przebywad
w jednym z dwdéch niezdegenerowanych stanéw odpowiednio o energiach 0 oraz A > 0. Parametr
A wyznaczy naturalng skale energii. Obliczenie kanonicznej sumy statystycznej Q(T,N) = [1 +
exp(—A/kpT)]"N prowadzi do nastepujacego wzoru na bezwymiarowa entropie na jedna czasteczke

A/JksT

S(T,N)/Nkp = [l + exp(=A/kpT)] + 5 T+ oxp(AJkpT)

(11.62)

Okreslona powyzszym wzorem entropia zmienia si¢ monotonicznie w funkcji bezwymiarowej tem-
peratury kT /A w granicach od In2 ~ 0.69 dla kgT/A = co do 0 dla kgT/A = 0. Np. dla
kgT/A = 0.05 warto$é entropii wynosi 4 x 1078 co jest wartodcia zaniedbywalna w poréwnaniu
z jej maksymalnag wartoscia i mozna by wobec tego sadzi¢, ze w tej temperaturze uklad prakty-
cznie znajduje sie w stanie podstawowym. To przypuszczenie mozemy zweryfikowaé obliczajac dla
wybranej temperatury kT /A = 0.05 prawdopodobienistwo tego, iz uklad znajduje sie w stanie
podstawowym. Wynosi ono py = [1+exp(—A/kgT)]™ VN ~ 10~10" = 0. Tak wiec mimo, iz w danej
temperaturze uklad nie znajduje sie w stanie podstawowym to jego entropia jest praktycznie réwna
zeru.

Przy okazji zwréémy uwage, ze trzecia zasada termodynamiki - podobnie jak pozostale - jest
sformulowana calkiem ogolnie i nie odwoluje sie do zadnych specyficznych wlasciwosci konkret-
nego uktadu. Dlatego rozwazana jest granica 7' = 0 a nie - jak by to moglo by¢ dla badanego
modelu - przypadek kpT/A < 1.
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Rozdzial 12

Zastosowania kwantowej mechaniki
statystyczne]

12.1 Kwantowe gazy doskonale - wprowadzenie

Najprostszym modelem rozwazanym w ramach kwantowej mechaniki statystycznej jest - podob-
nie jak w przypadku klasycznym - gaz doskonaty. Operator Hamiltona ukladu N identycznych,
jednoatomowych czasteczek gazu doskonalego ma postac

P
H=Y" el (12.1)
i=1

gdzie ﬁ; oznacza operator pedu i-tej czasteczki. Zauwazmy, ze w ogdlnosci czastki sa obdarzone
spinem. Jednak energia kinetyczna nie zalezy od spinéw czasteczek; wspdirzedne spinowe w hamil-
tonianie wchodza jedynie do wyrazéw zwi’azanych z energia potencjalna, ktére nie wystepuja w
przypadku gazow doskonatych.

Hamiltonian powyzszy jest suma hamiltonianéw jednoczasteczkowych i funkcja falowa calego uktadu
moze by¢ wyrazona jako odpowiednio zsymetryzowany iloczyn jednoczastkowych funkcji falowych.
Jednoczastkowa funkcja falowa jest w pelni scharakteryzowana poprzez podanie wartosci wlasnej
operatora pedu p oraz rzutu spinu na wybrang os, np. s,. W dalszej czesci rozdzialu stany jed-
noczasteczkowe bedziemy oznaczaé symbolicznie indeksem k&

k=(ps.) . (12.2)

Stan ukladu N nieoddzialujacych czasteczek moze byé¢ okreslony w sposéb jednoznaczny poprzez
podanie liczb {n;} okreslajacych obsadzenia poszczegdlnych stanéw jednoczastkowych k. Calkowita
energia uktadu F i liczba czasteczek N wyrazaja sie w nastepujacy sposéb poprzez {ny}

E=> me (12.3)
k

N=> m , (12.4)
k

gdzie sumowanie jest przeprowadzane po stanach jednoczasteczkowych i €, oznacza energie k-tego
stanu.

153
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Dopuszczalne wartosci ny sa zalezne od rodzaju czasteczek tworzacych rozpatrywany gaz doskonaty.
Wszystkie wystepujace w przyrodzie uklady identycznych czasteczek mozemy podzieli¢ na dwie

grupy:

— uklady czasteczek o spinie catkowitym (calkowita krotnos$é h). Uklady takie sa opisywane
funkcja symetryczna wzgledem przestawienia wspdtrzednych dowolnej pary czasteczek. Czasteczki
takie nazywamy bozonami, a statystyke je opisujaca statystyka Bosego-Einsteina. W przy-
padku bozonéw liczba obsadzen stanu jednoczasteczkowego moze by¢ dowolna

ni €{0,1,2,...} (12.5)

— uklady czasteczek o spinie poléwkowym (nieparzystej krotnosci 7) Uklady takie sa opisywane
funkcja antysymetryczna wzgledem przestawienia wspoélrzednych dowolnej pary czasteczek.
Czasteczki takie nazywamy fermionami, a statystyke je opisujaca statystyka Fermiego-Diraca.
Wobec zakazu Pauliego dla fermionéw dozwolone jest wylacznie jednokrotne obsadzenie danego
stanu jednoczasteczkowego tzn.

n, =€ {0,1} . (12.6)

Wyprowadzimy teraz postaé tzw. rozkladéw Fermiego-Diraca i Bosego- Einsteina. Sa to wzory
okreslajace $rednia liczbe czasteczek (n,) obsadzajacych okreslony stan jednoczateczkowy r w
zadanych warunkach makroskopowych. Usrednienie zostanie przeprowadzone w ramach wielkiego
zespotu kanonicznego. Wielka kanoniczna sume statystyczna Z(T, V, u) przepiszemy wykorzystujac
wzory (12.3) oraz (12.4) oraz stosujac oznaczenie aktywnosci z = exp(Bu). W ten sposéb otrzy-

mamy
EATED ) DL RO WD ST CH o ) B
N=0 i N=0 {n} k
Zk nk:N
2 2 Heewoan =3 3 . JJEew-sa)™ = [ JQ_(zexw(-pa))™)
N=0 {n} k ny no k  ng
En ’I’Lk:N
(12.7)
Uwzgledniajac dopuszczalne zakresy zmiennosci ny uzyskujemy
STV, 1) = [1.(1 — 2z - exp(—Be;))~t  dla statystyk? B.-E. (12.8)
[1.(1+ zexp(—PBex)) dla statystyki F.-D.
i stad logarytm naturalny wielkiej kanonicznej sumy statystycznej wynosi odpowiednio
— In(1 —z- — dla B.E.
WE(T, V) = | k2 ep(=ie)  dia (12.9)
+ > . In(1+4 2z -exp(—fex)) dla F.D.
Zwéémy uwage, ze uzyskane powyzej wzory dla bozonéw maja sens gdy
exp(B(p—er)) <1 (12.10)

czyli
w<e€p . (12.11)
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Poniewaz nieréwnos$é¢ powyzsza musi by¢ speliona dla wszystkich stanéw, w tym dla stanu pod-
stawowego o energii 0 wiec
pn<0 . (12.12)

Potencjatl chemiczny doskonatego gazu bozondéw jest ujemny. Przy okazji zwré¢my uwage, ze po-
tencjal chemiczny doskonatego gazu fermionéw moze przyjmowaé dowolne wartosci.
Srednia liczba czasteczek uktadu w zadanym stanie makroskopowym okreslonym przez T, V, u

S (exp(Bler — p)) —1)7  dla B-E.

_ YN NZVQTLVIN) 9
>k (exp(B(ex — 1)) + 1)""  dlaF.-D.

(N) S NQ(TLV,N) =25 InE(T,V,p) = {

(12.13)
Podobnie mozna obliczy¢ srednia liczbe czasteczek w stanie jednoczasteczkowym r
() = 1 izN Z n exp(—ﬁanek):—lilnE (12.14)
' = N=0 {ne} ' k B Oe, ’ .

Zk‘ nk:N
skad wynikaja nastepujace wzory na srednie liczby obsadzen

[ (exp(B(er —p)) —1)7"  dla B.-E.
() = {(exp(ﬁ(eT —u)+1)7" dlaF-D. (12.15)

Obecnie rozwazymy granice duzej objetosci ukladu, w ktérej sumowanie po stanach jednoczasteczkowych

we wzorach
Ny =Y (1216)
k

(E) = ex{nk) (12.17)

k
zostaje zastapione przez catkowanie po pedach i sumowanie po stanach spinowych.

Rozwazmy dla uproszczenia gaz zamkniety w prostopadloéciennym pudle o krawedziach majacych
odpowiednio diugosci L,, Ly, L,. W przypadku periodycznych warunkéw brzegowych wartosci
wlasne operatora pedu wyrazaja sie wzorem

Ng Ny Ny

= (Na My Ne 12.1
p h<LI’Ly7Lz> b ( 8)

gdzie ng, ny, n, sa liczbami catkowitymi. Zauwazmy, ze w granicy duzych objetoéci widmo p'staje
sie ciagte. Wowczas

1 1 1 1 B
LmLyLZZ:LILyLZZZZ—’hg/dpvc/dpy/dpz=h3 dp (12.19)
13 Pz Py Pz
albo

p s2=—5 S=—35

1 1 u 1 < .
V%::VZ > - > /dp . (12.20)

Jedli funkcja podcatkowa w powyzszym wzorze jest niezalezna od zmiennej spinowej to mozna po
tej zmiennej wysumowaé uzyskujac

1 g |
LD ﬁ/dp , (12.21)
k
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gdzie czynnik g = 2s + 1 okresla w tym przypadku degeneracje spinowa poziomu energii.

W sytuacji, gdy funkcja podcalkowa nie zalezy od orientacji wektora pedu (zalezy wyltacznie od
dlugosci tego wektora) uzyskujemy

=N = =L [ dpp? (12.22)

lub po zamianie zmiennej calkowania p? = 2me
1 2m\ ¥/?
- > —2mg (/ﬂ) /deel/2 . (12.23)
k

Wielkoéé Y(e) = 2mg (2}7’?)3/ /2 ktéra okredla liczbe stanéw jednoczastkowych przypadajacych
(na jednostke objetosci w granicy duzych objetosci) na jednostkowy przedzial energii zwana jest
gestoscia stanéw. Tak wiec

%Z . /T(e)de . (12.24)
k

Srednia liczbe czasteczek o pedach zawartych w infinitezymalnym przedziale miedzy p a p' + dp
mozna wyrazi¢ wzorem

1 1
dN,

7= 30 di . (12.25)

1
v exp(fBez)z~1 F 1 P

7 kolei srednia liczbe czasteczek o bezwzglednej wartosci pedu pomiedzy p a p + dp mozna dzieki
powyzszym wzorom zapisa¢ w nastepujacy sposéb

2
PN = 5 e SES (12.26)
Wzor ten jest odpowiednikiem rozkladu Maxwella w klasycznej mechanice statystycznej
1 Arg 3 o
Vde,M = ?n)\ p~ exp(—Pep)dp . (12.27)
Zauwazmy, ze w przypadku gdy exp(fu) < 1
! ~ exp(B1) exp(— ) (12.28)

exp(B(ep — 1)) F1

i utozsamiajac exp(Bu) z nA\3 uzyskujemy ze wzoru kwantowego wzér klasyczny. Zwréémy uwage,
ze w granicy exp(fu) < 1 otrzymujemy rzeczywiscie - dla gazu posiadajacego wylacznie postepowe
stopnie swobody -

N = Z(nk> = Zexp(ﬁ,u) exp(—Qex) =
k v b . (12.29)
exp(B10) 5 [ exp(~Bey 5 = exp(Bh) 15

i stad otrzymujemy

exp(Bp) = N3= = Xn | (12.30)



12.1. KWANTOWE GAZY DOSKONALE - WPROWADZENIE 157

czyli w granicy nA? < 1 wyniki uzyskane w ramach teorii kwantowej powinny przechodzi¢ w swoje
klasyczne odpowiedniki. Rzeczywiécie, warunek nA? < 1 oznacza, ze - érednio rzecz biorac - nie
nastepuje przekrywanie sie paczek falowych (NA? < V) poszczegdlnych czasteczek i wobec tego
mozna je traktowaé klasycznie.

Wzér (12.30) pokazuje, ze potencjal chemiczny klasycznego gazu doskonalego jest ujemny. Pojawia
sie pytanie, czy informacje o znaku potencjatlu chemicznego doskonatego gazu fermionéw lub bo-
zondéw otrzymane na podstawie analizy sredniej liczby obsadzen mozna uzupehié¢ w obszarze niskich
temperatur o pewne dodatkowe elementy. Twierdzaca odpowiedz na to pytanie przynosi analiza
termodynamicznej definicji (3.20) potencjatu chemicznego. Wrécimy do niej w podrozdziatach 11.3
(fermiony) oraz 11.4 (bozony). W przypadku klasycznego gazu doskonalego definicja ta wskazuje
na ujemnos¢ potencjatu chemicznego. Rzeczywiscie, dodanie do ukladu czastki o dodatniej energii
zwieksza liczbe mikrostanéw dostepnych dla uktadu i wobe tego powoduje zwiekszenie jego entropii.
Aby tego uniknaé i - tak jak tego chce termodynamiczna definicja potencjatu chemicznego (3.20)
nie zmienia¢ entropii uktadu w trakcie dodawania czastki - nalezy jednocze$nie zmniejszy¢ energie
uktadu, tj. AU < 0. Oznacza to, ze p < 0.

Wyprowadzimy teraz rownania stanu gazow doskonalych bozonéw oraz fermionéw w granicy duzej
objetosci ukladu. W tym celu wraz ze wzorami na $rednia liczbe czasteczek oraz energie ukladu,
ktorego stan makroskopowy jest okredlony przez T, V, u

4mgV /°° v’ 28mgVm’3 / > &
N = dp = de 12.31
B o owBle - @) F1 B Jy ew(Be—mTl (1231)
e 235 mgVm? /°° e
U :/ edN, = de 12.32
: W Jo e (12:32)
rozwazymy wyrazenie na potencjal wielki kanoniczny 2 = —kpTIn= = —pV
Z%ngm%

v =52 /O e In(1 F exp(—f(e — p)))de =

g 2%71'ng% © €%(ZFeXp(—5(€—M))) — 12.33
3 h3 /0 1F exp(—B(e — ) 8 R

2 25mgVmit [ e
=3 3 de
3 h o exp(Ble—p)F1

Poréwnujac ze wzorem na energie wewnetrzna uzyskujemy

2
pV=3U (12.34)

czyli zwiazek energii wewnetrznej z cisnieniem i objetoscia jest taki sam jak w przypadku klasy-
cznego gazu doskonalego.

Aby wyprowadzi¢ wzér okreslajacy cisnienie gazu doskonalego bozonow i fermionéw w funkcji ich
gestodci 1 temperatury musimy znalezé jawng postaé catki wystepujacej we wzorze (12.31)

- /0 B~ F1 (12.35)

po to, by wyznaczy¢ stad aktywnosé z w funkcji gestosci n i temperatury T a nastepnie wstawié ja
do wyrazenia na ci$nienie we wzorze (12.33). Po dokonaniu zamiany zmiennych

1 *° T3
= ——+ —_d 12.36
33/2 /0 Zcxp(x) Fz v ( )
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mozemy w interesujacej nas granicy z < 1 rozwina¢ wyrazenie podcatkowe w szereg wzgledem
poteg z. Uzyskujemy w ten sposéb - z dokladnoscia do wyrazéw kwadratowych w z -

~ z * 1/2 _ > 1/2 _ _ § —3/2 §
I 77 (/0 % exp( x)dxiz/o /% exp( 2x)da:> z(F(2)izs F(2

(12.37)
Po podstawieniu wyrazenia do wzoru na N uzyskujemy
3 g2*

nA® =gz £ 32 (12.38)

W oparciu o ten wzér wyznaczymy posta¢ aktywnosci w funkeji n i 7. Zakladamy, ze z doktadnoscia
do wyrazow kwadratowych w n

/\3
z= n? +an®*4+0(n3) (12.39)

gdzie wspélezynnik « nalezy wyznaczy¢. Po podstawieniu do wzoru (12.38) uzyskujemy

- o) (12.40)

o= Fpng

co daje nastepujaca postaé¢ rozwiniecia wirialnego aktywnosci

ni3 n2\6

3

Zz =

Analogicznego rozwiniecia jak w (12.37) dokonamy w calce okreslajacej cisnienie we wzorze (12.33)

3 3
e €2 1 o T2
I= de = dr =
/0 exp(Be)z TF1 ﬁ5/2z/o exp(a) F 2
z

= (/:o z3 exp(—z)dx + z /000 z3 exp(—2z)dz + 0(22)> = (12.42)

5
2

5%F <;) (1 + 2% + 0(22))

Podstawiajac posta¢ aktywnosci (12.39) uzyskujemy nastepujacy wzoér na cisnienie

A3 1
p=nkpT (1 T ”92) +0(n%) (12.43)

2

gdzie gérny znak odnosi sie do bozonéw a dolny do fermionéw. Oznacza to ze w granicy nA3 < 1,
w tych samych warunkach makroskopowych okreslonych przez temperature i gestosé cisnienie gazu
fermionéw jest wieksze od cisnienia klasycznego gazu doskonalego za$ ci$nienie gazu bozondéw jest
od niego mniejsze. Efekt ten jest konsekwencja statystyk kwantowych, w szczegdlnosci zakazu
Pauliego.

12.2 Promieniowanie ciala doskonale czarnego

Pod pojeciem ciata doskonale czarnego rozumiemy cialo, ktérego wspodlczynnik absorpcji jest réwny
jednosci dla kazdej dtugosci fali. Jako model takiego ciala bedziemy traktowaé wneke o $ciankach
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majacych maksymalnie duzy wspétczynnik absorpcji oraz posiadajaca znikomo maly w stosunku
do jej wielkosci otwor, ktory umozliwia obserwacje promieniowania wypelniajacego wneke. Scianki
wneki, pozostajace w temperaturze T, pochlaniaja padajace promieniowanie elektromagnetyczne,
jak réwniez je emituja. Promieniowanie wypelniajace wneke moze byé¢ traktowane jako gaz fo-
tonow. Ze wzgledu na liniowos¢ rownan elektrodynamiki przy dodatkowym zalozeniu o stabym
oddziatywaniu ze $ciankami wneki (jest ono jednak niezbedne do zapewnienia stanu réwnowagi)
mozemy przyjac, iz jest to gaz doskonaly. Na skutek tego oddzialywania (absorpcji i emisji) liczba
czastek gazu jest zmienna - musimy znalez¢ stan réwnowagi przy ustalonych temperaturze T i
objetosci V. Wynika stad zadanie minimalizacji F' przy ustalonych 71 V

oF
(aw)w —0=pu=0 | (12.44)

a zatem potencjal chemiczny gazu fotonéw wynosi zero. Jest to najwieksza warto$¢ jaka moze
przyja¢ potencjatl chemiczny doskonalego gazu bozonéw. Pamietajac, ze dowolna liczba fotonéw
moze obsadzaé¢ stan jednoczasteczkowy [ = (E, «), gdzie k oznacza wektor falowy, za$ a - kierunek
polaryzacji, dochodzimy do wniosku, ze $rednia liczba fotonéw w danym stanie [ dana jest wzorem

Bosego-Einsteina
1

" S 1

gdzie zgodnie z warunkiem (12.44) potencjal chemiczny polozyliSmy réwny zeru. Uwzgledniajac
wzér na energie fotonu ¢; = hw; uzyskujemy tzw. rozktad Plancka

1
exp(Bhur)) — 1

Wzoér na srednia liczbe fotonéw we wnece otrzymujemy wysumowujac po wszystkich mozliwych

stanach jednoczastkowych
S He) = flep) =23 fe) (12.47)
! PR E

gdzie w przypadku f(¢;) =< n; > wykorzystaliémy fakt, iz energia fotonu nie zalezy od polaryzacji.
Dla duzego ukladu sumowanie mozna zastapi¢ catkowaniem otrzymujac

Zf(@:z%/f(e,;)d% : (12.48)
l

(12.45)

<ny >= (12.46)

Poniewaz energia zalezy jedynie od modutu wektora falowego ¢; = hv; = ek to po wycalkowaniu po
katach uzyskujemy

% \%
2——4 hick)k*dk = — hek)k*dk . 12.49
i [ pkian = = [ ek (12.49)
Wprowadzajac czesto$¢ jako zmienna calkowania otrzymujemy wzor na srednia ilos¢ fotonow w
przedziale czestosci w do w + dw
dN, 'V w?
dw 723 exp(Bhw) — 1

Catkowita liczbe fotonéw uzyskamy catkujac powyzszy wzor po wszystkich mozliwych wartosciach
czestosci

(12.50)

Vo[ w?dw _
n2c3 o exp(fw) —1

V(ksT)? [ a2  V(kpT)? . V(kpT)?
w23 /0 exp d CEITE) ~ 2,4 w23

N =
(12.51)

(z) -1 YT TRSR
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gdzie postuzyliémy sie funkeja dzeta Riemanna ((z) =Y ;- k=%, 2 > 0.

Mnozac dN, we wzorze (12.50) przez energie fotonu o czestosci w uzyskujemy wzér Plancka
okreslajacy widmowa gestosé¢ energii, tzn. ilo$¢ energii gazu fotonéw przypadajaca na przedzial
czestosci dw

d&, Vh w3

— = . 12.52
dw w23 exp(fiw) — 1 (12.52)

Wyznaczymy potozenie maksimum gestosci widmowej. Warunek na ekstremum ma postac

B ( Vh w3 )’ B
A\ m2Bexp(fw) —1/) (12.53)
Vh 3w?(exp(Bhw) — 1) — Bhw exp(Bhw)
m2c3 (exp(Bhw) — 1)2

Dwa rozwiazania w = 0 i w = oo odpowiadaja polozeniom miniméw. Pierwsza pochodna zmienia
znak w punkcie w4 spelniajacym warunek

3(exp(flwmaz) — 1) — Bwvmaz exp(Bwmaz) = 0 (12.54)
3 — Bhwmas = 3exp(—fiw)

Rozwiazaniem powyzszego réwnania jest

kgT
Wnaz = 2,821 - 5 (12.55)
co oznacza ze czesto$é promieniowania odpowiadajacego maksimum gestosci widmowej energii rosnie
liniowo z temperatura. Prawidlowosé ta nosi nazwe prawa przesunie¢ Wiena.

Wzér (12.52) opisuje miedzy innymi widmo promieniowania reliktowego, ktére dociera do Ziemi ze
wszystkich kierunkéw i zostalo po raz pierwszy zaobserwowane przez Penziasa i Wilsona w roku
1965. Jest ono interpretowane jako pozostatosé¢ po Wielkim Wybuchu. Temperatura odpowiadajaca
maksimum tego rozkladu wynosi 2.7 K, a dtugos¢ fali wynosi 1.9 mm.

Rozpatrzymy dwa wazne przypadki graniczne rozktadu Plancka

— flw < 1 - jest to tzw. przypadek matych czestosci. W tym przypadku wystepujaca w liczniku
funkcje eksponencjalng mozemy rozwinaé w szereg Maclaurina z dokladnoscia do wyrazow
liniowych. Uzyskany wzor

d&, Vuw?

dw  w2c3
ktory nosi nazwe wzoru Rayleigha-Jeansa. Odpowiada on statystyce klasycznej tj. sytuacji
gdy na kazdy oscylacyjny stopienn swobody przypada energia kgT. Widzimy, ze w granicy
w — 00 (tzn. tam gdzie wzér powyzszy sie nie stosuje) widmowa gesto$é energii opisywana
wzorem Rayleigha-Jeansa staje sie rozbiezna. Efekt ten nosi nazwe katastrofy w nadfiolecie.

ksT (12.56)

— Bl > 1 - jest to tzw. przypadek duzych czestosci. W tym przypadku mozemy zaniedbaé
jedynke wystepujaca w mianowniku uzyskujac tzw. wzor Wiena

%o _ Lﬁw?’ exp (_hu) . (12.57)
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Wyznaczymy obecnie rézne wielkosci termodynamiczne dla gazu fotonéw. W tym celu musimy
znalez¢ postaé wielkiego potencjalu kanonicznego.

Q= % Zln(l —exp(—fhw;)) . (12.58)

Zamieniamy sume po i na catke analogicznie jak przy wyprowadzaniu wzoru na widmowa gestosé
energii, po czym zamieniamy zmienna catkowania x = hv i calkujemy przez czesci

1V _4r [
v /OO w?In(1 — exp(—fBhw))dw =
pr2cd Jo P a
o o 3 (12.59)
L/ 2?1In(1 — exp(—x))dx = 4 / i dx =
T23REY Jo P C 3m23Rpt ), exp(w)—1 7
v v 67 40
S L () N () [ ———————
3%20375364(( )r(4) 2n2c3R 54 90 3¢ ’
gdzie zostala wprowadzona stala o
w2k}, w
= = 21078 12.
0= 0B 5,67-10 e (12.60)

zwana stalg Stefana-Boltzmanna. Ze wzgledu na znikanie potencjatu chemicznego potencjat wielki
kanoniczny {2 jest tozsamy z energia swobodna Helmholtza F

4
F= —§5VT4 . (12.61)
C

W ten sposéb uzyskaliSmy zwiazek podstawowy dla gazu fotondéw pozwalajacy nam wyznaczyé
zadane wielkosci termodynamiczne. W szczegdlnodci

- S=—(5F)lv = IV

- U=F+T-5= 4%VT4. Zaleznos¢ energii wewnetrznej gazu fotonéw od czwartej potegi
temperatury nosi nazwe prawa Boltzmanna;

- Ov = (§7)v = 165VT?

—p=—(%)r =227* = L ¥ Widzimy, ze w przypadku gazu (bezmasowych) fotonéw zwiazek
iloczynu pV z energia wewnetrzna jest podobny jak dla czasteczek masowych; réznica we

wspolczynnikach wystepujacych w tych wzorach (odpowiednio i i 2) odzwierciedla rézne

3

3
zaleznodci energii czasteczek od jej pedu (odpowiednio € ~ p i e ~ p?).

12.3 Cieplo wlasciwe cial stalych

Rozwazmy uklad N atoméw (jonéw) tworzaca pewna tréjwymiarows strukture przestrzenna. W
praktyce pod tym pojeciem bedziemy rozumieli sie¢ krystaliczna, cho¢ przedstawiony formalizm
moze by¢ réwniez uzyty np. do szkliw.

Uktad taki ma 3N stopni swobody, w tym trzy stopnie swobody ruchu translacyjnego struktury jako
calosci oraz trzy stopnie swobody ruchu obrotowego sturktury jako calosci. Pozostate 3N — 6 stopni
swobody jest zwigzanych z drganiami atoméw tworzacych strukture przestrzenna. Zauwazmy, ze
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pierwsze szes¢ stopni swobody mozemy traktowaé jako odpowiadajace pewnym specyficznym rodza-
jom drgan o czestosci réwnej zeru. Niezaleznie od tego zauwazmy, ze jesli N jest dostatecznie duze
to 3N — 6 = 3N.

Zalézmy teraz, ze warunki termodynamiczne sa tak dobrane by ruch atoméw mozna byto modelowaé
jako male drgania wokdt ustalonego potozenia réwnowagi. Wowczas hamiltonian majacy ogoélna
postaé

2
b; 122 o o
H = i 2M+§ i . @(ri,rj) (1262)
moze by¢ zapisany w postaci
0, 3
_ p*(R) 1 T B\ B _ B\ B!
H= Eﬁ oM + 5 Ri/ EE @ (R)D(R - RHYU(R") , (12.63)

gdzie sumowanie po RiR jest przeprowadzane po polozeniach réwnowagi poszczegélnych atomédw,
zas u(}_‘f) oznacza wychylenie z polozenia réwnowagi zlokalizowanego w R. Struktura hamiltoni-
anu pozwala twierdzié¢, ze réwnowaznie mozna rozwazaé uktad 3N jednowymiarowych kwantowych
oscylatoréw harmonicznych o czestosciach wlasnych odpowiednio {w;}?Y, - odpowiadajacych dr-
ganiom wilasnym ukladu. W sytuacji, gdy rozwazamy sie¢ krystaliczna, czestosci wlasne mozemy
numerowaé¢ w alternatywny sposéb. Niech baza (komérka elementarna) sieci Bravaisa tworzacej
krysztal zawiera r atoméw, a N’ oznacza liczbe komorek elementarnych tworzacych rozpatrywany
krysztal. Oczywiscie zachodzi zwiazek rN' = N. Wéwczas mozemy stosowaé notacje w (k), gdzie
k oznacza wektor falowy danego drgania whasnego, za$ j € 1; 3r okresla gataZ drgani. Z kursu fizyki
ciala stalego wiemy, ze sposrod 3r galezi

— trzy galezie odpowiadaja drganiom akustycznym - charakteryzujacym sie czestosciami dazacymi
liniowo do zera w granicy dtugofalowej,

— 3(r—1) galezi odpowiada drganiom optycznym - charakteryzujacym sie czastosciami dazacymi
do pewenej niezerowej stalej w granicy dlugofalowej.

Dzieki przeksztalceniu sieci krystalicznej w uklad niezaleznych oscylatoréw harmonicznych energie
rozwazanego ukladu mozemy zapisa¢ jako

3N
E({ni}) =) hw; <n + ;) : (12.64)
=1

gdzie n; oznacza stopniert wzbudzenia oscylatora (drgania wlasnego) o czestosci wlasnej w;. Kwant
energii fali sprezystej nosi nazwe fononu. Ta sama nazwa okreslamy kwaziczastke, ktora dzieki
dualizmowi korpuskularno-falowemu mozemy zastapi¢ drgania sieci krystalicznej. Fale sprezysta o
energii hw; (nl + %) mozemy traktowa¢ jak uktad n; fononéw o energii hw;. Zauwazmy, ze nawet
pod nieobecnosé¢ fononéw mamy pewna energie (,energie prézni”). Zagadnienie wyznaczenia ciepla
wladciwego ciala stalego w przyblizeniu harmonicznym jest wiec réwnowazne z wyznaczaniem ciepta
wlasciwego gazu doskonalego fonondéw.

Wyznaczmy energie wewnetrzna gazu fononéow

U=(F)= <§ <m + ;) hwl> = % <<nl> + ;) hw; . (12.65)

=1 =1

Jak przed chwila zauwazyliémy w ukladzie moze wystepowaé wiele fononéw o tej samej czestosci,
wiec fonony sa przyktadem bozondéw i w powyzszym wzorze musimy podstawié¢ (n;) odpowiadajace
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statystyce Bosego-Einsteina. Przeprowadzajac analize podobna do poprzedzajacej wzér (12.44)
stwierdzamy, ze potencjat chemiczny gazu fonondéw jest réwny zeru i w konsekwencji

= thwZ—i-ZeXp ﬁi’w . (12.66)

=1

Intersuje nas wyznaczenie ciepta wtasciwego przy stalej objetosci

_ Na (OU 2 exp ﬂhw)
v =" <3T>V,N NZ o 6hw ST (12.67)

Dalsze rachunki wymagaja znajomosci w;, czyli tzw. widma fononowego. W zaleznosci od przyjetej
jego postaci uzyskujemy rézne modele ciala stalego. Przytoczmy tu dwa najpowszechniejsze:

— model Einsteina. W modelu tym zakladamy, ze wszystkie czestosci fononowe sa sobie réwne,
tzn.

Viw; = wp (12.68)

gdzie wg nosi nazwe czestosci Einsteina. Zalozenie to dobrze odpowiada fononom z gatezi
optycznej. Przy takim zalozeniu

oy = 3p0wr)” exp(fhor) (12.69)
Y (exp(Bhwp) — 1)? '
Definiujac funkcje
x2e®
fe(z) = (CESE (12.70)
cieplo wlasciwe mozemy zapisaé jako
O
Cy = 3RfE(ﬂhwE) = 3RfE T s (12.71)
gdzie O zdefiniowane wzorem
hw
Op = L2 (12.72)
kg
nosi nazwe temperatury Einsteina. W wysokich temperaturach argument funkcji fg jest maty,
zas
folz) S, (12.73)
czyli
cy 3R . (12.74)

W granicy wysokotemperaturowej model Einsteina przewiduje zachowanie zgodne z prawem
Dulonga-Petita. W niskich temperaturach argument funkcji fg jest duzy

ey ~ e (12.75)

czyli w tym modelu cieplo wlasciwe w zerze bezwzglednym zanika eksponencjalnie.

— model Debye’a. W modelu tym zakltadamy, ze widmo fononowe jest ciagle w zakresie czestosci
od 0 do wp, przy czym zachodzi liniowy zwiazek dyspersyjny

w="uk (12.76)
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gdzie us oznacza Srednia predkosé dzwieku w badanym uktadzie. Wyznaczenie tej predkosci
jest zagadnieniem z zakresu teorii sprezystoéci. Przykladowo w oérodku jednorodnym i izotropowym
S 2 (12.77)
Usg L Cr
gdzie ¢y, oznacza predkosé podtuznych fal dzwiekowych (deformacje réwnolegle do kierunku
rozchodzenia sie fali), za$ ¢ - poprzecznych (deformacje prostopadle do kierunku rozchodzenia
sie fali). Poczynione zalozenia sprawiaja, ze model Debye’a dobrze opisuje fonony z galezi
akustycznych.
Zalézmy teraz, ze N’ jest na tyle duze by sumowanie po k mozna byto zastapié catkowaniem.
Wéwezas do wyznaczenia ciepta wlasciwego potrzebna bedzie gesto$é stanéw o energii e. Mamy

4 - 4 4 )
Ziazg:z’gjag;ng/dkegwélﬂ/dkkew dkk* . (12.78)

czyli
3V.1 o
- - 12.79
o) = 5= (12.79)
Czestoé¢ Debye’a wyznaczamy z warunku na catkowita liczbe modéw:
wp
/ g(w)dw = 3N (12.80)
0
co prowadzi do wyniku
6m2u, N 1/3
wp = <V“> (12.81)
i
225w? dlaw <
glw) = { woP¥ T =D (12.82)
0 dla w > wp
Pozwala to wyrazi¢ energie wewnetrzna za pomoca wzoru
1, 9N wb 9N wp Fw3
U= 757/ w?dw + / dw 12.83
2" (w0 Jy ol Jo  exp(Gh) 1 (1259
Wprowadzajac funkcje Debye’a
37 yidy
D(z) = — . 12.84
@ = | 2 (12.84)
uzyskujemy
(C]
U = Neo + 3NkpD (TD> , (12.85)
gdzie ©p oznacza temperature Debye’a definiowana poprzez wzér
hw
Op=—2 (12.86)
kg

W konsekwencji ciepto wladciwe

cy = 3R <D <G;?> — %D’ <®TD>) (12.87)



12.4. KONDENSACJA BOSEGO-EINSTEINA 165
Zgodnie ze wzorem Debye’a ciepto wlasciwe jest pewna uniwersalng funkcja stosunku %.

Rozwazmy granice niskotemperaturowsa i wysokotemperaturowa. W wysokich temperaturach
argument funkcji Debye’a jest maly, wiec rozwiniecie funkcji podcatkowej i jej odcalkowanie

daje
D(z)=1- Sy + L2 (12.88)
= 3 50 . .
W najnizszym rzedzie
cy 3R (12.89)

wiec po raz kolejny otrzymujemy potwierdzenie prawa Dulonga - Petita.

W granicy niskotemperaturowej

%% T

D) = -~ 3exp(—a) <1 +0 <1>> , (12.90)

wiec cieplo wlasciwe przy zblizaniu sie do temperatury zera bezwzglednego bedzie zanikalo jak
trzecia potega temperatury. Wynik ten jest zgodny z wynikami doswiadczalnymi.

12.4 Kondensacja Bosego-Einsteina

Oméwimy teraz wlasciwosci doskonalego gazu bozondéw w niskich temperaturach. Poniewaz bo-
zonéw nie obowiazuje zakaz Pauliego to mozna sie spodziewaé, ze w niskich temperaturach beda
one obsadzaly stan o najnizszej energii.

Aby przeanalizowaé ten problem przypomnijmy sobie wielokrotnie juz stosowany wzér (12.31)
okreslajacy $rednia liczbe bozonéw w ukladzie o objetosci V, potencjale chemicznym p i tem-

peraturze T
25/ 2mgVm3/2 [ z2
N = /T(e)n(e)de) = e /0 oxp( — Bj) = 1dx . (12.91)

W przypadku T # 0 prawa strona powyzszego wzoru jest rosnaca funkcja potencjatu chemicznego
(1 <0), przy czym

—dlapy— —oco, N —0
—dlapu=0

252rgVms/? /x (3

Oznacza to, ze najwieksza liczba bozondéw, jaka moze sie pomiesci¢é w naczyniu o objetosci
V' jest skoniczona i proporcjonalna do T:. W szczegolnosci dla T dazacego do zera liczba
bozonéw wynosi zero, co jest sprzeczne z faktem, ze kazdy stan moze byé¢ obsadzony przez ich
dowolna liczbe. Gdzie zatem popehiony zostat btad 7

Wzér okreslajacy s$rednia liczbe czasteczek uzyskany zostal w wyniku przejscia od sumowania do
calkowania. Poniewaz gesto$é stanéw Y(e) proporcjonalna jest do €'/? to pierwszy wyraz sumy
(odpowiadajacy € = 0) mnozony jest w granicy ciaglej przez zero co prowadzi do usuniecia go
z sumy, podczas gdy w odréznieniu od wszystkich pozostalych wyrazéw ma on w granicy p —
0 wartosé nieskonczona. Z fizycznego punktu widzenia jest to zwiazane z faktem, ze w miare
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obnizania temperatury bozony beda dazyé¢ do obsadzenia stanu o najnizszej energii. Prowadzi to
do koniecznodci wydzielenia pierwszego wyrazu z sumy

_ 1 _ g 1 _
V= Zk: exp(Ble—m) =1 exp(—Bp)—1 zk: exp(fle —p)) —1
ex 70 (12.93)

g 25 rgm *° ez
+ 3 de
exp(—fu) —1 h o exp(fle—p))—1

Wyznaczymy teraz warto$¢ calki wystepujacej w powyzszym wzorze. W tym celu dokonujemy
zamiany zmiennej x = (e a nastepnie rozwijamy funkcje podcatkowa w szereg

o €2 1 > 32
I= /0 exp(B(e — pn)) — ld6 a ﬁg/o exp(z)(1 — exp(—x)z)dx a

1 oo 2 1 1 * & 1
—5 / Zﬂﬁ exp(—x)2" ! exp(—nz)de = — / Z 222" exp(—(n+ Dz)de = | (12.94)
ﬁf 0 n=0 ﬁ§ 0 n=o
1 [*
1
— Z x2 2" exp(—nx)dx
62 0 n=1
Dokonujemy zamiany zmiennych y = nz, po czym zmieniamy kolejnosé sumowania i catkowania
1 & [ L (3 «— 2"
I=— Z/ y> 2" exp(—y)n 3dy = —T () = (12.95)
ﬂf ! ﬂi 2 el nz

Wprowadzamy oznaczenie
n

91(2) = Z "

‘ N

(12.96)

pes

co pozwala nam zapisaé

I 1F(3>gg(z) . (12.97)

53 \2
Ostatecznie srednia gesto$é czasteczek wyraza sie wzorem
A3 B A2z

3 . 12.
= s 32 (12:98)

Wzér powyzszy pozwala wyznaczy¢ aktywnosé z jako funkcje temperatury, objetosci i sredniej liczby
czastek. Poniewaz réwnanie jest przestepne musimy zastosowaé przyblizone metody obliczen. Z
wiasnosei funkcji g; wynika

3
gs(1) =¢ <2> ~ 2.612 (12.99)
oraz dgs (2)
g3 (2
li : = . 12.100
zi}?— dz 0 ( )
W zaleznosci od wartodei 222 uzyskujemy zatem

g9

— dla %‘3 < 2.612 z dokladnoscia do wyrazéw rzedu §

ni3

=9 (2) | (12.101)

Nlw
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czyli
3
2

— dla %‘3 > 2.612, przyjmujac
z=1——+4... , (12.103)
uzyskujemy
TL)\3 )\3 1— ar®

3
% aA
7 Vv G?T + g% (1 - V> . (12104)

Wyznaczamy stad parametr a :

1
a n;\S - g%(l) (12.105)
Aktywnos¢ wyraza sie wiec wzorem
g5 (%) dla T > Tp
2=91_ m)\% daT<Ty ° (12.106)
gdzie graniczna temperature wyznaczamy z warunku
n;‘g =gs(1) . (12.107)

Zwréémy uwage, ze w granicy termodynamicznej z = 1 dla T' < Ty, co jest rownowazne pu = 0.
Wiasciwosé te mozna zrozumieé na podstawie termodynamicznej definicji potencjatu chemicznego
(3.20). Gdy T = 0 to wszystkie bozony obsadzaja stan o najnizszej energii e = 0. Entropia ukladu
wynosi zero, gdyz tylko jeden miokrostan jest zgodny z danym makrostanem. Gdy do ukladu
zostanie dodany jeden bozon i to tak by entropia ukladu nie ulegla zmianie to musi on posiadaé
zerowsg energie. A zatem AU = 0, co oznacza pu = 0.

Uzyskane wyniki uzyjemy do wyznaczenia sredniej liczby czastek obsadzajacych podstawowy poziom
energetyczny. Dla T < Ty

a3

1— @ 1% 1%
(no) =g V=g [ — 1] Ry (12.108)

Podstawiamy zwiazek (12.105)

3
Vg n\3 T\?
Zarazem liczba czasteczek N,,.;(T') obsadzajacych stany wzbudzone wynosi
3
T 2
Nyp(T) =N —(ng) =N (T) . (12.110)
0

W temperaturze Ty srednio wszystkie czasteczki obsadzaja stany wzbudzone. Zjawisko obsadzania
stanu podstawowego przez makroskopowsa liczbe czasteczek w T < Ty nosi nazwe kondensacji
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Bosego-Einsteina. Nalezy pamietaé, iz zwrot kondensacja odnosi sie do zjawiska zachodzacego
w przestrzeni pedéw, a nie polozen.

Analogiczne rozumowanie jak przy obliczaniu $redniej liczby czasteczek nalezy przeprowadzi¢ w
trakcie wyznaczania potencjatu wielkiego kanonicznego. Otrzymujemy w ten sposéb
pV

Wl Zln(l — zexp(—fe)) = —gIn(l — z) — /T(e) In(1 — zexp(—Q¢))de (12.111)
k

skad po przeksztalceniu dostajemy
A3 A3
X - ~2 (- 2) +g5(2) (12.112)

i podstawiajac wyznaczona postaé¢ aktywnosci uzyskujemy zaleznosé

p=pn,T) . (12.113)

Poprzednio pokazali$my, ze dla doskonatych gazéw kwantowych zachodzi zwiazek pV = 2/3U. W
zwi’'azku z tym energia wewnetrzna na jedna czasteczke w granicy termodynamicznej dana jest

wzorem
3kpT-%59s5(1) dlaT < Tq
U_Jsts ”;393( ) daT<Dp (12.114)
N 5kBT 5z95(2) dlaT >Tp
za$ cieplo wlasciwe
%k}g#gg(l) dla T < Ty
cy = g3 (2) . 12.115
%kgﬁg%(z)fgkg‘(ﬁ(z) dlaT>T0 ( )

Zauwazmy, ze w T = T cieplo wlasciwe cy jest ciagle, oraz ze jego pochodna po temperaturze
w tym punkcie doznaje skoku. Oznacza to, ze mamy do czynienia z przemiang fazowsa trzeciego
rodzaju wg klasyfikacji Ehrenfesta.

12.5 Doskonaly gaz fermionéw w niskich temperaturach

Obecnie rozwazymy wlasnosci doskonalego gazu fermionéw w niskich temperaturach. Waznym

przykladem takiego ukladu jest gaz elektronéw w metalu. W tym przypadku zaniedbujemy wza-

jemne oddzialywanie elektronéw a takze ich oddzialywanie z jonami znajdujacymi sie w wezlach

sieci.

Na poczatek rozwazmy temperature zera bezwzglednego. Wowczas elektrony beda rozlozone w

réznych stanach kwantowych w taki sposéb, by catkowita energia gazu miata warto$¢ minimalng. W

kazdym stanie kwantowym moze znajdowac si¢ nie wigcej niz jeden elektron - elektrony wypelniaja

wiec wszystkie poziomy energii liczone od najnizszej energii do pewnej najwigkszej.

Ruch postepowy elektronu traktujemy kwaziklasycznie. Ilo$¢ stanéw kwantowych ruchu postepowego
elektronu o module pedu zawartym miedzy p i dp wynosi

AN, = ———= . (12.116)

Calkowita liczbe elektronéw znajdziemy catkujac po pedach od 0 do wartosci py odpowiadajacej
energii najwyzszego obsadzonego stanu

drgV  [Po 47Vg
N=—5 /O p2dp:ng . (12.117)
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Mozemy stad wyznaczy¢ ped graniczny

3 N 1/3
_ EA 12.118
w= () (12.118)
i graniczng energie
2 2/3 12
D 3 N h
_ Po _ = - . 12.119
0= om (47rg V> 2m ( )
Zauwazmy ze jesli pg oznacza graniczna wartosé potencjatu chemicznego w T = 0, to
1 1 dl <
lim (ny) = lim = @ ek = Ho (12.120)
750 T-0 exp(B(ex —p)) + 1 0 dlaeg > po

Oznacza to, ze potencjal chemiczny gazu fermionéw w temperaturze zera bezwzglednego jest réwny
granicznej wartosci energii elektronu ¢y. Warto$¢ te nazywa sie umownie energiq Fermiego lub
poziomem Fermiego .

Fakt, iz w granicy T' — 0 potencjal chemiczny u dazy do €y mozna zrozumieé postugujac sie termo-
dynamiczng definicja potencjalu chemicznego. Rzeczywiscie, w T' = 0 - zgodnie z zakazem Pauliego
- fermiony obsadzaja wszystkie stany az do stanu o energii ¢y. Stany o energiach powyzej poziomu
Fermiego sa nieobsadzone. Tylko jeden mikrostan pozostaje dostepny dla ukladu i entropia uktadu
wynosi zero. Jezeli teraz chcemy dodaé¢ do ukladu jeden fermion nie zmieniajac entropii uktadu
to fermion ten musi obsadzi¢ stan o energii tuz nad poziomem Fermiego. Wtedy energia ukladu
wzrosnie o AU = ¢y i wobec tego u = €.

Po pomnozeniu (12.116) przez energie elektronu i wycatkowaniu po wszystkich dopuszczalnych
wartosciach modutu pedu otrzymujemy energie wewnetrzna w T = 0.

727rgV/p° 4y _2mgV 5 3
0

Ciénienia gazu fermionéw znajdziemy korzystajac w T = 0 ze wzoru (12.34). Wtedy
2N 1/ 3\ N\ R
2.z > _ - 12.122
P=5v* 5(47rg> <V> m ( )

Oznacza to ze cisnienie gazu Fermiego-Diraca w temperaturze zera bezwzglednego jest rézne od
zera (w zwiazku z zakazem Pauliego) i proporcjonalne do gestosci gazu w potedze %

Obecnie przeanalizujemy energie wewnetrzna ukladu fermionéw w temperaturach wigkszych od zera
bezwzglednego, jednak na tyle malych by

kpT < e - (12.123)

Po podstawieniu wyrazenia na energie Fermiego uzyskujemy

3
N h2 2
V(kBTm> >1 . (12.124)

Jest to warunek przeciwny do warunku stosowalnosci statystyki Maxwella- Boltzmanna. Przypadek
ten nazywamy przypadkiem silnej degeneracji. Temperature Ty taka ze

kpTh = € (12.125)
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nazywamy temperaturq zwyrodnienia.

Chcemy wyznaczy¢ catkowita energie uktadu

5/2 3/2 oo 3/2
= 29V mm / < de . (12.126)
h? o exp(Be—p))+1

W tym celu zajmiemy sie analiza bardziej ogdlnej catki

S R
I_/o exp(Ble — ) +1° (12.121)

pamietajac, ze w przypadku obliczania energii wewnetrznej f(e) = e%, za$ w przypadku obliczania
$redniej liczby czasteczek f(e) = €z, Dokonujemy podstawienia € = kpTx + p uzyskujac :

* f(u+ kpTa)

1= kpTdx =
B exp(x) + 1 BLar
0
f(p+kpTx) kBTJT / flp+ kBTI)

k T =

B < - p— (12.128)
T Pu flp —kpTx) kBTx / f( u+kBTx)

5T ) el +1 exp(

Funkcje podcatkowa w pierwszej calce przeksztalcamy wg wzoru

1 1

_—=1-—— 12.129
exp(—z)+1 exp(z) + 1 ( )
uzyskujac
B B k T knT
= kBT< i — kpTayde — [ L= B fu=kpTe),, +/ St B x) . (12.130)
0 o exp(z exp(x
W pierwszej calce dokonujemy zamiany zmiennych y = p — kgTz, natomiast sume dwdéch po-

kBT

zostalych calek rozwijamy w szereg Taylora w potegach Wobec (12.123) mozemy poprzestaé

na kilku pierwszych wyrazach, np. dwéch :

3

dr+ - (k‘BT) (1) /000 de . (12.131)

T

1%/0 fy)dy+2(kpT) f/(”)/o exp(z) + 1

Widzimy, ze aby obliczyé¢ wspdlczynniki rozwiniecia musimy znalez¢é jawny wzor na catke

0o t—1 oo _
Lyom = / LA / . ) Y (12.132)
o exp(x)+1 0 1+ exp(—x)

Licznik funkcji podcatkowej rozpisujemy jako sume szeregu geometrycznego

Sl
Il
o

(12.133)
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Dokonujemy zamiany zmiennych y = lx

oo 3 1 o0 3
Ipom = »_(—1)" 1ﬁ /' y' exp(—y)dy
0

=1

171

(12.134)

Wystepujaca we wzorze calka jest rowna z definicji funkcji gamma Eulera. Przeksztalcamy szereg

00 Nl—1
o =T(0) Y N =

0E () T (+-52)

=1

oo

Szereg jest rozwinieciem funkcji dzeta Riemanna od argumentu t wiec ostatecznie
Ipom = (1 - Zl_t)r(t)c(t)

Wyprowadzony wzér pozwala nam znalez¢ jawna posta¢ wzoru (12.131)

F= kT [y + (6T OP @) + g (ko) 1 (T

Dla energii wewnetrznej uzyskujemy z dokladnoscia do drugiego wyrazu rozwiniecia
U zwgum (1 + % (lcinC(z)) =
%%(%nu)m <1 + % (%ﬁ)j
Wyznaczymy teraz rozwiniecie wirialne dla % W tym celu wykorzystamy wzor na N

dmgV 3 72 (kgT\>
N = 2mp)®? [ 14+ — [ == .
TR <+8<u)+
Dzielac obustronnie przez wzér (12.117) uzyskujemy
3/2 2 2
T
1:(“) G+W<h?>+”>
€0 8 ,u,
co mozemy zapisa¢ w postaci rownowaznej
ksT\*?  (kpT\*” 2 (kpT\?
<B ) :( 5 ) 1+”(B ) i
% €0 8 %

w postaci rozwiniecia wzgledem %

ksT  kgT kpT EpT\>
rBl _ FB <1+a<B >+b<B ) +>
J7 €0 €0 €0

kT

Poszukamy ==

(12.135)

(12.136)

(12.137)

(12.138)

(12.139)

(12.140)

(12.141)

(12.142)
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Wspbtezynniki a i b wyznaczymy podstawiajac do wzoru (12.141)

(7Y (1o (320) ()) () (e () )
€0 €0 €0 €0 8 €0

(12.143)
Wida¢ zatem, ze a = 0, b = 7{—; i stad wykorzystujac otrzymane rozwiniecie % oraz wzory (12.138)
i (12.139) uzyskujemy z dokladnoscia do wyrazéw kwadratowych w %

v
N

2
-1 572 (kgT
3 72 (kpT\?\ 117% (?0) (12.144)
ceo (14 45 — %~

3 5 o (ksT\>

—e |1+ —=7

5 0( T ( o
A zatem w granicy niskich temperatur ciepto wlasciwe na jedna czasteczke jest liniowa funkcja
temperatury. Warto w tym miejscu przypomnie¢ sobie, ze model Debye’a ciepta wlasciwego ciala
stalego, pochodzacego wylacznie od drgan sieci krystalicznej daje cy gryst ~ T3. W odpowied-

nio niskich temperaturach wkitad do ciepta wlasciwego pochodzacy od elektronéw dominuje nad
wkladem do ciepta wtasciwego pochodzacym od drgan sieci.

Na zakonczenie tego rozdzialu zwréémy uwage na nastepujéa wlasciwos¢ potencjatlu chemicznego
doskonalego fazu fermionéw. Wiemy, ze u(T = 0) = ¢¢ > 0. Z kolei w granicy niskich temper-
atur (nA\® < 1) p < 0. Istnieje zatem temperatura, w ktérej potencjat chemiczny zmienia znak.
Rzeczywiscie, jezeli wzér (12.141) (wyprowadzony przy zatozeniu kpT' /ey < 1) zastoswaé takze w
obszarze temperatur rzedu €y/kp to otrzymamy

72 (kpT\?
~ 1— — | — . 12.14
" ( = (20 (12.145)

A zatem w temperaturze rzedu €¢y/kp potencjal chemiczny doskonalego gazu fermionéw zmienia
znak.

12.6 Wlasnosci magnetyczne atoméw

Rozwazmy magnetyzacje ukladu N wzajemnie nieoddzialujacych kwantowych czasteczek obdar-
zonych momentem magnetycznym ji umieszczonych w zewnetrznym polu magnetycznym o indukcji
B.

Przypominamy, ze operator momentu magnetycznego atomu jest zwiazany z operatorami orbital-

nego momentu pedu Li catkowitego spinu (elektronowego) ) (§ = gf) poprzez wzdr

Mo

fi=—up(L+%) | (12.146)
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gdzie up = zi:?c - magneton Bohra. W konsekwencji operator rzutu momentu magnetycznego
atomu na kierunek pola magnetycznego (przyjety jako réwnolegly do osi z) wynosi

fir = —pp(L, +3.) . (12.147)

Jedli teraz interesuje nas wartosé¢ rzutu momentu magnetycznego na kierunek pola magnetycznego
to zgodnie ze wzorem (10.146) moze by¢ wyliczone ze wzoru

(Mz) = N{fnz) - (12.148)

Do okreslenia $redniej wartosci rzutu momentu magnetycznego okreslonej czasteczki musimy wyz-
naczy¢ zbiér stanéw jednoczastkowych. 7 mechaniki kwantowej wiemy, ze dla czastki o spinie
h

50 = hs mamy 2s + 1 stanéw rézniacych sie¢ wartoscia rzutu momentu magnetycznego na kierunek

pola magnetycznego. Wiemy przy tym, ze stan o wartosci rzutu momentu magnetycznego
M1 =Tgup , T =—5...,5 , (12.149)

ma energie

€ = —rgugB (12.150)
gdzie g jest wspdlczynnikiem Landego (wspdlczynnikiem giromagnetycznym). W rozwazanym przez
nas przypadku g = 2. Mamy wiec

r__ rgupexp(BrgusB) 1 9 .
i,z) = — =——1In exp(Brgup B 12.151
(=) > exp(frgupB) B OB T:Z_s ( ) ( )
Po wykonaniu rachunkéw uzyskujemy
. 2s+1 2s+1 1 1
(f11,2) = gup < 5 ctgh ( 5 ﬂngB> — 5 ctgh <2ﬂgu33)> . (12.152)
Wprowadzajac funkcje
2s+1 1
Bs(z) = 5 ctgh((2s + 1)z) — %8 ctghx (12.153)
zwang s-ta funkcja Brillouina uzyskany wynik mozemy zapisaé w postaci
N 1
M, = Vg,U’BSBS <ZngBB> . (12.154)

Zbadajmy granice klasyczna powyzszego wzoru. Przypominamy, ze granica klasyczna odpowiada
przejsciu granicznemu i — 0 (czyli ug — 0) 1 s — 00, w ten sposéb by sgup = p = const. Mamy

1 1
B, (QﬂguBB) _ B, (28ﬂu3> _

251 on (25 * 1@3) _ L ten <1ﬂuB> . (12.155)

2s 2s 2s 2s

1

cteh(BuB) — —— = L(3uB) |

gh(BuB) 5B (BuB)

czyli
N
M. = SaL(GuB) (12.156)

Poréwnanie ze wzorem (10.160) pokazuje, ze opis paramagnetyka kwantowego w granicy klasycznej
przechodzi w opis paramagnetyka Langevina.
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12.7 Wlasnosci magnetyczne doskonalego gazu Fermiego

W poprzednim podrozdziale rozwazaliémy w punktu widzenia kwantowej mechaniki statystycznej
wlasnodci magnetyczne zwiazane ze spinem atoméw (czasteczek) tworzacych uktad. W niniejszym
podrozdziale rozwazymy wlasnosci magnetyczne doskonalego gazu Fermiego. W praktyce oznacza
to badanie wlasnosci gazu elektronowego w metalach. Rozwazymy tutaj paramagnetyzm Pauliego
i diamagnetyzm Landaua.

Uktad N swobodnych fermionéw o spinie % (moga to byé¢ np. elektrony) w zewnetrznym polu
magnetycznym jest opisywany hamiltonianem postaci

Ny, T
'Hzgzm(pi—in) — @B, (12.157)

gdzie [i; jest operatorem momentu magnetycznego

Jak sie okaze pierwszy skladnik odpowiada za wlasnosci diamagnetyczne, zas drugi - paramag-
netyczne swobodnego gazu fermionéw. Rozwazmy osobno te dwa efekty. Zauwazmy, ze wobec
doskonatosi gazu mozemy ograniczy¢ swoja anlize do hamiltonianéw jednoczasteczkowych.

W pierwszej kolejnosci zbadajmy hamiltonian jednoczasteczkowy postaci

Hi= % (ﬁi - qffi)z . (12.159)

Zalézmy, ze pole magnetyczne jest skierowane wzdluz osi z. W tym przypadku wygodnie jest
przyja¢ cechowanie, w ktérym potencjal wektorowy wyraza sie wzorem

A=—Hye, . (12.160)

Woéwczas )
Hi = 5 (b2 + aHy)* + 5, + %) (12.161)

Rozwiazujac réwnanie Schrodlngera z powyzszym hamiltonianem uzyskujemy wzor na energie
stanow jednoczasteczkowych

2 1
€p.,n = ﬁ + (n + 2> hwe (12.162)
gdzie w, = % nosi nazwe czestosci cyklotronowej. Degeneracja poziomu €(p,,n) nie zalezy od
rozpatrywanego poziomu i wynosi g = L2|q|B/h, gdzie L oznacza liniowy rozmiar uktadu o objetosci
V=L
Mozemy obecnie obliczy¢ potencjatl wielkiego zespotu kanonicznego
LkgT -
ATV, ) = 2 o /dpz S [+ zexp (—e(p.n) /ksT)] (12.163)

n=0

gdzie sumowanie po stanach pedowych zostato zastapione catlkowaniem. Analiza powyzszego wyrazenia
znacznie sie upraszcza w granicy wysokich temperatur gdy z = nA? <« 1. Wéwczas

2L k: T
O~ 29L2kBT /deZeXp e(ps,n)/ksT) = (12.164)

7zVm(kgT)? w

Ah? sinh(w/2) (12.165)
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Parametr w = Tw,./kpT okresla stosunek energii charakterystycznej dla ruchu elektronu w polu
magnetycznym do energii termicznej. W granicy w < 1 wzory sie ponownie upraszczaja i otrzy-
mujemy nastepujace wyrazenie na moment magnetyczny uktadu M = — (0Q/0B), , przypadajacy
na jednostke objetosci ’

2,2
NUGUE

M)V =— H 12.166

/ 3kp1 ’ ( )

gdzie up = hlg|/2m jest magnetonem Bohra. A zatem w granicy wysokich temperatur rzeczywiscie
obserwujemy ujemna podatno$¢ magnetyczna swiadczaca o zjawisku diamagnetyzmu.

Przejdzmy teraz do analizy hamiltonianu jednoczasteczkowego postaci

N 7 .
= — B . 12.1
H o P (12.167)

Jak latwo sprawdzi¢ energie stanéw jednoczasteczkowych takiego hamiltonianu wyrazaja sie wzorem

p2

Wyznaczymy magnetyzacje w temperaturze zera bezwzglednego. W tym celu musimy wyznaczy¢
$redni rzut momentu magnetycznego na kierunek pola magnetycznego

SUB

M) =D Bl — ) 11

k

(12.169)

Dokonujac zgodnie z regula (12.20) zamiany sumowania po wektorach falowych na catkowanie
po wartosciach pedu, a nastepnie wykorzystujac zaleznosé wyrazenia sumowanego wylacznie od
dtugosci pedu uzyskujemy

1 Vv 2
(M) = Nm/ Z sppf (;n - SALBB> p2dp , (12.170)
se{-1,1}

gdzie
1

exp(B(z —p)) +1

Po przeprowadzeniu zamiany zmiennych ¢ = 2— uzyskujemy

(M) Vo1 (2m\Y? /OO Z sf(e — supDB) 12
) =—— | = €— €/%de =
Naez\nz ) "2, =t e

3/2 oo
v (Gr) e [0 unB) — flek unme

(z) =

(12.171)

(12.172)

W temperaturze zera bezwzglednego funkcja rozktadu f(x) ma charakter funkcji schodkowej
fle)=0(er —¢) (12.173)
gdzie ep - energia Fermiego. W ten sposéb uzyskujemy
Vo1 2 3/2 er+upB
M) = 12 ( 7 > [ e
dm er—ppB (12.174)

V1 .
ﬁ@((ﬁF +pupB)*? — (ep — ppB)*/?)
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Do wyznaczenia pozostaje energia Fermiego. Wyznaczamy ja z warunku

er vy om\ Y2
N = de = — = 1/2q 12.175
/0 g(e)de /0 12 <h2 ) € € ( )
czyli 23
K2 (67N
= — | — . 12.1

Stad ostatecznie

€r €F

(M) = (1 + ”33)3/2 - (1 - “33)3/2 . (12.177)





