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Streszczenie
Niniejsza praca dotyczy opisu stanów zwi¡zanych gluonów w chromo-

dynamice kwantowej (QCD). Punktem wyj±cia jest kanoniczny hamiltonian
QCD w sformuªowaniu na froncie ±wietlnym, zregularyzowany i uzupeªniony
o kontrczªony ultra�oletowe. Dla uproszczenia pomijamy kwarki, zakªada-
j¡c, »e kluczowy problem polega na zrozumieniu mechanizmu wi¡zania wy-
nikaj¡cego z nieabelowych oddziaªywa« gluonów, które istniej¡ niezale»nie
od kwarków. Wprowadzamy operatory kreacji i anihilacji gluonów efektyw-
nych, wykorzystuj¡c procedur¦ grupy renormalizacji, która pozwala znajdo-
wa¢ te operatory w rachunku zaburze«. Wyra»amy wyj±ciowy hamiltonian
za pomoc¡ tych operatorów, i rozwa»amy problem wªasny tak zapisanego ha-
miltonianu. Czªony oddziaªywania mi¦dzy gluonami efektywnymi zawieraj¡
czynniki ksztaªtu (formfaktory), których szeroko±¢ w przestrzeni p¦dowej,
oznaczona przez λ, peªni rol¦ parametru grupy renormalizacji dla hamilto-
nianów i w rozwa»anym problemie wªasnym jest rz¦du skali charakteryzuj¡cej
badane stany.

Konstrukcja cz¡stek efektywnych odbywa si¦ w rachunku zaburze« i jest
prowadzona zgodnie z wymogami szczególnej teorii wzgl¦dno±ci. Zasady tej
konstrukcji przedstawiamy na przykªadzie procedury drugiego rz¦du w od-
dziaªuj¡cej teorii skalarnej. Przykªad ten zawiera oddziaªywanie typu trój-
gluonowego, ale jest wolny od wszystkich komplikacji QCD zwi¡zanych z licz-
bami kwantowymi innymi ni» p¦dy i innymi oddziaªywaniami ni» te, które
zmieniaj¡ liczb¦ cz¡stek o jedn¡. Nowym elementem jest podanie schematu
konstrukcji nie jednego hamiltonianu, lecz caªej algebry 10 generatorów grupy
Poincaré w przestrzeni Fock'a cz¡stek efektywnych. W szczególno±ci dosta-
jemy trudn¡ do speªnienia na froncie ±wietlnym algebr¦ momentu p¦du.

Konstrukcj¦ t¦ stosujemy nast¦pnie do gluonów w QCD. Czynniki ksztaªtu
w wierzchoªkach oddziaªywania powoduj¡, »e kolorowo oboj¦tny stan dwóch
gluonów efektywnych sprz¦ga si¦ do stanu trzech gluonów w ograniczony
sposób nawet dla warto±ci staªej sprz¦»enia αs porównywalnych z 1, gdy λ
jest rz¦du 1 GeV. Zbudowawszy baz¦ w przestrzeni stanów gluonów efektyw-
nych dla tak maªych λ, analiz¦ mechanizmu wi¡zania efektywnych gluonów w
gluonium prowadzimy do rz¦du g2. Pozwala nam ona uwzgl¦dni¢ dwu i trój-
cz¡stkowy sektor przestrzeni Fock'a. W sektorze trójcz¡stkowym, wszystkie
oddziaªywania i sprz¦»enia z sektorami z wi¦ksz¡ liczb¡ gluonów efektywnych
zast¦pujemy przez ansatz na mas¦ gluonów w tym sektorze i badamy oddzia-
ªywania, które powstaj¡ w gluonium w wyniku redukcji ukªadu sprz¦»onych
równa« dla sektorów dwu i trójgluonowych do sektora z tylko dwoma glu-
onami efektywnymi. Czªony oddziaªywania w hamiltonianie efektywnym s¡
rozbie»ne dla maªych p¦dów podªu»nych. Nadanie masy gluonom efektyw-
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nym w sektorze trójcz¡stkowym musi by¢ tak zrobione, by wyrugowanie tego
sektora doprowadziªo do sko«czonego równania wªasnego dla problemu zredu-
kowanego do oddziaªywa« tylko dwóch gluonów efektywnych. Aby zapewni¢
sko«czono±¢ takiego równania wªasnego narzucamy niezb¦dne warunki na
nasz ansatz na mas¦ gluonów efektywnych w po±rednim stanie trójgluono-
wym.

Numeryczne rozwi¡zanie równania wªasnego dla efektywnego hamilto-
nianu gluonium prowadzi do stanów zwi¡zanych, w których mechanizm wi¡-
zania jest nast¦puj¡cy. Najwa»niejszymi elementami dynamiki s¡ samood-
dziaªywanie gluonów efektywnych i wymiana gluonu efektywnego. Zarówno
samoodziaªywanie jak i wymiana s¡ czuªe na dªugozasi¦gowe potencjaªy na
froncie ±wietlnym, które silnie rosn¡ dla maªych warto±ci zmiennej typu x
Feynmana z modelu partonowego. Samoodziaªywania prowadz¡ do powsta-
wania du»ej masy ka»dego z gluonów z osobna, za± oddziaªywanie wymiany
jest w stanie skompensowa¢ ten wzrost wtedy, gdy dwa gluony s¡ blisko siebie
i tworz¡ singlet kolorowy.

Dla pewnego zakresu parametru λ i jako±ciowo poprawnej zale»no±ci sil-
nej staªej sprz¦»enia αs(λ), zapostulowany przez nas ansatz na masy gluonów
w stanie trzech gluonów efektywnych pozwala uzyska¢ rozwi¡zania na mas¦
najl»ejszego gluonium rz¦du 2 GeV, i zgadza si¦ co do rz¦dów wielko±ci z
rezultatami otrzymywanymi na sieci. Nasze równanie na gluonium nie re-
spektuje ±ci±le symetrii obrotowej w ukªadzie ±rodka masy. W rozwi¡zaniach
na masy gluoniów nie ma wi¦c ±cisªej degeneracji odpowiadaj¡cej symetrii
obrotowej przez co pogrupowanie stanów w odpowiednie multiplety nie byªo
±ci±le mo»liwe, ale symetria wzgl¦dem frontowych pchni¦¢ Lorentza jest za-
chowana ±ci±le.

Nasze przybli»enia stosuj¡ si¦ do ukªadów, w których odlegªo±¢ mi¦dzy
gluonami jest nie wi¦ksza ni» rz¦du odwrotno±ci ΛQCD, tzn. w sytuacji, gdy
skªadowa trójgluonowa mo»e by¢ niewielka. Dla rozwa»enia du»ych odle-
gªo±ci mi¦dzy gluonami musieliby±my rozwa»y¢ stany wielogluonowe i liczba
gluonów prawdopodobnie b¦dzie rosªa liniowo z dªugo±ci¡ struny gluonowej
mi¦dzy skrajnymi gluonami.
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Rozdziaª 1

Wst¦p

Od momentu podania przez Gell-Mann'a i Fritzsch'a [1] lagran»janu chro-
modynamiki kwantowej min¦ªo ju» ponad 30 lat. W tym czasie QCD staªa
si¦ powszechnie akceptowan¡ teori¡ oddziaªywa« silnych, chocia» wci¡» brak
peªnego potwierdzenia, »e za pomoc¡ QCD mo»emy opisywa¢ hadrony z du»¡
precyzj¡. Odkrycie asymptotycznej swobody [2, 3] otworzyªo przed �zykami
dost¦p do tajemnic mikro±wiata, jednak szybko okazaªo si¦, »e, w odró»nieniu
od sukcesów w zastosowaniu perturbacyjnej QCD do opisu wysokoenerge-
tycznych zderze« cz¡stek, problemy z opisem stanów zwi¡zanych kwarków i
gluonów s¡ znacznie trudniejsze, bowiem staªa sprz¦»enia w QCD dla maªych
energii jest du»a, i analiza niskoenergetycznej cz¦±ci QCD nie poddaje si¦ me-
todom perturbacyjnym. Próby nieperturbacyjnej analizy dynamiki kwarków
doprowadziªy do konstrukcji modeli konstytuentnych (relatywistyczny oscy-
lator harmoniczny [4], MIT Bag [5], CQM [6], model Skyrme'go [7]), które w
miar¦ rozwoju teorii staraªy si¦ nawi¡zywa¢ do obserwacji poczynionych w
QCD. Jednak opisy oparte na modelach kwarków konstytuentnych nie mo-
gªy wykorzystywa¢ sukcesów QCD, jakie ta teoria odniosªa w opisie wysoko-
energetycznych procesów rozpraszania w poª¡czeniu z modelem partonowym,
dlatego, »e obraz protonu zbudowanego z wielu partonów nie daje si¦ precy-
zyjnie powi¡za¢ z obrazem protonu zbudowanego tylko z trzech kwarków. Na
razie próby zbudowania jednolitej teorii nie doprowadziªy do tego, »e QCD
staªa si¦ dla modelu konstytuentnego tym, czym elektrodynamika kwantowa
dla jest dla równania Schrödinger'a, ani równanie Schrödinger'a dla modelu
atomu Bohr'a. Klasy�kacja hadronów w tablicach cz¡stek zasadza si¦ na po-
j¦ciu kwarków konstytuentnych i fakt, »e QCD w swej wysokoenergetycznej
cz¦±ci bardzo dobrze opisuje dane w poª¡czeniu z modelem partonowym [8],
nie powinien wyklucza¢ mo»liwo±ci opisu hadronów za pomoc¡ cz¡stek efek-
tywnych dla maªych energii. W tym celu potrzebna jest precyzyjna de�nicja
cz¡stek efektywnych, takich jak kwarki konstytuentne, w kwantowej teorii
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pola. Takie cz¡stki efektywne mogªyby si¦ skªada¢ z wielu partonów. Wery-
�kacja czy opis cz¡stkowy jest mo»liwy w QCD dla maªych energii, wymaga
analizy stanów zwi¡zanych kwarków i gluonów z zastosowaniem dobrze zde-
�niowanego poj¦cia tych cz¡stek. Propozycj¡ takiej metody jest procedura
grupy renormalizacji dla cz¡stek efektywnych (RGPEP = Renormalization
Group Procedure for E�ective Particles), która jest rozwijana i wykorzysty-
wana w niniejszej pracy w zastosowaniu do gluonium.

Idea cz¡stek efektywnych polega na obserwacji, »e hadrony, z jednej
strony, s¡ sklasy�kowane za pomoc¡ kwarków konstytuentnych, a z drugiej
strony, te same hadrony w relatywistycznych procesach rozpraszania opisuje
si¦ wykorzystuj¡c model partonowy. Procedura RGPEP stara si¦ poª¡czy¢
obraz rozci¡gªych cz¡stek konstytuentnych z punktowymi partonami. W pro-
cedurze RGPEP zakªadamy, »e stopnie swobody z jakich buduje si¦ hadrony
w modelu konstytuentnym, a wi¦c kwarki konstytuentne, s¡ powi¡zane z
partonowymi stopniami swobody za pomoc¡ pewnej transformacji unitarnej
[9, 10]. Podej±cie takie stawia sobie za cel powi¡zanie wysokich i niskich ener-
gii w ramach jednej teorii. Mo»na uwa»a¢, »e realizujemy idee pochodz¡ce
od Gell-Mann'a i Melosh'a [1, 11]. Nowym elementem jest jawna konstrukcja
zrenormalizowanych operatorów dynamicznych w kwantowej teorii pola.

Obraz cz¡stkowy wydaje si¦ wªa±ciwy dla sformuªowania problemu ist-
nienia stanów zwi¡zanych w QCD, bo blisko si¦ wi¡»e z fenomenologi¡ ha-
dronów. Z drugiej strony najbardziej naturalnym sformuªowaniem zagadnie-
nia stanów zwi¡zanych jest równanie wªasne dla hamiltonianu teorii, które
to równanie b¦dziemy nazywa¢ równaniem Schrödinger'a. Jednak»e, gdy w
gr¦ wchodz¡ relatywistyczne oddziaªywania, mog¡ce kreowa¢ b¡d¹ anihilo-
wa¢ cz¡stki, to musimy poª¡czy¢ precyzyjny opis kwantowy z wymaganiami
szczególnej teorii wzgl¦dno±ci. Wskazówk¦ jak to zrobi¢ podaª Dirac [12].
Konieczne jest skonstruowanie operatorów algebry Poincaré. Po eksponen-
cjalizacji otrzymane operatory grupy Poincaré umo»liwiªyby wery�kacj¦, czy
rozwi¡zania otrzymane za pomoc¡ hamiltonianu reprezentuj¡ symetrie cza-
soprzestrzenne. Realizacja programu Diraca nie jest prosta nawet tylko w
drugim rz¦dzie rachunku w pot¦gach oddziaªywania, bowiem iloczyn wi¦cej
ni» dwóch operatorów pola kwantowego (tzn. wszystkie operatory z od-
dziaªywaniem) jest niesko«czony. Natura takich niesko«czono±ci jest dobrze
poznana i wiadomo, »e maj¡ one swoje ¹ródªo w tym, »e teoria pola jest lo-
kalna. Punktowo±¢ oddziaªywa« jest zwi¡zana z przekazem dowolnie du»ych
p¦dów i sumowanie po p¦dach prowadzi do rozbie»no±ci ultra�oletowych.

Procedura RGPEP stanowi metod¦ rozwi¡zywania problemu rozbie»no±ci
ultra�oletowych w j¦zyku cz¡stek. Punktowe oddziaªywania w hamiltonia-
nie wyj±ciowej teorii lokalnej s¡ zast¡pione przez oddziaªywania rozci¡gªych
cz¡stek efektywnych w wyprowadzonym dla nich hamiltonianie. Wierzchoªki
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w hamiltonianie efektywnym maj¡ czynniki ksztaªtu (formfaktory), przez co
oddziaªywania efektywne nie sprz¦gaj¡ ze sob¡ stanów o znacznie ró»ni¡cych
si¦ energiach.

W celu konstrukcji algebry Poincaré, Dirac wskazaª inne formy dynamiki
hamiltonowskiej ni» standardowa. Zamiast okre±la¢ stan ukªadu kwanto-
wego na hiperpowierzchni staªego czasu t = 0, Dirac zaproponowaª, mi¦dzy
innymi, u»ycie do tego celu powierzchni frontu ±wietlnego. W niniejszej pracy
korzystamy z licznych zalet takiego podej±cia i nasze rozwa»ania prowadzimy
na froncie ±wietlnym, czyli na hiperpowierzchni danej konwencjonalnie przez
x0 + x3 = 0.

Jako cel naszej analizy stawiamy sobie problem istnienia gluonium. Za-
gadnienie to bowiem zawiera w sobie istotne problemy z jakimi spotykamy
si¦ w QCD, rozwa»aj¡c stany zwi¡zane w teorii z asymptotyczn¡ swobod¡, a
jednocze±nie jest pozbawione komplikacji pochodz¡cych ze strony kwarków.
Jako pierwsze przybli»enie dla gluonium przyjmujemy ukªad zbudowany z
dwóch gluonów efektywnych. Hamiltonian efektywny, Hλ otrzymany za po-
moc¡ procedury RGPEP, zawiera czynniki ksztaªtu w wierzchoªkach, które
powoduj¡, »e sprz¦»enie z trzema gluonami i ich wi¦ksz¡ liczb¡ jest sªabe
nawet wtedy, gdy staªa sprz¦»enia ro±nie. Dlatego te» ograniczenie si¦ do
analizowania jedynie sektorów dwu i trójgluonowego jest wci¡» zwi¡zane z
prawdziw¡ dynamik¡ QCD. Niemniej problem wªasny dla Hλ, jest bardzo
skomplikowany. Redukcja dynamiki do sektora dwugluonowego, uwzgl¦dnia-
j¡ca sektor trójgluonowy w pewnym przybli»eniu, daje szans¦ na przeprowa-
dzenie wst¦pnych oblicze« numerycznych.

Obci¦cie teorii z cechowaniem do sektora dwugluonowego prowadzi do
komplikacji zwi¡zanych z istnieniem rozbie»no±ci maªych x. x ma interpre-
tacj¦ zmiennej Feynman'a w modelu partonowym, z tym, »e odnosi si¦ do
wspóªrz¦dnych p¦du w sformuªowaniu na froncie ±wietlnym, zamiast zwy-
kªych wspóªrz¦dnych w ukªadzie niesko«czonego p¦du. Istnienie rozbie»no±ci
maªych x wi¡»e si¦ z tym, »e w sformuªowaniu na froncie ±wietlnym mu-
simy wybra¢ cechowanie A+ = A0 + A3 = 0 [13, 14]. Speªnienie prawa
Gauss'a wymusza na nas wyra»enie skªadowej pola A− przez odwrotno±ci
operatora ∂+. W rozkªadzie pola A⊥ na mody fourierowskie pojawiaj¡ si¦
odwrotno±ci p¦du podªu»nego p+. Poniewa» x oznacza stosunek p¦du po-
dªu»nego cz¡stki, p+, kreowanej lub anihilowanej w wierzchoªku oddziaªy-
wania, do p¦du cz¡stki �rodzica�, to problem maªych x pojawia¢ si¦ b¦dzie
wsz¦dzie tam, gdzie cz¡stki b¦d¡ emitowane lub absorbowane z maªymi p¦-
dami podªu»nymi. Rozbie»no±ci maªych x maj¡ wi¦c inne pochodzenie ni»
rozbie»no±ci ultra�oletowe i nie s¡ usuwane przez procedur¦ RGPEP podczas
generowania oddziaªywa« pomi¦dzy cz¡stkami efektywnymi. Pojawienie si¦
tych rozbie»no±ci w rachunkach jest dla nas wskazówk¡ by uwzgl¦dni¢ sektor
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trójgluonowy i jak modelowa¢ oddziaªywania w nim, tak aby nie pojawiªy si¦
rozbie»no±ci maªych x w równaniu wªasnym opisuj¡cym oddziaªywania ju»
tylko dwóch gluonów efektywnych. Wymóg kasowania si¦ tych rozbie»no±ci
narzuca silne warunki na ansatz na mas¦ gluonów efektywnych w sektorze
trójgluonowym, który postulujemy. Ansatz ten zapewnia równie» zwi¦ksze-
nie energii stanów trójgluonowych, by wzrost ten uzasadniaª przybli»enie
gluonium tylko przez stany dwucz¡stkowe.

Czªon masowy z ansatzem na mas¦ gluonów w sektorze trójcz¡stkowym
oznaczymy przez T µ2 (µ2 oznacza mas¦ gluonów). Ansatz na mas¦ jest wpro-
wadzony w nast¦puj¡cy sposób [15, 16]. Hamiltonian efektywny Hλ jest sum¡
energii kinetycznej Tλ i oddziaªywa« efektywnej QCD, Vλ. Dla pewnej warto-
±ci λ0, charakteryzuj¡cej hamiltonian efektywny, mamy αs(λ0) = αphys

s , gdzie
αs(λ) = g2

λ/(4π) i αphys
s jest �zyczn¡ warto±ci¡ staªej sprz¦»enia dla proce-

sów o energiach rz¦du λ0. Mo»emy, bez »adnych zmian w hamiltonianie Hλ,
doda¢ do hamiltonianu czªon [1 − (αλ0/αs)

2]T µ2 bo dla αs(λ0) = αphys
s ten

czªon znika. Z drugiej strony zawsze mo»emy napisa¢

Hλ0 = Tλ0 + T µ2

+

[
Vλ0 −

(
αs(λ0)

αphys.
s

)2

T µ2

]
. (1.1)

Zauwa»my, »e gdy αs(λ0) ¿ αphys
s , to Vλ0 mo»na liczy¢ w rachunku zaburze«

i wszystkie czªony w nawiasie kwadratowym s¡ maªe w porównaniu z pierw-
szymi dwoma i mog¡ by¢ traktowane jako poprawki do T µ2 . W ten sposób,
pomimo dodania do hamiltonianu ansatzu na mas¦ µ2, nie zamykamy sobie
drogi do systematycznego rachunku. Gdy αs(λ0) → αphys

s , wtedy uwzgl¦d-
niamy coraz wi¦cej rz¦dów rachunku zaburze« i odtwarzamy Hλ0 . Zalet¡
tego podej±cia jest fakt, »e w przypadku gdy ansatz na µ2 jest zgadni¦ty
we wªa±ciwej postaci, to nawet w niskim rz¦dzie rachunku zaburze« mamy
szans¦ zbli»y¢ si¦ do rozwi¡za« prawdziwej dynamiki. W niniejszej pracy
ograniczymy si¦ do najni»szego rz¦du, tj. tylko do czªonu z T µ2 , który daje
jako±ciowo rozs¡dny opis gluonium, tzn. zgodny z oczekiwaniami opartymi
na fenomenologii hadronów. W szczególno±ci, widmo hadronów nie zawiera
wzbudze« gluonowych, które odpowiadaªyby serii Balmera w atomie wodoru,
jak w QED z bezmasowymi fotonami. Masy hadronów wydaj¡ si¦ mówi¢, »e
gluony efektywne nale»y opisywa¢ jakby miaªy znaczne masy.

Zagadnienie wªasne dla hamiltonianu efektywnego, uzupeªnionego przez
ansatz na µ2, rozwi¡zujemy numerycznie. Jednak do peªnej realizacji pro-
gramu Diraca brakuje nam klasy�kacji stanów w multiplety o ustalonym
momencie p¦du (spinie). Jest to wynikiem zale»no±ci od oddziaªywania ope-
ratora obrotów na froncie ±wietlnym, co jest dotkliwym problemem [17], cho¢
przykªad teorii skalarnej pokazuje, »e systematyczna analiza mo»liwa jest i
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dla tego zagadnienia [18]. Nasze podej±cie numeryczne wykorzystuje podej-
±cie konstrukcji bazy dla cz¡stek efektywnych, które jest zgodne z zasad¡
konstrukcji caªej algebry Poincaré w j¦zyku operatorów kreacji i anihilacji
cz¡stek efektywnych. Poniewa» hamiltonian Hλ jest liczony w niskim rz¦-
dzie, nasz ansatz nie rozwi¡zuje problemu konstrukcji stanów gluonium w
peªni. Z tego te» powodu nie otrzymujemy ±cisªej degeneracji mas gluonium
zgodnej z symetri¡ obrotow¡. Z drugiej strony, przykªad konstrukcji peªnej
algebry, który podajemy w teorii skalarnej, pokazuje, »e systematyczna ana-
liza powinna w zasadzie by¢ mo»liwa i dla symetrii obrotowej. W przypadku
QCD, z ansatzem na mas¦ gluonów efektywnych, symetria obrotowa jest re-
alizowana tylko w pewnym przybli»eniu i nadal stanowi nierozwi¡zany pro-
blem. Niemniej nasza analiza otwiera drog¦ do rachunków wy»szych rz¦dów i
poprawienia naszego przybli»onego opisu dynamiki gluonów przez stopniow¡
eliminacj¦ ansatzu na mas¦ w rachunkach wy»szych rz¦dów. Zanim jednak
rozwa»y si¦ konstrukcj¦ operatora obrotów dla nieabelowych teorii z cecho-
waniem powstaje pytanie, czy w ogóle istnieje mo»liwo±¢ reprezentowania
gluonium przez dwa gluony efektywne z jakimkolwiek ansatzem na mas¦.
Jak zacz¡¢ konstruowanie gluonium w pierwszym przybli»eniu i rozwin¡¢
rachunek zaburze« podobnie, jak si¦ to robi w QED.

Niniejsza praca jest zbudowna jak nast¦puje. W drugiej cz¦±ci dyskutu-
jemy ogólne zasady konstrukcji zrenormalizowanej teorii efektywnej, wpro-
wadzamy poj¦cie cz¡stki efektywnej i omawiamy rol¦ czynników ksztaªtu
(formfaktorów), w hamiltonianie efektywnym, w budowaniu systematycznych
przybli»e« dla skomplikowanych teorii. W rozdziale tym prezentujemy kon-
strukcj¦ peªnej algebry Poincaré do rz¦du g2, u»ywaj¡c jako przykªadu teorii
skalarnej z oddziaªywaniem gφ3. Poniewa» w tym przykªadzie ograniczamy
si¦ do rachunku zaburze«, nie jest istotne, »e teoria skalarna φ3 nie ma stanu
podstawowego, natomiast jest istotne, »e oddziaªywanie typu φ3 wyst¦puje w
QCD w rachunku zaburze«. W teorii skalarnej prezentujemy równie» schemat
regularyzacji ultra�oletowej, którego u»yjemy równie» w przypadku QCD.

Cz¦±¢ trzecia w caªo±ci jest po±wi¦cona gluodynamice. Prezentujemy tam
regularyzacj¦ maªych x, która umo»liwia ich analiz¦. Postulujemy tam an-
satz na mas¦, µ2, gluonów w sektorze trójcz¡stkowym i znajdujemy jego po-
sta¢ wymagan¡ przez nieabelow¡ struktur¦ QCDg i jej rozbie»no±ci maªych
x. Nast¦pnie rozwa»amy równanie wªasne na stan gluonium, wolne ju» od
rozbie»no±ci maªych x. Wyja±niamy mechanizm kasowania si¦ rozbie»no±ci
maªych x w obecno±ci ansatzu na µ2.

Kolejna cz¦±¢ omawia otrzymane wyniki oblicze« numerycznych na masy
stanów zwi¡zanych dwóch gluonów efektywnych. Dyskutujemy zale»no±¢ wy-
ników od parametryzacji wprowadzonego ansatzu, dyskutujemy stabilno±¢
numeryczn¡ wyników i ich zgodno±¢ z wynikami na mas¦ gluonium w QCD
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w rachunkach na sieci.
W cz¦±ci pi¡tej podsumowujemy otrzymane wyniki na masy stanów zwi¡-

zanych gluonów efektywnych i podkre±lamy rol¦ poczynionych zaªo»e« oraz
przybli»e« jakie byªy konieczne, by móc rozpocz¡¢ w systematyczny sposób
analiz¦ dynamiki gluonów w chromodynamice kwantowej.

W dodatkach znajduj¡ si¦ istotne wzory u»ywane w niniejszej pracy. W
szczególno±ci dodatek C zawiera konstrukcj¦ bazy stanów wªasnych dla swo-
bodnego operatora kwadratu momentu p¦du dla bezmasowych bozonów o
spinie 1 na froncie ±wietlnym. Baza ta mo»e stanowi¢ w przyszªo±ci narz¦-
dzie do systematycznej analizy peªnego zale»nego od oddziaªywania opera-
tora momentu p¦du w QCD na froncie ±wietlnym.



Rozdziaª 2

Konstrukacja zrenormalizowanej
dynamiki cz¡stek efektywnych

Do peªnego opisu cz¡stek potrzebna jest relatywistyczna teoria kwantowa,
w ramach której mo»liwy jest opis stanów zwi¡zanych. Pomysª jak poª¡czy¢
mechanik¦ kwantow¡ i szczególn¡ teori¦ wzgl¦dno±ci zaproponowaª Dirac [12].
Zbudowanie relatywistycznej teorii kwantowej jest uwarunkowane udan¡ kon-
strukcj¡ 10 generatorów grupy Poincaré. S¡ to cztery generatory przesuni¦¢
w czasoprzestrzeni P µ, µ = 0, 1, 2, 3 i po trzy generatory obrotów i pchni¦¢
Mµν . Niniejszy rozdziaª przedstawia schemat konstrukcji tych generatorów
za pomoc¡ dobrze zde�niowanego poj¦cia cz¡stek efektywnych w kwantowej
teorii pola (KTP).

Generatory te musz¡ speªnia¢ nast¦puj¡ce relacje komutacyjne:

[P µ, P ν ] = 0 , (2.1)
[P µ,M νρ] = i(gµνP ρ − gµρP ν) , (2.2)

[Mµν ,Mρσ] = i(gµρMσν − gµσMρν + gνρMµσ − gνσMµρ) . (2.3)

Warunek, by oddziaªywania cz¡stek byªy relatywistyczne, implikuje koniecz-
no±¢ uwzgl¦dnienia procesów kreacji i anihilacji cz¡stek. Warunek ten jest a
priori mo»liwy do speªnienia w KTP, kiedy do opisu oddziaªywa« stosuje si¦
procedur¦ grupy renormalizacji dla cz¡stek efektywnych. Ta procedura jest
potrzebna, bowiem KTP prowadzi do rozbie»no±ci ultra�oletowych wynika-
j¡cych z lokalnego charakteru oddziaªywa«. Problem istnienia rozbie»no±ci
w lokalnej teorii dotyka wszystkich generatorów grupy Poincaré zale»nych od
oddziaªywania cz¡stek i wymaga regularyzacji. Regularyzacja oprócz tego,
»e wprowadza do teorii aprioryczny parametr regularyzacji (de facto wpro-
wadza ten parametr przez caªy schemat regularyzacji), to niszczy symetrie
jakie potencjalnie zawieraªa w sobie lokalna teoria.

7
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Gdyby teoria nie wymagaªa regularyzacji, problem byªby ju» rozwi¡-
zany przez Diraca. Poniewa» podanie dobrej teorii wymaga regularyzacji,
a regularyzacja ªamie relacje (2.1-2.3), potrzebna jest dodatkowa procedura
uniezale»niaj¡ca �zycznie akceptowaln¡ teori¦ od regularyzacji, z zachowa-
niem poj¦cia cz¡stek. Poj¦cie cz¡stek kwantowych w odró»nieniu od pól, nie
jest uzasadnione wzgl¦dami czysto matematycznymi lecz faktami do±wiad-
czalnymi, które przemawiaj¡ za kwantow¡ natur¡ materii i promieniowania.
W przypadku oddziaªywa« silnych wyniki do±wiadczalne, przemawiaj¡ce za
cz¡stkow¡ natur¡ hadronów, s¡ zebrane w tablicach mezonów i hadronów
zbudowanych z konstytuentnych kwarków i antykwarków [19]. W tablicach
tych nie pojawia si¦ spektrum mas hadronów analogiczne do serii Balmera
dla atomu wodoru. Widmo hadronów wygl¡da tak, jakby wzbudzenia pola
gluonowego byªy opisywane przez kwanty o du»ej masie, rz¦du masy protonu.
Dlatego problem konstrukcji generatorów, które speªniaj¡ relacje (2.1-2.3) w
KTP, z my±l¡ o opisie oddziaªywa« silnych warto rozwa»y¢ pod k¡tem precy-
zyjnej teorii cz¡stek efektywnych. Naszym celem jest wst¦pna analiza teorii
gluonów efektywnych w chromodynamice kwantowej, oparta na wielu daleko
id¡cych uproszczeniach. Niemniej, teoria, któr¡ b¦dziemy analizowa¢ musi
by¢ skonstruowana wedªug schematu zawieraj¡cego wymagania reguª komu-
tacyjnych (2.1-2.3).

Prezentowana przez nas analiza opiera si¦ na propozycji realizacji po-
mysªu Diraca w lokalnej kwantowej teorii przez zastosowanie specjalnej pro-
cedury grupy renormalizacji do chromodynamiki gluonów, w której lokalne
punktowe bozony cechowania zast¡pione zostaj¡ przez efektywne cz¡stki cha-
rakteryzowane przez pewn¡ skal¦ λ o wymiarze p¦du. W odró»nieniu od
cz¡stek o rozmiarach punktowych, cz¡stki efektywne s¡ rozci¡gªymi obiek-
tami o charakterystycznych rozmiarach 1/λ. Powszechnie znane trudno±ci
techniczne chromodynamiki zmuszaj¡ nas do daleko id¡cych uproszcze«, ale
procedura na której opiera si¦ nasze podej±cie nie wymaga rozwa»ania wszyst-
kich komplikacji niezb¦dnej teorii, kiedy rozwa»a si¦ przedstawienie trudno±ci
obrazu cz¡stkowego spowodowane rozbie»no±ciami ultra�oletowymi. Przed-
stawiony poni»ej schemat konstrukcji generatorów grupy Poincaré za pomoc¡
cz¡stek efektywnych jest na tyle ogólny, »e jego zasady mo»na przedstawi¢
na przykªadzie cz¡stek skalarnych, a problemy zwi¡zane ze spinem i symetri¡
cechowania b¦d¡ analizowane w nast¦pnych rozdziaªach.

Zasada naszej konstrukcji polega na tym, »e generatory grupy Poincaré s¡
zapisane za pomoc¡ cz¡stek efektywnych, których oddziaªywania zawieraj¡
czynnik ksztaªtu w wierzchoªkach (formfaktory) i s¡ ju» wolne od rozbie»no±ci
ultra�oletowych. Sztuka polega na okre±leniu w jaki sposób mo»na w ogóle
doj±¢ do usuni¦cia zale»no±ci od regularyzacji i odtworzenia symetrii Poincaré
w teorii cz¡stek efektywnych.
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Procedura, której u»ywamy jest przeprowadzana w rachunku zaburze«,
rz¡d po rz¦dzie w staªej sprz¦»enia g. Zakªadamy, »e staªa sprz¦»enia g jest
maªa, powoªuj¡c si¦ na warunek asymptotycznej swobody. W teorii skalarnej
w 4 wymiarach, której u»ywamy do wyªo»enia schematu naszego rozumowa-
nia, nie mamy peªnego obrazu chromodynamiki z asymptotyczn¡ swobod¡,
zakªadamy jedynie, »e staªa g jest dowolnie maªa i rozwa»amy teori¦ skalarn¡
wyª¡cznie w celu przedstawienia konstrukcji w rachunku zaburze« (nie roz-
wa»amy »adnych efektów nieperturbacyjnych teorii skalarnej, np. wªasno±ci
stanu pró»ni). Naszym gªównym celem w tej cz¦±ci, jest podanie konstrukcji
hamiltonianu i innych generatorów zale»nych od oddziaªywania.

2.1 Front ±wietlny
Standardowo stan kwantowy ukªadu �zycznego okre±la si¦ na hiperpowierzchni
staªego czasu, np. x0 = 0. W takim wypadku generatorami s¡ generatory
przesuni¦¢ przestrzennych ~P i obrotów ~J . Generatory te zachowuj¡ hiper-
powierzchni¦ x0 = 0 i s¡ niezale»ne od oddziaªywania, takie generatory na-
zwiemy kinematycznymi. Generatory odpowiadaj¡ce transformacji, które nie
zachowuj¡ hiperpowierzchni x0 = 0, zale»¡ od oddziaªywania (w przypadku
teorii oddziaªuj¡cej) i nazwiemy je generatorami dynamicznymi. W standar-
dowym sformuªowaniu s¡ to, hamiltonian P 0 opisuj¡cy ewolucj¦ do czasów z
t 6= 0 oraz generatory pchni¦¢ ~K.

Mo»liwe s¡ jednak alternatywne sformuªowania teorii, które sklasy�kowaª
Dirac [12, 17]. Jednym z nich jest sformuªowanie teorii na froncie ±wietl-
nym, przez co rozumiemy u»ycie hiperpªaszczyzny stycznej do sto»ka ±wietl-
nego, konwencjonalnie dan¡ przez warunek, by rol¦ czasu peªniªa zmienna
x+ = x0 + x3 = 0. Podstawowe wiadomo±ci sformuªowania dynamiki na
froncie ±wietlnym s¡ podane w dodatku A. W teorii na froncie ±wietlnym
jest a» 7 generatorów kinematycznych: P+, P⊥, M+−, M12 i M+⊥, gdzie
⊥= (1, 2), oraz 3 generatory dynamiczne P− i M−⊥. Zwracamy uwag¦ na
to, »e w standardowym sformuªowaniu jest 6 generatorów kinematycznych i
4 dynamiczne. Sformuªowanie na froncie mo»e nie±¢ uproszczenia w opisie
dynamiki. Z drugiej strony nic nie ma za darmo i przyjdzie nam zapªaci¢
cen¦ za to uproszczenie w reprezentacji algebry (patrz nast¦pne rozdziaªy).

Gªówne korzy±ci wynikaj¡ce z faktu istnienia a» 7 generatorów kinema-
tycznych i tylko 3 dynamicznych to:

• Odziaªywania natychmiastowe obecne w hamiltonianie nie ªami¡ za-
sady przyczynowo±ci (w cechowaniu A+ = 0 w wyra»eniu na potencjaª
natychmiastowy pojawiaj¡ si¦ jedynie odwortno±ci operatora ∂+, a nie
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odwrotno±ci laplasjanu, jak to ma miejsce w wyra»eniu na potencjaª
Coulomba w cechowaniu A0 = 0 w standardowym sformuªowaniu).

• W hamiltonianie nie wyst¦puj¡ oddziaªywania zawieraj¡ce wyª¡cznie
operatory kreacji lub wyª¡cznie operatory anihilacji z dokªadno±ci¡ do
tzw. modów zerowych. Dzieje si¦ tak dzi¦ki nieujemno±ci zmiennej
p+. Jedynie w przypadku, gdy wszystkie kreowane lub anihilowane
cz¡stki maj¡ indywidualne p¦dy p+ = 0, przypadek modów zerowych,
to mo»liwa jest wyª¡czna kreacja lub wyª¡czna anihilacja cz¡stek. W
naszych rozwa»aniach b¦dziemy jednak wolni od tego problemu, bo-
wiem rozwa»ane przez nas oddziaªywania b¦d¡ w odpowiedni sposób
zregularyzowane.

• Rol¦ energii w sformuªowaniu na froncie ±wietlnym gra skªadowa p−,
która dla cz¡stek swobodnych ma posta¢ p− = (m2 + p⊥ 2)/p+, co
jest wyra»eniem nie zawieraj¡cym pierwiastków. Fakt ten uªatwia opis
procesów kreacji i anihilacji cz¡stek, poniewa» nie ma potrzeby reinter-
pretacji stanów o ujemnych energiach. Ponadto mo»na speªni¢ reguªy
komutacyjne bez konstruowania pierwiastka z operatora.

• W sformuªowaniu na froncie ±wietlnym ruch ukªadu zawsze mo»na roz-
ªo»y¢ na ruch caªo±ci i ruch wzgl¦dny. Rozkªad taki nie istnieje w rela-
tywistycznym przypadku w sformuªowaniu równoczasowym. Istnienie
takiego rozkªadu w sformuªowaniu na froncie ±wietlnym jest istotne, bo
umo»liwia regularyzacj¦ poprzez ograniczenie tylko p¦dów wzgl¦dnych.

• Dzi¦ki kinematyczno±ci generatora M+− i regularyzacji respektuj¡cej
symetrie kinematyczne mo»liwe jest pchni¦cie dowolnego stanu do ukªadu
niesko«czonego p¦du. Pozwala to wykorzysta¢ osi¡gni¦cia modelu par-
tonowego do opisu procesów niskoenergetycznych i wyskokoenergetycz-
nych procesów rozpraszania w jednym sformuªowaniu teorii.

2.2 Kanoniczne generatory grupy Poincaré w
KTP

Na przykªadzie teorii skalarnej z oddziaªywaniem gφ3 zaprezentujemy kon-
strukcj¦ efektywnej algebry Poincaré do rz¦du g2. Punktem wyj±cia do takiej
konstrukcji jest procedura kanoniczna, która dostarcza nam wyj±ciowych teo-
riopolowych wyra»e« na P µ i Mµν . Po»¡dane symetrie mo»na wbudowa¢ w
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teori¦ na poziomie klasycznego wyra»enia na g¦sto±¢ lagran»janu,

L =
1

2
∂µφ∂µφ− 1

2
m2φ2 − 1

3!
gφ3 . (2.4)

Niezmienniczo±¢ L wzgl¦dem symetrii przesuni¦¢ prowadzi do wyra»enia na
g¦sto±¢ tensora energii-p¦du

Tµν =
∂L

∂(∂µφ)
∂νφ− gµνL . (2.5)

Generatory P µ i Mµν zde�niowane s¡ nast¦puj¡co:

P µ =
1

2

∫
d2x⊥dx− : T+µ

∣∣∣∣
x+=0

: , (2.6)

Mµν =
1

2

∫
d2x⊥dx− : (xµT+ν − xνT+µ)

∣∣∣∣
x+=0

: . (2.7)

W chwili x+ = 0, pole φ mo»na rozªo»y¢ na mody fourierowskie

φ(x) =

∫
[p]

(
eipxa†p + e−ipxap

)∣∣∣∣
x+=0

, (2.8)

gdzie

[p] =
dp+d2p⊥

16π3p+
θ(p+) . (2.9)

Wspóªczynniki a†p i ap z (2.8) s¡ kwantowane za pomoc¡ reguª komutacyjnych.
[ap, a

†
q] = 16π3p+δ3(p− q) , (2.10)

gdzie δ3(p−q) = δ(p+−q+)δ2(p⊥−q⊥). U»ywaj¡c rozkªadu (2.8) i dokonuj¡c,
w wyra»eniach na P µ i Mµν , uporz¡dkowania normalnego operatorów kreacji
i anihilacji, przez co rozumiemy umieszczenie wszystkich operatorów kreacji
na lewo od operatorów anihilacji i oznaczamy przez : :, dostajemy wyra»enia
na kwantowe generatory P µ i Mµν .
Generatory kinematyczne:

P+ =

∫
[p]p+a†pap , (2.11)

P i =

∫
[p]pia†pap , (2.12)

M+− = −2i

∫
[p]p+

∂a†p
∂p+

ap , (2.13)

M+j = i

∫
[p]p+

∂a†p
∂pj

ap , (2.14)

M12 = i

∫
[p]

(
p1

∂a†p
∂p2

ap − p2
∂a†p
∂p1

ap

)
(2.15)
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i dynamiczne:

P− = P−
0 + gP−

1 =

∫
[p]p−a†pap +

1

2
g

∫
[123]δ̃(a†1a

†
2a3 + h.c.) , (2.16)

M−j = M−j
0 + gM−j

1 = i

∫
[p]

(
p−

∂a†p
∂pj

ap + 2pj
∂a†p
∂p+

ap

)

+

[
i

2
g

∫
[123]

(
∂

∂pj
3

δ̃

)
a†1a

†
2a3 + h.c.

]
. (2.17)

Przez [12..k] oznaczamy [p1][p2]..[pk], gdzie [pi] jest dane przez (2.9). Symbol
δ̃ w powy»szych wyra»eniach to skrótowy zapis na

δ̃ ≡ 16π3δ3

(∑
i∈out

pi −
∑
j∈in

pj

)
, (2.18)

gdzie zbiór in oznacza cz¡stki anihilowane podczas oddziaªywania, natomiast
out kreowane.

W przypadku teorii swobodnej, tj. gdy g = 0, relacje komutacyjne (2.1 -
2.3) s¡ speªnione, ale dla g 6= 0 tak nie jest. Wtedy bowiem iloczyn dowol-
nych dwóch spo±ród trzech operatorów P−, M−1 lub M−2 nie istnieje (jest
niesko«czony). Aby nada¢ sens tym wyra»eniom musimy je zregularyzowa¢
i robimy to przez dodanie odpowiedniego czynnika regularyzuj¡cego r∆. Do
zde�niowania czynnika r∆ potrzebne nam b¦d¡ odpowiednie zmienne,

xd/p =
k+

d

k+
p

=
xd

xp

, (2.19)

κ⊥d/p = k⊥d − xd/p . (2.20)
Indeks d w powy»szych wzorach oznacza p¦du cz¡stki kreowanej lub anihilo-
wanej w oddziaªywaniu, a indeks p odnosi si¦ do p¦du �rodzica�, który mo»na
zde�niowa¢ jako poªow¦ sumy p¦dów wszystkich cz¡stek bior¡cych udziaª w
oddziaªywaniu. Regularyzacj¦ r∆ de�niujemy nast¦puj¡co [16]:

r∆(p, d) = r̃∆(p, d)r̃∆(p, p− d) , (2.21)

gdzie

r̃∆(p, d) = r̃∆

(
κ⊥2

d/p

)
. (2.22)

W tej pracy czynnik r̃∆ wybieramy w postaci,

r̃∆(κ⊥2) = exp

(
−κ⊥2

∆2

)
. (2.23)
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Regularyzacja wprowadza do teorii sztuczny parametr ∆, nieobecny w wyj-
±ciowej teorii lokalnej i oprócz tego parametru wprowadzamy zale»no±¢ od re-
gularyzacji w schemacie renormalizacji. Czynnik r∆ mo»na wybra¢ na ró»ne
sposoby i ta posta¢ zostaªa wybrana ze wzgl¦du na prostot¦ i dlatego, »e nie
ªamie kinematycznych symetrii frontu ±wietlnego. Ponadto eksponencjalna
zale»no±¢ od p¦du wzgl¦dnego regularyzuje wszystkie pot¦gowe funkcje, co
jest istotne dla oblicze« w rachunku zaburze«.

Zregularyzowane generatory P−
∆1 i M−j

∆1, j = 1, 2, przyjmuj¡ posta¢.

P−
∆1 =

1

2

∫
[123]δ̃ r∆(3, 1)a†1a

†
2a3 + h.c. . (2.24)

M−j
∆1 =

i

2

∫
[123]

(
∂

∂pj
3

δ̃

)
r∆(3, 1)a†1a

†
2a3 + h.c. . (2.25)

Zale»no±¢ r∆ jedynie od p¦du wzgl¦dnego zapewnia, »e s¡ zachowane symetrie
frontu ±wietlnego, dzi¦ki czemu relacje komutacyjne pomi¦dzy P−

∆1 i M−j
∆1, a

generatorami kinematycznymi s¡ zachowane. Jedyne zªamane relacje to

[P−
∆ , M−j

∆ ] = Bj
∆ , (2.26)

dla j = 1, 2, oraz

[M−1
∆ ,M−2

∆ ] = B12
∆ . (2.27)

Bj
∆ i B12

∆ powinny by¢ równe zeru, aby algebra byªa speªniona. Przykªadowo
podajemy posta¢ Bj

∆,

Bj
∆ =

{
i

2
g

∫
[123]

[
2∑

l=1

(
p−l

∂

∂pj
l

+ 2pj
l

∂

∂p+
l

)
r∆(3, 1)

]
δ̃ a†1a

†
2a3 − h.c.

}

+ ig2

∫
[1234]

θ(p+
1 − p+

3 )

p+
1 − p+

3

{
∂

∂pj

[
r∆(1, p)r∆(4, p)

]∣∣∣∣
p=p1−p3

}
δ̃ a†1a

†
2a3a4

+

{
i

2
g2

∫
[1234]

1

p+
12

r∆(p, 1)

[
∂

∂pj
r∆(4, p)

∣∣∣∣
p=p1+p2

]
δ̃ a†1a

†
2a
†
3a4 − h.c.

}
,

(2.28)

gdzie p+,⊥
12... = p+,⊥

1 + p+,⊥
2 + · · · . Posta¢ B12

∆ jest podobna.
Poka»emy, »e RGPEP prowadzi do wyra»e« na zrenormalizowane gene-

ratory P µ
λ i Mµν

λ dla cz¡stek efektywnych, które nie zale»¡ od regularyzacji
i speªniaj¡ reguªy komutacyjne do rz¦du g2. Ograniczenie do rz¦du g2 wy-
daje si¦ bardzo silne i osªabiaj¡ce znaczenie rozwijanej teorii, nale»y jednak
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zwróci¢ uwag¦ na fakt, »e Dirac uwa»aª zadanie znalezienia reguª komuta-
cyjnych nawet do rz¦du g2 za problem trudny do rozwi¡zania ze wzgl¦du na
nieliniowo±¢ równa« (2.1-2.3) i wskazywaª formalizm na froncie, jako szans¦
na prób¦ jego rozwi¡zania.

2.3 Procedura RGPEP
Procedura RGPEP pozwala na usuni¦cie rozbie»no±ci ultra�oletowych po-
przez znalezienie odpowiednich kontrczªonów X∆, które dodaje si¦ do zre-
gularyzowanych generatorów. W ten sposób otrzymuje si¦ hamiltonian efek-
tywny Hλ niezale»ny od zastosowanej regularyzacji r∆. Przedstawiamy dla
kompletno±ci gªówne elementy tej procedury [9, 10].

Zregularyzowany hamiltonian H∆ z dodanymi do niego kontrczªonami X∆

mo»e by¢ zapisany za pomoc¡ efektywnych operatorów kreacji i anihilacji a†λ
i aλ, które wi¡»¡ si¦ ze stopniami swobody a† i a wyj±ciowej kanonicznej teorii
lokalnej poprzez transformacj¦ unitarn¡ Uλ. Zarówno kontrczªony X∆ jak i
transformacja Uλ s¡ znajdowane w rachunku zaburze« w staªej sprz¦»enia g
teorii wyj±ciowej. Oznaczmy a†λ lub aλ przez qλ, a a† lub a przez q. Wówczas
mamy

q = U
†
λqλUλ . (2.29)

Zapisanie hamiltonianu za pomoc¡ operatora qλ nie zmienia H jako opera-
tora, wi¦c

Hλ(qλ) = H(q) . (2.30)
Korzystaj¡c z (2.29), dostajemy

Hλ ≡ Hλ(q) = U
†
λHλ(qλ)Uλ . (2.31)

Pomocniczy operator Hλ ma te same wspóªczynniki w rozwini¦ciu na sum¦
iloczynów q, jak Hλ(qλ) w rozwini¦ciu na sum¦ iloczynów qλ. Hamiltonian
efektywny Hλ(qλ) dostaniemy z Hλ poprzez zamian¦ q na qλ.

Transformacja Uλ jest tak skonstruowana, »e hamiltonian Hλ zawiera w
czªonach oddziaªywania czynniki ksztaªtu (formfactory), co mo»na zapisa¢
jako

Hλ = fλGλ , (2.32)
gdzie Gλ to pewien operator, który znajdziemy z równa« grupy renormalizacji
zakªadaj¡c u»ytecznie wybran¡ posta¢ fλ. Dla dowolnego operatora Ôλ

Ôλ =

∫
[1..n n + 1 ..m]δ̃ v(1, .., m) a†λ1 · · · a†λnaλ n+1 · · · aλm , (2.33)
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to fλÔλ oznacza nast¦puj¡cy operator

fλÔλ =

∫
[1..n n + 1 ..m]δ̃ fλ v(1, .., m) a†λ1 · · · a†λnaλ n+1 · · · aλm , (2.34)

gdzie dla przykªadu

fλ = exp

[
−(M2

in −M2
out)

2

λ4

]
, (2.35)

a M2 oznacza kwadrat masy inwariantnej tj. M2 = (p1 + · · · + pk)
2, gdzie

pi to czterop¦dy z grupy cz¡stek anihilowanych (in) lub z grupy cz¡stek
kreowanych (out). M2 oblicza si¦ korzystaj¡c z p− = (p⊥2 + m2)/p+.

Wprowadzaj¡c pomocniczy operator Gλ = Gλ(q), podobnie jak to zrobi-
li±my dla Hλ, mo»na pokaza¢, »e

G′Iλ =
[
fλGIλ, {(1− fλ)GIλ}′G0

]
, (2.36)

gdzie GI = G − G0, natomiast G0 = G(g = 0). Znak ′ oznacza ró»nicz-
kowanie po λ. Operator w nawiasie klamrowym jest zde�niowany nast¦pu-
j¡co, dla dowolnego operatora Ô symbol {Ô}G0 oznacza rozwi¡zanie równania
[{Ô}G0 , G0] = Ô. Warunkiem pocz¡tkowym dla (2.36) jest G∞ = H∆ + X∆,

Gλ = G∞ +

∫ λ

∞
ds

[
fsGIs, {(1− fs)GIs}′G0

]
. (2.37)

Zauwa»my, »e we wzorze tym czynnik (1 − fλ) zawsze wyst¦puje z kore-
sponduj¡c¡ z nim ró»nic¡ mas inwariantnych, M2

a −M2
b . Wyj¡tkow¡ cech¡

tego sformuªowania jest to, »e w rachunku zaburze« nigdy nie pojawiaj¡ si¦
maªe ró»nice mas inwariantnych w mianowniku i dla maªych staªych sprz¦-
»enia rachunek zaburze« nie mo»e generowa¢ du»ych poprawek (silne efekty
oddziaªywania opisywane s¡ dopiero w równaniu wªasnym dla hamiltonianu
efektywnego). Brak maªych mianowników osi¡ga si¦ poprzez odpowiedni wy-
bór czynnika fλ. fλ musi odpowiednio szybko zanika¢ jako funkcja M2

a−M2
b .

W pracy dyskutujemy dwa wybory fλ. Pierwszy dany wzorem (2.35), który
w przypadku gdy M2

a → M2
b , prowadzi do nast¦puj¡cego zachowania

1− fλ

M2
a −M2

b

=
M2

a −M2
b

λ4
+ · · · . (2.38)

Jak wida¢ taki wybór zabezpiecza nas przed pojawieniem si¦ maªych mia-
nowników. Drugi wybór to

fλ = exp

[
−(Min −Mout)

2

λ2

]
, (2.39)
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który w tej samej granicy M2
a → M2

b prowadzi do

1− fλ

M2
a −M2

b

=
Ma −Mb

λ2(Ma + Mb)
− (Ma −Mb)

3

2λ4(Ma + Mb)
+ · · · . (2.40)

W tym przypadku w granicy, gdy M2
a → 0 i M2

b → 0, pierwszy wyraz rozwi-
ni¦cia nie zanika, jak to jest w przypadku (2.38), a d¡»y do 1/λ2. Powstaje
wi¦c obawa, czy drugi wybór nie b¦dzie prowadziª do generacji marginalnych
operatorów podczas procedury renormalizacji. Obliczenia numeryczne jakie
przeprowadzili±my nie potwierdzaj¡ tej obawy, a wr¦cz przeciwnie, pokazuj¡
zalety takiego wyboru. Jest to te» zgodne z wynikami pracy w której zaob-
serwowano, »e wolniejszy zanik fλ mo»e pomaga¢ w uzbie»nieniu rachunku
zaburze« [20].

Równanie (2.37) mo»emy rozwi¡zywa¢ rz¡d po rz¦dzie w g rozwijaj¡c GI

w szereg pot¦gowy w g,

GI =
∞∑

n=0

gnτn . (2.41)

W pierwszym rz¦dzie dostajemy

τ ′1 = 0 , (2.42)

co po odcaªkowaniu daje

τλ1 = τ∞1 . (2.43)

W tym rz¦dzie »adne kontrczªony nie s¡ potrzebne. W rozwa»anym przez
nas przypadku teorii φ3 w pierwszym rz¦dzie otrzymujemy (po uwzgl¦dnieniu
(2.31) i (2.32))

P−
1λ = fλτλ1(q → qλ) =

1

2

∫
[123]δ̃ fλa

†
λ1a

†
λ2aλ3 + h.c. . (2.44)

W drugim rz¦dzie mamy

τ ′2 = [{f ′τ1}, fτ1] = f2[τ1τ1] , (2.45)

gdzie f2 = {f ′}f − f{f ′}. Pierwszy wyraz z f w f2 odnosi sie do pierw-
szego operatora, τ1, w nawiasie kwadratowym. Nawias kwadratowy oznacza
wszystkie poª¡czone diagramy powstaªe z normalnego uporz¡dkowania ilo-
czynu τ1τ1.
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Przedstawmy τ1 jako τ1 = α21 + α12, gdzie α21 oznacza cz¦±¢ τ1 z dwoma
operatorami kreacji i jednym anihilacji i analogicznie przedstawimy τ2,

τ2 = β11 + β31 + β13 + β22 . (2.46)

Wówczas mamy

βλ11 = 2F2λ[α12α21]11 + β∞11 , (2.47)
βλ31 = 2F2λ[α21α21]31 , (2.48)
βλ13 = 2F2λ[α12α12]13 , (2.49)
βλ22 = F2λ[α21α12 + 4α12α21]22 , (2.50)

gdzie

F2λ =

∫ λ

∞
dsf2 . (2.51)

W przypadku gdy, fλ = exp(−ab2/λ4), otrzymujemy

F2λ(a, b, c) =
p+

baba + p+
bcbc

ba2 + bc2
(fabfbc − 1) , (2.52)

gdzie ab = M2
a −M2

b . Prowadzi to do nast¦puj¡cego wyra»enia na P−
λ2

P−
λ2 =

∫
[p]

δm2
λ

p+
a†λpaλp

+

∫
[1234][fλ δ̃ V 22

λ a†λ1a
†
λ2aλ3aλ4 + (fλ δ̃ V 31

λ a†λ1a
†
λ2a

†
λ3aλ4 + h.c.)] ,

(2.53)

gdzie

V 22
λ =

1

4p+
12

F22s
2λ +

θ(p+
1 − p+

3 )

p+
1 − p+

3

F22ex
2λ , (2.54)

V 31
λ =

1

2p+
12

F31
2λ . (2.55)

Czynniki F22s
2λ , F22ex

2λ i F31
2λ odpowiadaj¡ odpowiadnim kon�guracjom przed-

stawionym na rys. 2.2.
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P
−

λ1

P
−

λ2
=

f
λ

+

p+δm
2
λ

V λ
22

f
λ

f
λ

V λ
31

h.c.+ +

=

+ +

Rysunek 2.1: Gra�czne przedstawienie czªonów oddziaªywania w P−
λ rz¦du

g i g2.

a b c

iii)

a b c

i)

a b c

ii)

2

1

3 4

1

2

3

4

1

2

3

4

Rysunek 2.2: Ilustracja czªonów oddziaªywania zawieraj¡cych czynniki: i)
F31

2λ; ii) F22s
2λ ; iii) F22ex

2λ .

2.4 Uogólnienie na caª¡ algebr¦ Poincaré
Procedur¦ RGPEP mo»na uogólni¢ na wszystkie generatory grupy Poincaré
[18]. Robimy to znajduj¡c jawnie Uλ, dzi¦ki czemu wyra»amy operatory q w
teorii wyj±ciowej przez operatory cz¡stek efektywnych qλ. Jawn¡ posta¢ Uλ

mo»na znale¹¢ wykorzystuj¡c (2.31) i (2.36). Dostajemy równanie ró»nicz-
kowe na Uλ.

U′
λ = Uλ {(1− fλ)GIλ}′G0

. (2.56)

Warunkiem pocz¡tkowym jest Uλ = 1 dla λ = ∞. Równanie (2.56) rozwi¡-
zuje si¦ w rachunku zaburze« podobnie jak (2.36). Wyra¹my q jako szereg
pot¦gowy w g, wówczas

q0 = qλ . (2.57)
q1 = [qλ, uλ1] , (2.58)

q2 = [qλ, vλ2] +
1

2
[[qλ, uλ1], uλ1] , (2.59)
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gdzie
u1 = (1− fλ)G1 , (2.60)

u2 =
1

2
u2

1 + v2 , (2.61)

v2 = {(1− f)G2}+
1

2

∫ λ

∞
ds[us1, u

′
s1] . (2.62)

Dla przykªadu

a†1p =

∫
[12]

[
−1

2
δ̃(p− p12)rp,1

1− f12

p− − p−12

a†λ1a
†
λ2

+δ̃(p2 − p1p)r2,p
1− f1p

p−2 − p−1p

a†λ2aλ1

]
, (2.63)

a†2p = − 1

64π2

∫ 1

0

dx

∫ ∞

M2
0

dM2 (1− fλ)
2

(M2 −m2)2
r2
∆ a†λp

−
∫

[123]

{
1

2
r1+2,1rp,3

1

p+
12

a31
+ (123p) δ̃(p− p123) a†λ1a

†
λ2a

†
λ3

+

[
r1,3rp,2

θ(p+
1 − p+

3 )

p+
1 − p+

3

a22ex
+ (123p) + r1+2,1r3+p,3

1

2p+
12

a22s
+ (123p)

+ r1,pr3,2
θ(p+

1 − p+)

p+
1 − p+

a22ex
− (12p3)

]
δ̃(p3p − p12) a†λ1a

†
λ2aλ3

−
[
r1+p,1r3,2

1

p+
1p

a31
− (p123) +

1

2
r1+2,1r3,p

1

p+
12

a31
+ (12p3)

]

× δ̃(p3 − p12p) a†λ3aλ1aλ2

}
, (2.64)

gdzie
a± = B± C , (2.65)

B = p+
ac

1− fac

ca
F2(a, b, c)

−1

2

p+
abp

+
bc

ba bc

[
fab − fbc − ba2 − bc2

ba2 + bc2
(fabfbc − 1)

]
, (2.66)

C =
1

2

p+
abp

+
bc

ba bc
(1− fab)(1− fbc) . (2.67)

Indeksy w nawiasach w wyra»eniach na ri(jk) lub ri(j−k) oznaczaj¡, »e κ⊥ wy-
st¦puj¡ce jako argument funkcji r∆ jest obliczane jako p¦d wzgl¦dny cz¡stki
i i drugiej cz¡stki o p¦dzie pj + pk lub pj − pk.
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2

1

p

p
+

3

1

2

p

+
3

1

p
2

+ + +
1

2

3

p

1

2 3

p 1

2

3

p

a
1p

= +
1

2
p

a
2p

= +
1

2

3
p

Rysunek 2.3: Symboliczna reprezentacja wyra»e« na a†. Linie kropkowane
pokazuj¡ w jaki sposób do wzorów (2.63) i (2.64) wchodzi p¦d p.

Gdy znamy zale»no±¢ q(qλ), mo»emy obliczy¢ wszystkie generatory grupy
Poincaré wedªug wzoru,

Ã∞[q(qλ)] = Ãλ(qλ) . (2.68)

Podstawienie to prowadzi do pojawienia si¦ rozbie»no±ci ultra�oletowych w
wyra»eniach na generatory M−1 i M−2, tak jak to jest w przypadku P−,
rozbie»no±ci te wymagaj¡ dodatkowych kontrczªonów X∆, które pozwalaj¡
na usuni¦cie rozbie»no±ci.

Ã∞(q) = A∆ + X∆ . (2.69)

Gdy kontrczªony X∆ s¡ ju» znalezione, wówczas mo»emy przej±¢ do granicy
∆ → ∞ w wyra»eniu na Ã∞(q), dzi¦ki czemu otrzymujemy wyra»enie na
efektywny generator Aλ.

Aλ(qλ) = Ãλ(qλ)
∣∣∣
r∆=1

. (2.70)

W przypadku teorii skalarnej w generatorach M−⊥ potrzebny jest jedynie
kontrczªon masowy, który okazuje si¦ by¢ identyczny dla P− jak i M−⊥. Efek-
tywne generatory dynamiczne M−1

λ i M−2
λ uzyskuj¡ posta¢, w której czªony

z oddziaªywaniem maj¡ czynniki ksztaªtu, tak jak to byªo w przypadku P−
λ .

M−j
λ1 = fλM

−j
1 (q → qλ) , (2.71)
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M−j
λ2 = i

∫
[p]

δm2
λ

p+

(
∂a†λp

∂pj

)
aλp

+ i

∫
[1234]

1

p−34 − p−12

[
fλD

j(δ̃ V 22
λ ) + δ̃ Ṽ 22

λ

]
a†λ1a

†
λ2aλ3aλ4

+

{
i

∫
[1234]

1

p−4 − p−123

[
fλD

j(δ̃ V 31
λ ) + δ̃ Ṽ 31

λ

]
a†λ1a

†
λ2a

†
λ3aλ4 + h.c.

}
.

(2.72)

Symbol Dj =
∑4

l=1 ∂−l, a p−i...n = p−i + p−n . Natomiast funkcje Ṽ 22
λ i Ṽ 31

λ ,
nieobecne w wra»eniu na P−

λ2, wynosz¡

Ṽ j22
λ =

θ(p+
1 − p+

3 )

p+
1 − p+

3

∂

∂pj
(f2pf3p)

∣∣∣∣
p=p1−p3

, (2.73)

Ṽ j31
λ =

1

2p+
12

f12
∂

∂pj
f3p

∣∣∣∣
p=p1+p2

. (2.74)

Jak wida¢ M−j
λ2 uzyskaª w wyniku transformacji podobie«stwa dodatkowe

=λ2
M

− j

p+δm
2
λ

Den.
1

D jf
λ

V λ
j22

Den.
1

f
λ

f
λ

+

D j

V λ
31

h.c.

V λ
31j

V λ
22

=λ1
M

− j

+

+ + +j

j j

++

Rysunek 2.4: Gra�czna ilustracja do wyra»e« na M−⊥
λ rz¦du g i g2.

wyrazy oddziaªywania. Te oddziaªywania nie maj¡ swoich analogów w P−
λ2,

nie wpªywaj¡ one jednak na fakt, »e M−j
λ2 podobnie jak P−

λ2 uzyskaª posta¢
przydiagonaln¡.

Pomimo tego relacje komutacyjne pomi¦dzy P−
λ i M−j

λ s¡ speªnione do
drugiego rz¦du w g2, niezale»nie od warto±ci λ. Jedyny warunek jaki musie-
lismy speªni¢, to przyj¦cie tej samej warto±ci cz¦±ci sko«czonej λ0 i postaci
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cz¦±ci sko«czonej kontrczªonu masowego. W tak dobranej procedurze w wy-
ra»eniach na P−

λ2, M−j
λ2 i M−j

λ2 mamy identyczne wyra»enie na mas¦ δm2
λ.

δm2
λ = δm2

0 +
1

32π2

∫ 1

0

dx

∫ ∞

M2
0

dM2 f 2
λ − f 2

λ0

M2 −m2
, (2.75)

gdzie M2
0 = m2/[x(1− x)].

Efektywne generatory kinematyczne ró»ni¡ si¦ od swoich odpowiedników
w wyj±ciowej teorii tylko zamian¡ q na qλ.

Otrzymujemy w ten sposób peªn¡ algebr¦ Poincaré speªniona do rz¦du g2.
W szczególno±ci oznacza to, »e odtwarzamy w oddziaªuj¡cej teorii na froncie
±wietlnym algebr¦ momentu p¦du J1

λ = 1/2(M−2
λ −M+2

λ ), J2
λ = −1/2(M−1

λ −
M+1

λ ), J3
λ = M12

λ [17],

[J i
λ, J

j
λ] = iεijkJ

k
λ + o(g3) . (2.76)

Zwi¡zek (2.76) jest szczególnie istotny w analizie równania wªasnego dla sta-
nów zwi¡zanych. Jednak»e wyst¦puj¡ce w nim generatory obrotów dziaªaj¡
w caªej przestrzeni Fock'a. W rachunkach stanów zwi¡zanych staramy si¦
przybli»y¢ wi¡zanie si¦ cz¡stek przez modelowe równanie dla sko«czonej licz-
bie cz¡stek efektywnych w stanie zwi¡zanym. Z tego powodu potrzebne jest
dodatkowo przej±cie od (2.76) do modelowych generatorów obrotów w prze-
strzeni ze sko«czon¡ liczb¡ cz¡stek.

Na tym ko«czymy opis schematu post¦powania na przykªadzie teorii ska-
larnej. Analiza teorii z cechowaniem w zastosowaniu do gluonium b¦dzie
podana w nast¦pnym rozdziale.
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QCD na froncie ±wietlnym

Lagran»jan QCD dany jest wzorem,

LQCD = Ψ̄(D/ + m)Ψ− 1

2
Tr(F µνFµν) , (3.1)

gdzie D/ = ∂/ + igA/, F µν = ∂µAν − ∂νAµ + ig[Aµ, Aν ], Aµ = AaµT a. T a s¡ to
generatory grupy SU(3) speªniaj¡ce [T a, T b] = ifabcT c. g jest staª¡ sprz¦»e-
nia QCD. Interesuje nas konstrukcja gluonów efektywnych. Staªa sprz¦»enia
w teorii z samymi gluonami zachowuje si¦ podobnie jak dla kwarków (o ile
zapachów kwarków jest nie wi¦cej ni» 16). Mechanizm powstawania gluonów
efektywnych jest w du»ej cz¦±ci niezale»ny od kwarków. Z tych powodów,
oraz by unikn¡¢ niekoniecznych komplikacji, w niniejszej pracy b¦dziemy zaj-
mowa¢ si¦ czyst¡ gluodynamik¡, drug¡ cz¦±¢ LQCD oznaczamy przez LQCDg.

3.1 HQCDg na froncie ±wietlnym
Z klasycznego lagran»janu LQCDg wynikaj¡ nast¦puj¡ce równania ruchu:

∂µF
µν = ig[F ρν , Aρ] , (3.2)

których u»ycie prowadzi do nast¦puj¡cego wyra»enia na g¦sto±¢ tensora energii-
p¦du,

Tµν = −F µρ∂νAρ +
1

2
gµνTr(F ρσFρσ) . (3.3)

Wybieraj¡c cechowanie Ac+ = 0 (c oznacza indeks kolorowy) i eliminuj¡c
A− dzi¦ki równaniom ruchu (3.2), mo»na wyrazi¢ H za pomoc¡ niezale»nych
stopni swobody Ac⊥. H zapisuje si¦ jako suma czterech skªadników [21].

H = HA2 + HA3 + HA4 + H(A∂A)2 , (3.4)

23
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gdzie:

HA2 = −2Tr
(
Ai(∂⊥)2Ai

)
, (3.5)

HA3 = 4g i∂µTr(Aν [Aµ, Aν ]) , (3.6)
HA4 = −g2Tr([Aµ, Aµ][Aν , Aν ]) , (3.7)

H(A∂A)2 = 2g2Tr

(
[i∂+Aµ, Aµ]

1

(i∂+)2
[i∂+Aν , Aν ]

)
. (3.8)

Indeksy ªaci«skie i, j, . . . oznaczaj¡ kierunki prostopadªe ⊥.
Cz¦±¢ kwadratowa w polach A ma posta¢ analogiczn¡ jak w przypadku QED.
Pozostaªe cz¦±ci s¡ zale»ne od staªej sprz¦»enia g i wynikaj¡ z nieabelowej
natury QCD. Ostatni skªadnik H(A∂A)2 jest charakterystyczny dla sformuªo-
wania teorii na froncie ±wietlnym i odpowiada natychmiastowemu oddziaªy-
waniu Coulomba.

3.1.1 Kwantyzacja
Formuª¦ na kwantowy hamiltonian otrzymamy w wyniku kilkustopniowej
procedury, traktuj¡c klasyczne wyra»enie (3.4) jako punkt startowy. Pierw-
szym krokiem na drodze do kwantowego hamiltonianu jest rozkªad pola A⊥

na mody fourierowskie a†pσc i apσc, które maj¡ interpretacj¦ operatorów kreacji
i anihilacji punktowych gluonów.

Ac⊥(x) =
∑
cσ

∫
[p]

(
ε⊥pσe

−ipxapσc + ε⊥∗pσ eipxa†pσc

)
∣∣∣∣∣
x+=0

, (3.9)

gdzie c jest indeksem kolorowym zmieniaj¡cym si¦ od 1 do 8, σ numeruje
stany polaryzacji gluonów, które s¡ dwa, bo gluony s¡ bezmasowymi cz¡st-
kami o spinie 1. Na operatory kreacji i anihilacji narzucamy nast¦puj¡ce
relacje komutacyjne,

[
apσc, a

†
p′σ′c′

]
= 16π3δcc′δσσ′p

+δ3(p− p′) . (3.10)

Komutatory pomi¦dzy dwoma operatorami kreacji albo dwoma operatorami
anihilacji s¡ równe zeru.

3.1.2 Regularyzacja
Formalne wyra»enia na hamiltonian dane wzorami (3.4-3.8) wymagaj¡ regu-
laryzacji. W przypadku QCDg sformuªowanej na froncie ±wietlnym potrze-
bujemy dwóch rodzajów regulatorów, ultra�oletowego i regularyzacji maªych
x.
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Regularyzacj¦ ultra�oletow¡ wprowadzimy w ten sam sposób jak w przy-
padku teorii skalarnej, stosuj¡c wzory (2.19-2.23), poprzez narzucenie ogra-
niczenia na p¦d wzgl¦dny cz¡stek, κ⊥, a p¦dy caªkowite pozostawiaj¡c bez
ogranicze«.

Drugi rodzaj rozbie»no±ci w chromodynamice kwantowej to rozbie»no±ci
maªych x, b¦d¡ce charakterystyczn¡ cech¡ teorii z cechowaniem na froncie
±wietlnym. Ka»da nowo kreowana czy anihilowana cz¡stka przyczynia si¦
do ich powstawania. Rozbie»no±ci maªych x s¡ niezale»ne od zachowania
ultra�oletowego i procedura RGPEP nie eliminuje ich w trakcie wyliczania
oddziaªywa« cz¡stek efektywnych, tak jak to robi w przypadku rozbie»no±ci
ultra�oletowych poprzez sprowadzenie do efektywnych oddziaªywa«. Wo-
bec tego wyst¦puj¡ w oddziaªywaniach i bior¡ udziaª w obliczeniach stanów
zwi¡zanych. Rozbie»no±ci maªych x mieszaj¡ si¦ z niskoenergetyczn¡ cz¦±ci¡
QCD, która odpowiada za powstawanie stanów zwi¡zanych. Ich istnienie
czyni analiz¦ dynamiki efektywnej gluonów trudn¡. Zobaczymy jednak w
dalszej cz¦±ci, »e istnienie tych rozbie»no±ci mo»e prowadzi¢ nas do zapo-
stulowania takich oddziaªywa« mi¦dzy gluonami efektywnymi, które maj¡
cechy po»¡dane w fenomenologii hadronów. Maªe x odpowiada du»ym odle-
gªo±ciom wzdªu» frontu i prowadzi do silnego wzrostu energii w teorii efek-
tywnych gluonów wtedy, gdy rozmiary rozpatrywanego ukªadu s¡ du»e rów-
nie» w kierunkach prostopadªych. Taki wzrost energii z odlegªo±ci¡ mi¦dzy
gluonami pozwoli nam rozpatrze¢ sprz¦»ony ukªad dwóch i trzech gluonów
efektywnych (bez mo»liwo±ci kreowania wielu gluonów) i opisa¢ zjawisko wi¡-
zania gluonów w relatywistyczny sposób za pomoc¡ uproszczonego równania
Schrödriger'a dla gluonium zbudowanego z dwóch gluonów efektywnych.

Czynnik regularyzuj¡cy obszar maªych x wybierzemy nast¦puj¡co [21]:

rε(p, d) = r̃ε(p, d)r̃ε(p, p− d) , (3.11)

gdzie

r̃ε(p, d) = r̃ε(xd/p) , (3.12)

a xd/p jest cz¦±ci¡ p¦du podªu»nego �rodzica� p niesion¡ przez cz¡stk¦ d i jest
dane przez (2.19). Funkcj¦ r̃ε(x) mo»na wybra¢ jako

r̃ε(x) = xε . (3.13)

Caªkowita regularyzacja b¦dzie iloczynem regularyzacji ultra�oletowej i ma-
ªych x.

r∆ε(p, d) = r∆(p, d)rε(p, d) . (3.14)

Dla uproszczenia wyra»e« b¦dziemy czasem stosowa¢ rp,d zamiast r∆ε(p, d).
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3.2 Zregularyzowany hamiltonian dla QCDg
Zregularyzowany hamiltonian kanoniczny QCDg na froncie ±wietlnym ma
posta¢:

H∆ε = HA2 + HA3 + HA4 + H(A∂A)2 , (3.15)

gdzie

HA2 = T =
∑
cσ

∫
[p]

p⊥2

p+
a†pσcapσc , (3.16)

HA3 = Y + Y † = g
∑
123

∫
[123] δ̃ Y a†1a

†
2a3 + H.c. , (3.17)

HA4 = ΞA4 + W + Ξ†A4

= g2
∑
1234

∫
[1234]

[
δ̃ΞA4a†1a

†
2a
†
3a4 + δ̃Wa†1a

†
2a3a4 + δ̃Ξ∗A4a

†
1a2a3a4

]
,

(3.18)

H(A∂A)2 = Ξ(A∂A)2 + Z + Ξ†(A∂A)2 = g2
∑
1234

∫
[1234]

×
[
δ̃Ξ(A∂A)2a

†
1a
†
2a
†
3a4 + δ̃Za†1a

†
2a3a4 + δ̃Ξ∗(A∂A)2a

†
1a2a3a4

]
. (3.19)

Operator energii kinetycznej T nie wymaga »adnej regularyzacji. Posta¢

+
11

+
1

+
1

+=H
T Y Y

ZX
2 2 2 2

3 3
3

4 4

3

Rysunek 3.1: Gra�czne przedstawienie H∆ε.

funkcji Ξ nie b¦dzie nam potrzebna do opisu stanów zwi¡zanych dwóch glu-
onów efektywnych przy przyj¦tych uproszczeniach. Funkcje Y , W i Z s¡
nast¦puj¡ce:

Y (123) = i f c1c2c3r3,1

×
[
ε⊥∗1 ε⊥∗2 ε⊥3 κ⊥12 − ε⊥∗1 ε⊥3 ε⊥∗2 κ⊥12

1

x1

− ε⊥∗2 ε⊥3 ε⊥∗1 κ⊥12

1

x2

]
, (3.20)



3.3 Hamiltonian efektywny QCDg 2-go rz¦du 27

W (1234) =
1

4
fac1c2fac3c4r1+2,1r3+4,3

(
ε⊥∗1 ε⊥3 ε⊥∗2 ε⊥4 − ε⊥∗1 ε⊥4 ε⊥∗2 ε⊥3

)

− fac1c3fac2c4θ(x1 − x3)r1,3r4,2

(
ε⊥∗1 ε⊥∗2 ε⊥3 ε⊥4 − ε⊥∗1 ε⊥4 ε⊥∗2 ε⊥3

)
, (3.21)

Z(1234) =
1

4
fac1c2fac3c4r1+2,1r3+4,3

(p+
1 − p+

2 )(p+
3 − p+

4 )

(p+
1 + p+

2 )2
ε⊥∗1 ε⊥∗2 ε⊥3 ε⊥4

− fac1c3fac2c4θ(x1 − x3)r1,3r4,2
(p+

1 + p+
3 )(p+

2 + p+
4 )

(p+
1 − p+

3 )2
ε⊥∗1 ε⊥3 ε⊥∗2 ε⊥4 .

(3.22)

3.3 Hamiltonian efektywny QCDg 2-go rz¦du
Procedura RGPEP zastosowana do hamiltonianu H∆ε pozwala wyliczy¢ ha-
miltonian efektywny Hλε dla gluonów efektywnych. Formfaktory powoduj¡,
»e oddziaªywania gluonów efektywnych szybko znikaj¡ z przekazem p¦du i s¡
nieczuªe na regularyzacj¦ w wyj±ciowym hamiltonianie H∆ε. Dzi¦ki temu Hλε

nie zale»y ju» od apriorycznego obci¦cia ∆. Fakt ten jest podkre±lony przez
nasz¡ notacj¦, gdzie pozostawili±my tylko indeks ε oznaczaj¡cy regularyzacj¦
maªych x, a symbolu ∆ reprezentuj¡cego regularyzacj¦ ultra�oletow¡ ju» nie
ma.

Powstaje pytanie, do którego rz¦du trzeba wyliczy¢ hamiltonian efek-
tywny, aby stany zwi¡zane odpowiadaªy chromodynamice kwantowej, a nie
byªy wynikiem przypadkowych przybli»e«. Uproszczone modele numeryczne,
w których dost¦pne s¡ ±cisªe rozwi¡zania [22, 23] wskazuj¡, »e rachunek za-
burze« do niskiego rz¦du mo»e odtwarza¢ ±cisªe wyniki na energie stanów
zwi¡zanych wtedy, gdy staªa sprz¦»enia w strukturze hamiltonianu do dru-
giego rz¦du przyjmuje du»¡ warto±¢ (porównywaln¡ z 1), parametr λ jest
rz¦du energii poszukiwanych stanów zwi¡zanych i wybrana warto±¢ g w Hλε

odpowiada warto±ci staªej sprz¦»enia, któr¡ otrzymuje si¦ ze ±cisªych oblicze«
Hλ, w peªnej teorii. W przypadku QCD nie znamy ±cisªego rozwi¡zania i po-
st¦pujemy przez analogi¦ do ±ci±le rozwi¡zywalnych modeli z asymptotyczn¡
swobod¡, w których obecne s¡ stany zwi¡zane.

Czªony w hamiltonianie efektywnym rz¦du 1, g i g2 maj¡ posta¢ (z do-
kªadno±ci¡ do czªonów istotnych dla równania wªasnego do rz¦du g2):

Hλε = Tλ + T δm2

λε + fλ(Yλε + Wλε + Zλε + Vλε) . (3.23)

Operatory Tλ, Yλ, Wλ i Zλ ró»ni¡ si¦ od operatorów T , Y , W i Z tym, »e
goªe operatory kreacji i anihilacji zostaªy zast¡pione przez operatory kre-
acji i anihilacji odpowiadaj¡ce skali λ. Natomiast poprawka do masy T δm2

λ
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i oddziaªywanie przez wymian¦ gluonu Vλ s¡ wynikiem transformacji podo-
bie«stwa.

T δm2

λε = Ncg
2
∑
σc

∫
[p][xκ]

1

p+

×
(

e−
2M2

λ2 − e
− 2M2

λ2
0

)
r̃2
ε (x)

[
1− x

x
+

x

1− x
+ x(1− x)

]
a†λpσcaλpσc ,

(3.24)

gdzie r̃ε(x) jest dane przez (3.13). Nc = 3 (grupa SU(3)). Czynnik z ekspo-
nensami w nawiasie pochodzi z RGPEP, przy czym czynnik z λ0 jest wygod-
nym zapisem cz¦±ci sko«czonej kontrczªonu. [p] oznacza miar¦ caªkowania po
p¦dach cz¡stek efektywych, natomiast symbol [xκ] oznacza miar¦ caªkowa-
nia po wewn¦trznych zmiennych w p¦tli masowej (patrz dodatek A). Peªny
wynik RGPEP na Vλε ma posta¢,

Vλε = g2
∑
1234

∫
[1234]δ̃ Vλε(12, 34) a†λ1a

†
λ2aλ3aλ4 . (3.25)

Vλε(12, 34) = fac1c2fac3c4r1,2r3,4 (ff − 1) F̃s
2 vs(12, 34)

+ 4fac1c3fac2c4 θ(x1 − x3)r3,1−3r2,4−2 (ff − 1) F̃2 v(12, 34) . (3.26)

Czªon z vs(12, 34) nie daje wkªadu do równania wªasnego dla stanu dwu

1

2

3

4

5

Rysunek 3.2: Gra�czna ilustracja oddziaªywania Vλε. Na rysunku zaznaczono
równie» indeksy p¦dów cz¡stek.

gluonów nie nios¡cego koloru netto z powodu czynnika kolorowego fac1c2fac3c4

i nie wyst¦puje w dalszych rozwa»aniach. Posta¢ v(12, 34) jest nast¦puj¡ca

v(12, 34) = vdiv(12, 34) + vfin(12, 34) , (3.27)

udiv jest funkcj¡ rozbie»n¡ dla maªych x w odró»nieniu od ufin, które jest
sko«czone.

vdiv(12, 34) = ε⊥∗1 ε⊥3 ε⊥∗2 ε⊥4
α⊥β⊥

(x1 − x3)2
, (3.28)
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vfin(12, 34) = − 1

x1x2

ε⊥∗1 α⊥ ε⊥∗2 β⊥ ε⊥3 ε⊥4 +
1

x1x4

ε⊥∗1 α⊥ ε⊥4 β⊥ ε⊥∗2 ε⊥3

+
1

x2x3

ε⊥3 α⊥ ε⊥∗2 β⊥ ε⊥∗1 ε⊥4 −
1

x3x4

ε⊥3 α⊥ ε⊥4 β⊥ ε⊥∗1 ε⊥∗2

− 1

x1x5

ε⊥∗1 α⊥ ε⊥3 β⊥ ε⊥∗2 ε⊥4 +
1

x2x5

ε⊥4 α⊥ ε⊥∗2 β⊥ ε⊥∗1 ε⊥3

+
1

x3x5

ε⊥3 α⊥ ε⊥∗1 β⊥ ε⊥∗2 ε⊥4 −
1

x4x5

ε⊥∗2 α⊥ ε⊥4 β⊥ ε⊥∗1 ε⊥3 ,

(3.29)

gdzie

α⊥ = x1κ
⊥
34 − x3κ

⊥
12 , (3.30)

β⊥ = x2κ
⊥
34 − x4κ

⊥
12 . (3.31)

Dokªadna posta¢ F̃2 i ff jest zale»na od wyboru czynnika fλ. Dla fλ =
exp[−(Ma −Mb)

2/λ2] mamy1,

F̃2 = x2x3
1 + x1 − x3

x2α⊥2 + x3β⊥2
, (3.32)

ff = exp

[
− x2α

⊥2 + x3β
⊥2

x2x3(x1 − x3)λ2

]
. (3.33)

Oznaczenie ff bierze si¦ st¡d, »e czynik ten jest iloczynem dwóch czynników
fλ, z obu wierzchoªków oddziaªywania Vλε.

3.4 Równanie wªasne
Równanie wªasne dla Hλε, z warto±ci¡ wªasn¡ M , ma posta¢

(
P+Hλε − P⊥2

) |P 〉 = M2|P 〉 . (3.34)

Stan |P 〉 jest stanem wªasnym Hλε i jest jednocze±nie stanem wªasnym ope-
ratorów P+

λ i P⊥
λ .

Oddziaªywania w Hλε mog¡ zmienia¢ liczb¦ cz¡stek i dlatego stan wªasny
|P 〉 mo»e mie¢ czªony z dowoln¡ liczb¡ gluonów efektywnych. Stany o usta-
lonej liczbie gluonów efektywnych b¦dziemy nazywa¢ sektorami przestrzeni
Fock'a. Rozªo»ymy |P 〉 na skªadowe w bazie gluonów efektywnych:

|P 〉 = |gλgλ〉+ |gλgλgλ〉+ · · · . (3.35)
1Wszystkie wzory w tej pracy, zale»ne od postaci czynnika ksztaªtu, fλ, s¡ podane dla

tego wyboru.
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Zakªadamy, »e stan dwugluonowy dominuje w rozkªadzie |P 〉 na sektory prze-
strzeni Fock'a, a tym samym »e wkªad pozostaªych sektorów do normy stanu
|P 〉 jest maªy. Zrobienie zaªo»enia, »e gluonium skªada si¦ z dwóch gluonów
jest uzasadnione równie» i z tego powodu, »e pozwala budowa¢ stany o licz-
bach kwantowych jakie maj¡ kandydaci do±wiadczalni na gluonium, jak np.
f(1500) [24, 25] czy f(1710) [26, 27]. Poniewa» Hλε jest drugiego rz¦du w g
to mamy mo»liwo±¢, dzi¦ki obecno±ci czªonów Yλε i Y †

λε w hamiltonianie efek-
tywnym Hλε, uwzgl¦dnienia w równaniu wªasnym wkªadów pochodz¡cych od
sektora jedno i trójcz¡stkowego. Poniewa» chcemy opisywa¢ �zyczne stany,
a te nie mog¡ nie±¢ koloru netto, wi¦c stan jednocz¡stkowy nie daje wkªadu.

Zastanówmy si¦, co stoi na przeszkodzie by uwzgl¦dni¢ tylko sam sek-
tor dwucz¡stkowy, bez uwzgl¦dniania trójcz¡stkowego. W takim przypadku
rówanie (3.34) przyjmuje posta¢:

[Tλ + fλ(Vλε + Zλε)]|gλgλ〉 = E|gλgλ〉 . (3.36)

Jak wida¢, w rówaniu tym zostaªy caªkowicie pomini¦te oddziaªywania zmie-
niaj¡ce liczb¦ cz¡stek reprezentowane w Hλε. Niestety, równanie to w przy-
padku procedury RGPEP jest rozbie»ne gdy ε → 0. Jest to odmienna sytu-
acja ni» w przypadku pracy [28].

Siln¡ zale»no±¢ od x posiada czªon Yλε, w Hλε. Istnieje zatem szansa,
»e uwzgl¦dnienie tego czªonu pozwoli wyeliminowa¢ rozbie»no±ci, gdy ε →
0. Yλε zmienia liczb¦ cz¡stek o jeden, w zwi¡zku z czym, oprócz sektora z
dwoma gluonami musimy wª¡czy¢ do naszej analizy równie» sektor z trzema
gluonami.

Z (3.34) wynika, nast¦puj¡cy ukad równa«
{

[Tλ + fλ(Vλε + Zλε)]|gλgλgλ〉+ Yλε|gλgλ〉 = E|gλgλgλ〉 ,
Yλε|gλgλgλ〉+ [Tλ + fλ(Vλε + Zλε)]|gλgλ〉 = E|gλgλ〉 . (3.37)

Naszym celem jest wyrugowanie sektora trójcz¡stkowego z tego ukªadu i
otrzymanie zredukowanego hamiltonianu dziaªaj¡cego ju» tylko w podprze-
strzeni dwóch gluonowów. Perturbacyjna eliminacja sektora trójgluonowego
uwalnia nas co prawda od rozbie»no±ci maªych x, ale równanie tak otrzy-
mane nie prowadzi do rozwi¡za« w postaci stanów zwi¡zanych.2 Dzieje si¦
tak, gdy» w przypadku perturbacyjnej eliminacji sektora trójgluonowego ge-
neruje si¦ identyczny czªon do T δm2

λε , ale z przeciwnym znakiem, przez co
gluony nie maj¡ »adnej masy efektywnej. Aby temu zaradzi¢, wprowadzamy

2Równanie takie analizowano numerycznie, jednak w wynikach oblicze« numerycznych,
nie dopatrzono si¦ rozwi¡za« w postaci stanów zwi¡zanych (otrzymywano jedynie wyniki
z ujemn¡ warto±ci¡ wªasn¡ operatora P+Hpert

gg − P⊥2, których nie mo»na zaakceptowa¢
jako �zycznych rozwi¡za«).
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ansatz na mas¦ gluonów w po±rednim stanie trójcz¡stkowym. Ansatz ten nie
dopu±ci do caªkowitego kasowania si¦ czªonów masowych. Ponadto, czªon
tego typu pozwoli na uwzgl¦dnienie, w przybli»eniu, zaniedbanych oddziaªy-
wa« w sektorze trójcz¡stkowym.

3.4.1 Ansatz
W oddziaªywaniach dwucz¡stkowych oraz w samooddziaªywaniu gluonów
winna by¢ zawarta wi¦kszo±¢ informacji o dynamice prowadz¡cej do powsta-
wania stanów zwi¡zanych cz¡stek efektywnych. Wybieraj¡c stan dwuglu-
onowy za dominuj¡cy w stanie zwi¡zanym, musimy zapewni¢, aby przej±cie
do stanu trójgluonowego byªo maªo opªacalne energetycznie. Mo»na to zreali-
zowa¢ poprzez zwi¦kszenie masy inwariantnej w sektorze z trzema gluonami,
zakªadaj¡c, »e oddziaªywania z innymi gluonami zwi¦kszaj¡ ich energi¦.

Ansatz, którego u»ywamy, ma za zadanie modelowa¢ oddziaªywanie w
sektorze trójgluonowym i oddziaªywania sektora trójgluonowego z sektorami
z wi¦ksz¡ liczb¡ gluonów [16]. Pomini¦te efekty tych oddziaªywa« nie s¡
znane, ale wiadomo, »e te oddziaªywania istniej¡. Powstaje pytanie czy i
jak mo»na dobra¢ ten ansatz, »eby zbli»y¢ si¦ do peªnego rozwi¡zania. Je-
dyny warunek jaki mamy do dyspozycji jest ten, »e prawdziwa dynamika
usunie rozbie»no±ci maªych x w sektorze dwugluonowym i »e energia stanu
trójgluonowego jest wi¦ksza ni» dla gluonów, które nie oddziaªuj¡, bo w prze-
ciwnym razie przybli»enie gluonium przez dwa gluony efektywne nie miaªoby
uzasadnienia. Najprostszym sposobem speªnienia obu tych warunków jest
wprowadzenie do hamiltonianu w sektorze trójgluonowym czªonu typu ma-
sowego, T µ2 .

T µ2

=
1

3!

∑
123

∫
[123]

3∑
i=1

µ2
i (123)

p+
i

|123〉〈123| , (3.38)

gdzie µ2
i (123), i = 1, 2, 3, s¡ odpowiednimi funkcjami zale»nymi od p¦dów

wzgl¦dnych trzech gluonów. Od tej nieznanej funkcji »¡damy:

1. by usun¦ªa z równania wªasnego w sektorze dwugluonowym (po elimi-
nacji sektora trójgluonowego) rozbie»no±ci maªych x przy ε → 0,

2. »eby wnosiªa dodatkowy (i by¢ mo»e znaczny) wkªad do energii stanu
trójgluonowego.

Poniewa» odziaªywanie pomi¦dzy stanem dwu i trójcz¡stkowym odbywa
si¦ poprzez rozbie»ne w obszarze maªych x oddziaªywanie Yλε, masa gluonu
µ2(123) modeluj¡ca pomini¦te oddziaªywania, nie mo»e by¢ staª¡, lecz musi
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by¢ funkcj¡ p¦dów wzgl¦dnych gluonów i to tak¡, by w sektorze dwuglu-
onowym otrzyma¢ sko«czone równanie w granicy ε → 0. W szczególno±ci,
µ2(123) musi mie¢ odpowiednie zachowanie w obszarze maªych x. Szczegó-
ªowa posta¢ µ2(123) zostanie podana w cz¦±ci 3.4.3.

Wprowadzenie ansatzu na mas¦ w sektorze trójciaªowym i zaniedbanie
sektorów z liczb¡ gluonów wi¦ksz¡ ni» 3 wydaje si¦ krokiem czysto arbi-
tralnym, cho¢ podyktowanym znajomo±ci¡ spektrum hadronów w tablicach
cz¡stek, w których wzbudzenia gluonowe wydaj¡ si¦ by¢ du»e w porównaniu
z masami lekkich kwarków.

Z teoretycznego punktu widzenia wprowadzenie ansatzu w sektorze trój-
ciaªowym i pomini¦cie sektorów z wi¦ksz¡ liczb¡ gluonów nie jest zupeªnie
arbitralne, bowiem ansatz musi speªnia¢ silny warunek, »e dynamika gluonów
w sektorze dwu i trójgluonowym jest sko«czona dla maªych x.

Przyszªa analiza równa« wy»szych rz¦dów i uwzgl¦dnienie wi¦kszej liczby
sektorów przestrzeni Focka cz¡stek efektywnych poka»e, na ile nasz ansatz
reprezentuje prawdziw¡ dynamik¦. Z drugiej strony, nasz ansatz jest wprowa-
dzony w taki specjalny sposób, »e im wy»szego rz¦du u»yje si¦ do obliczenia
Hλε i im wi¦cej sektorów uwzgl¦dni si¦ w równaniu wªasnym, z tym wi¦ksz¡
precyzj¡ nasz ansatz mo»na dopasowa¢ do prawdziwej dynamiki. Mechanizm
ten zostaª wyja±niony we wst¦pie, mianowicie dla relatywistycznych warto±ci
staªej sprz¦»enia g wkªad od ansatzu znika i jest w peªni zast¡piony prawdzi-
wymi oddziaªywaniami. Natomiast w rozwini¦ciu dla maªej staªej sprz¦»enia,
czªony formalnie ni»szych rz¦dów odgrywaj¡ wi¦ksz¡ rol¦ ni» czªony wy»szych
rz¦dów. W tej pracy rozwa»amy jedynie pierwszy krok tej procedury ograni-
czaj¡cy si¦ do sektora |gλgλ〉, robimy ansatz na mas¦ w najni»szym rz¦dzie i
nie analizujemy wyrazów wy»szych rz¦dów, cho¢ a priori droga do rachunków
wy»szych rz¦dów jest otwarta.

Wprowadzenie ansatzu na mas¦ gluonów w sektorze trójcz¡stkowym jest
prób¡ zgadni¦cia pierwszego przybli»enia numerycznego do rozwi¡zania QCDg
dla gluonium w sektorze dwugluonowym. Nie mamy gwarancji, »e nasz an-
satz zbli»a nas do takiego rozwi¡zania. Jednak poprzez analiz¦ wy»szych sek-
torów przestrzeni Focka mo»na b¦dzie w przyszªo±ci poprawia¢ ansatz rz¡d
po rz¦dzie i zast¦powa¢ wyrazy zgadni¦te w ni»szym rz¦dzie przez wyprowa-
dzone oddziaªywania w procedurze RGPEP w wy»szych rz¦dach. Niniejsza
praca, która przeprowadza rachunek pierwszego pocz¡tkowego przybli»enia
w sekwencji takich przybli»e«, ma na celu ustalenie od czego mo»na zacz¡¢,
o ile w ogóle taki pocz¡tek mo»e prowadzi¢ do rozs¡dnych wyników. Oka-
zuje si¦, »e tak jest i nast¦pne rozdziaªy pokazuj¡, co udaªo si¦ osi¡gn¡¢ za
pomoc¡ naszego ansatzu.
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3.4.2 Eliminacja sektora trójgluonowego
Ukªad równa« (3.37) z oddziaªywaniami w sektorze trójgluonowym zast¡pio-
nymi przez ansatz na mas¦ gluonów µ2(123), przyjmuje posta¢:

{
(Tλ + T µ2

)|gλgλgλ〉+ Yλε|gλgλ〉 = E|gλgλgλ〉 ,
Yλε|gλgλgλ〉+ [Tλ + fλ(Vλε + Zλε)]|gλgλ〉 = E|gλgλ〉 . (3.39)

Dokªadna posta¢ ansatzu na µ2 b¦dzie omówiona dopiero na etapie analizy
rówania wªasnego zredukowanego do dwóch cz¡stek efektywnych w cz¦±ci
3.4.3.

Hamiltonian efektywny w sektorze dwucz¡stkowym, Hgg, obliczamy w
rachunku zaburze« w g posªuguj¡c si¦ operatorem R, który wyra»a sektor
trójcz¡stkowy przez sektor dwucz¡stkowy,

|gλgλgλ〉 = R|gλgλ〉 . (3.40)

Posªuguj¡c si¦ znanymi wzorami na R (szczegóªy transformacji danej przez
R mo»na znale¹¢ w pracy [29]) i operatorem rzutowym P na stan |gλgλ〉
otrzymamy hamiltonian Hgg, który dziaªa tylko w przestrzeni dwucz¡stkowej.
Równanie wªasne dla gluonium przybiera posta¢,

Hgg|gλgλ〉 = E|gλgλ〉 , (3.41)

gdzie warto±¢ wªasna E wyra»a si¦ przez t¦ sam¡ mas¦ M i te same p¦dy
P+,⊥ co w (3.34), tzn. E = (P⊥2 + M2)/P+. Hgg wyra»a si¦ nast¦puj¡cym
wzorem:

Hgg =
1√

P + R†R
(P + R†)Hλ(P + R)

1√
P + R†R

. (3.42)

Rozwijaj¡c (3.42) w g do 2 rz¦du, dostajemy wyra»enie na elementy macie-
rzowe Hgg postaci,

〈k|Hgg|k′〉 = 〈k|Tλ + T δm2

λε + fλ(Wλε + Zλε + Vλε)

+
1

2
Yλε

(
1

Ek − Tλ − T µ2 +
1

Ek′ − Tλ − T µ2

)
Yλε|k′〉 , (3.43)

gdzie |k〉 i Ek to stany i warto±ci wªasne energii swobodnej Tλ,

Tλ|k〉 = Ek|k〉 . (3.44)

Zgodnie z (3.43), Hgg przyjmuje posta¢

Hgg = Tgg + T δm2

gg + T µ2

Rgg + fλ(Wgg + Zgg + Vgg) + VRgg , (3.45)
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gdzie Tgg, T δm2

gg , Wgg, Zgg, Vgg s¡ równe, odpowiednio Tλ, T δm2

λε , Wλε, Zλε,
Vλε po obci¦ciu do podprzestrzeni dwugluonowej. Wkªad od wyeliminowa-
nego sektora trójgluonowego jest reprezentowany przez dwa wyrazy w (3.45),
wyraz T µ2

Rgg oznacza poprawk¦ do masy gluonu, a wyraz VRgg opisuje oddzia-
ªywanie dwu gluonów efektywnych przez wymian¦ jednego gluonu efektyw-
nego. Ansatz na masy gluonów w stanie trójcz¡stkowym modeluje efekty
oddziaªywa« w sektorze dwucz¡stkowym.

Oba te operatory i tylko one s¡ czuªe na ansatz o masie gluonu w stanie
trójcz¡stkowym. Szczegóªowa posta¢ T µ2

Rgg i VRgg jest nast¦puj¡ca:

VR = g2
∑
1234

∫
[1234]δ̃ VR(12, 34)|12〉〈34| , (3.46)

VR(12, 34) = fac1c2fac3c4vs
R(12, 34) + 4fac1c3fac2c4vR(12, 34) , (3.47)

vR(12, 34) = θ(x1 − x3)ffK̃2(vdiv + vfin) , (3.48)

K2 = −1

2

[
x1x3

α⊥2 + x1x3(x1 − x3)ν2
3,5,2

+
x2x4

β⊥2 + x2x4(x1 − x3)ν2
3,5,2

]
,

(3.49)

ν2
3,5,2 =

µ2
2(3, 5, 2)

x2

+
µ2

3(3, 5, 2)

x3

+
µ2

5(3, 5, 2)

x5

. (3.50)

Indeksy p¦dów s¡ wprowadzone wedªug konwencji podanej na rys. 3.2.

T µ2

Rgg =
g2

2!

∑
12

∫
[12]T µ2

Rgg(12)|12〉〈12| , (3.51)

T µ2

Rgg(12) = −Nc

∫
[yκ]e−

2M2

λ2 r2
ε (y, 1− y)

[
1− y

y
+

y

1− y
+ y(1− y)

]

×
[

1

x1

M2

M2 + x1ν2
x2,x1y,x1(1−y)

+
1

x2

M2

M2 + x2ν2
x1,x2y,x2(1−y)

]
, (3.52)

gdzie Nc = 3 dla grupy SU(3).
Na razie masy µ2

i , dla i = 1, 2, 3 (które dla uproszczenia b¦dziemy dalej
oznacza¢ nie pisz¡c indeksów), we wzorach na ν2, s¡ nieznanymi funkcjami
p¦dów cz¡stek obecnych w po±rednim stanie trójgluonowym. Szczegóªowa
posta¢ mas µ2 jest dobrana na podstawie dwu kryteriów. Po pierwsze, po-
ka»emy, »e uzyskanie sko«czonego równania wªasnego (3.41) gdy ε → 0, jest
mo»liwe dla pewnych wyborów zale»no±ci µ2 od p¦dów. Po drugie przyj-
miemy jak najprostsz¡ posta¢ µ2. Mo»na przypuszcza¢, »e wiele ró»nych
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x x
y

1−y
y

1−y
x

1 1

x2 2

Rysunek 3.3: Ilustracja do kon�guracji p¦dów w T µ2

Rgg. Pierwszy rysunek od-
powiada pierwszemu skªadnikowi w nawiasie kwadratowym, podobnie drugi.

akceptowalnych wyborów µ2, prowadzi do podobnych wyników. Istotne wy-
daje si¦ by¢ ±rednie zachowanie µ2, a nie specy�czna posta¢ funkcyjna. Cz¦-
±ciowo potwierdzaj¡ to wyniki numeryczne. Dopóki wi¦c nie dysponujemy
innymi przesªankami teoretycznymi lub do±wiadczalnymi, to ograniczenie si¦
do najprostszej mo»liwej postaci µ2 jest uzasadnione.

3.4.3 Rozbie»no±ci maªych x

Skªadniki w operatorze Hgg mo»na podzieli¢ na takie, które s¡ sko«czone
gdy ε → 0, oraz takie, które s¡ rozbie»ne w tej granicy. Poka»emy, »e,
odpowiednio dobieraj¡c µ2, mo»na usun¡¢ rozbie»no±ci maªych x w Hgg.
Pogrupujmy skªadniki Hgg nast¦puj¡co:

Hgg = Hfin
gg + Hdiv

gg , (3.53)
Hfin

gg = Tgg + fλ(Wgg + V fin
gg ) + V fin

Rgg , (3.54)
Hdiv

gg = T δm2

gg + T µ2

Rgg + fλ(Zgg + V div
gg ) + V div

Rgg , (3.55)

przy czym V fin
gg i V fin

Rgg to te cz¦±ci Vgg i VRgg, które zawieraj¡ vfin z rówania
(3.48), a V div

gg i V div
Rgg to te które zawieraj¡ vdiv.

Hfin
gg jest sko«czone gdy ε → 0 i mo»emy opu±ci¢ regularyzacj¦ maªych x

w Hfin
gg . Niemniej, Hfin

gg jest zale»ne od µ2.
Przyjmiemy oznaczenia

Hmass = T δm2

gg + T µ2

Rgg , (3.56)
Hlow = ffZgg + V div

Rgg , (3.57)
Hhigh = fλ[V

div
gg − (ff − 1)Zgg] , (3.58)

Hrest
high = (fλ − 1)ffZgg . (3.59)

Wówczas

Hdiv
gg = Hmass + Hlow + Hhigh + Hrest

high . (3.60)
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Cz¦±¢ wysokoenergetyczna
Zauwa»my, »e operatory Hhigh oraz Hrest

high nie zale»¡ od ansatzu na µ2. Cz¦-
±ci te pochodz¡ bezpo±rednio z transformacji podobie«stwa, która rozwi¡zuje
problem rozbie»no±ci ultra�oletowych w teorii. St¡d nazwa Hhigh. W Hhigh

w obu wyrazach wyst¦puje czynnik (1 − ff), który zabezpiecza, »e w wyra-
»eniach wyprodukowanych przez procedur¦ renormalizacji podczas oblicza-
nia efektywnego oddziaªywania w rachunku zaburze« nie pojawiaj¡ si¦ maªe
mianowniki energetyczne. Punktem startowym dla procedury renormalizacji
jest lokalna teoria pola, sprz¦gaj¡ca ze sob¡ stany o dowolnie du»ych ener-
giach. Transformacja podobie«stwa pozwoliªa nam otrzyma¢ hamiltonian
efektywny Hλε, sprz¦gaj¡cy ze sob¡ ju» tylko stany ró»ni¡ce si¦ energiami nie
wi¦kszymi ni» rz¦du λ. Hamiltonian Hλε byª punktem wyj±cia do redukcji
teorii o niesko«czonej liczbie stopni swobody (caªa przestrze« Focka cz¡stek
efektywnych) do zredukowanego operatora dziaªaj¡cego w przestrzeni dwu-
cz¡stkowej. Operator Hhigh wnosi do dynamiki w przestrzeni dwucz¡stkowej
wkªady pochodz¡ce od stanów o du»ych energiach, które zostaªy uwzgl¦d-
nione przez RGPEP podczas wyliczania hamiltonianu Hλε.

Dowód sko«czono±ci Hhigh dla ε → 0 przebiega nast¦puj¡co. Oznaczymy
ró»nic¦ p¦dów podªu»nych gluonów 1 i 3 (rys. 3.2) przez z = x1 − x3. W
j¡drze caªkowym operatora Hhigh, które oznaczamy przez hhigh wyst¦puj¡
czªony z z > 0 jak i z < 0:

hhigh =
1

2
fλ(ff − 1)

1

z2

[
θ(z)v+

high + θ(−z)v+
high

]
, (3.61)

v+
high = 4F̃2 α⊥β⊥ − (x1 + x3)(x2 + x4) , (3.62)

v−high = v+
high(1 ↔ 2, 3 ↔ 4) . (3.63)

Gdyby we wzorze (3.61) wyst¦powaªy wyrazy staªe lub liniowe w z to hhigh

byªby rozbie»ny gdy ε → 0. Jednak (wynik ten otrzymuje si¦ w przypadku
fλ = exp[−(Ma −Mb)

2/λ2] w F̃2)

lim
z→0

v+
high = lim

z→0
v−high = −2(1− 2x1)

κ⊥2
12 − κ⊥2

34(
κ⊥12 − κ⊥34

)2 z + o(z2) . (3.64)

Mimo, »e dla ka»dej cz¦±ci z osobna, zarówno dla z > 0 jak i z < 0, od-
dziaªywanie jest rozbie»ne gdy z → 0, to gdy uwzgl¦dni si¦ sum¦ obu cz¦±ci,
to rozbie»no±¢ znika w sensie warto±ci gªównej. Gwarantuje to sko«czono±¢
oddziaªywania i pozwala na usuni¦cie regularyzacji maªych x. Dowód sko«-
czono±ci czªonu Hrest

high jest podany w dodatku B.2.5.
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Cz¦±¢ niskoenergetyczna
Poka»emy teraz, »e odpowiedni dobór µ2 pozwala zlikwidowa¢ rozbie»no±ci
maªych x w Hlow i Hmass. Wery�kacj¦ adekwatno±ci naszego ansatzu na µ2

przeprowadzimy numerycznie przez porównanie naszych wyników z wynikami
na sieci. J¡dro caªkowe operatora Hlow ma posta¢

hlow(12, 34) = θ(z)ff
1

z2
vlow , (3.65)

vlow = 4K̃e
2 α⊥β⊥ + (x1 + x3)(x2 + x4) . (3.66)

W granicy z → 0 mamy:

lim
z→0

ffvlow = 4e−
(κ⊥12−κ⊥34)2

z
x1x2ν

2
x1,z,x2

(κ⊥12 − κ⊥34)
2
z . (3.67)

Oznacza to, »e ν2 musi zachowywa¢ si¦ jak zδ, gdzie δ > 0, aby zlikwidowa¢
rozbie»no±¢ gdy z → 0. Poniewa» µ2 dla bozonów wchodzi do wzoru (3.50) w
sposób symetryczny, to nasz ansatz musi zale»e¢ od p¦dów wszystkich cz¡stek
obecnych w po±rednim stanie 3-gluonowym, w przeciwnym bowiem wypadku
nie byªoby mo»liwe wyci¡gni¦cie wspólnego czynnika zδ w wyra»eniu na ν2.
Najprostsz¡ postaci¡ µ2, speªniaj¡c¡ powy»sze wymogi, jest

µ2
i = b2xi(xixjxk)

δ , (3.68)

gdzie b jest parametrem o wymiarze p¦du, a δ > 0. Ten wybór prowadzi do
nast¦puj¡cej postaci na ν2:

ν2(2, 3, 5) = 3b2(x2x3x5)
δ . (3.69)

Sytuacja w gluonium jest odmienna ni» w przypadku ci¦»kich kwarko-
niów. W pracy [16] jest pokazane, »e w przypadku QQ̄ dla istnienia sko«-
czonego potencjaªu oddziaªywania wystarcza by µ2 gluonu efektywnego w
sektorze |QQ̄g〉 zale»aªo jedynie od p¦du wzgl¦dnego gluonu i pary QQ̄. Jed-
nak w naszym przypadku konieczne jest rozszerzenie tej zale»no±ci na p¦dy
wszystkich gluonów, a nie tylko p¦d wymienianego gluonu. Wynika to st¡d,
»e przybli»amy skomplikowane oddziaªywania mi¦dzy cz¡stkami w sektorze
trójciaªowym oraz sprz¦»enia z pozostaªymi sektorami przestrzen Focka przez
czªon typu masowego T µ2 , które poprawia energi¦ wszystkich gluonów obec-
nych w tym sektorze niezale»nie, czy s¡ one tylko wymieniane, czy te» obecne
w stanie ko«cowym. Dlatego te» w przypadku gluonium mamy wkªad od
trzech gluonów i potrzebujemy µ2 w postaci (3.68). Dla ukªadu QQ̄ gdzie
jest tylko jeden po±rednicz¡cy gluon wystarcza prostsza formuªa.
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Wyniki oblicze« numerycznych pokazuj¡, »e taka posta¢ µ2 podana we
wzorze (3.68) nie tylko eliminuje rozbie»no±ci w Hgg, ale równie» pozwala
na powstanie stanów zwi¡zanych dwóch gluonów dla caªego zakresu warto±ci
warto±ci b i δ.

Czªon masowy
Drugim miejscem poza, Hlow opisuj¡cym wymian¦ gluonu efektywnego, gdzie
zaªo»ony ansatz na µ2 odgrywa rol¦ w eliminowaniu rozbie»no±ci maªych x
jest czªon Hmass. O tym czy i jak powstaje stan zwi¡zany gluonów decyduje
kombinacja samooddziaªywania gluonów opisywana przez Hmass i potencjaªu
wymiany gluonu opisywanego przez Hlow. Rol¦ masy w czªonie samooddzia-
ªywania Hmass peªni

hmass = Nc

∫
[yρ]e−

2M2

λ2 r2
ε (y, 1− y)

[
1− y

y
+

y

1− y
+ y(1− y)

]

×
[

ν2
x2,x1y,x1(1−y)

M2 + x1ν2
x2,x1y,x1(1−y)

+
ν2

x1,x2y,x2(1−y)

M2 + x2ν2
x1,x2y,x2(1−y)

]
, (3.70)

gdzie M2 = ρ⊥2/[y(1− y)], a funkcje ν2 dane s¡ przez (3.69).
Wynik ten jest konsekwencj¡ przyj¦cia λ0 = 0 we wzorze (3.24). Taki wy-

bór oznacza, »e cz¦±¢ sko«czon¡ kontrczªonu masowego kªadziemy równ¡ zeru
i jest podyktowany »¡daniem, aby Hmass nie zawieraª rozbie»no±ci maªych x.
Jedynie taki wybór cz¦±ci sko«czonej kontrczªonu pozwala nam na zlikwido-
wanie rozbiezno±ci poprzez zaproponowan¡ przez nas posta¢ µ2. Z drugiej
strony, ten sam wybór oznacza, »e masa jednego gluonu, jako masa stanu
wªasnego hamiltonianu Hλε, jest niesko«czona w granicy ε → 0. Nie jest
to dowód, »e nasz opis wyja±nia uwi¦zienie gluonów, ale mo»na przewidzie¢,
»e nasz opis jest zgodny z zasad¡, »e gluony nie mog¡ istnie¢ jako cz¡stki
swobodne. Zwró¢my uwag¦, »e ten efekt, jakim jest mo»liwo±¢ usuni¦cia roz-
bie»no±ci maªych x w czªonach masowych, osi¡ga si¦ za pomoc¡ jednej i tej
samej postaci µ2 dla gluonów efektywnych w sektorze trójcz¡stkowym, ta-
kiej samej w wymianie jak i czªonach masowych. Zarówno ν2

x2,x1y,x1(1−y) jak i
ν2

x1,x2y,x2(1−y) s¡ proporcjonalne do [y(1−y)]δ, co pozwala na otrzymanie sko«-
czonego oddziaªywania w granicy ε → 0 w gluonium. Dzi¦ki temu mo»emy
usun¡¢ regularyzacj¦ rε w równaniu stanu wªasnego, równanie (3.41).
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Wyniki

Do zdiagonalizowania operatora Hgg, danego równaniem (3.41), u»yto bazy
zupeªnej w sektorze dwóch gluonów efektywnych, przedstawionej w dodatku
B.1. Do oblicze« numerycznych konieczne byªo wybranie sko«czonej liczby
wektorów bazowych, dlatego te» ograniczono si¦ do nmax funkcji radialnych
i lmax funkcji k¡towych. Poniewa» [J3, Hgg] = 0, wi¦c do diagonalizacji wy-
brano baz¦, b¦d¡c¡ baz¡ stanów wªasnych J3. Oznaczmy warto±ci wªasne
operatora J3 przez jz. Dla ka»dego jz mo»emy przeprowadza¢ diagonalizacj¦
Hgg osobno. Przeprowadzono obliczenia dla przypadków z |jz| = 0, 1, 2, aby
móc porówna¢ otrzymane wyniki z wynikami na sieci [30, 31], gdzie najl»ej-
szy jest stan 0++ (1.73 GeV), a nast¦pnym w kolejno±ci jest stan 2++ (2.4
GeV). Typowy przykªad wyniku diagonalizacji w rozpatrywanym zakresie
parametrów przedstawia rys. 4.1.

M(jz = 0) [GeV] M(|jz| = 1) [GeV] M(|jz| = 2) [GeV]
1.73 2.25 1.97
2.01 2.63 2.54
2.06 2.64 2.6
2.41 2.66 2.67
2.41 2.85 2.83

Tabela 4.1: Wyniki dla przypdaku λ = 1.92 GeV, b = 2λ, δ = 0.2, αs = 0.44,
nmax = 9, lmax = 15. Warto±ci na masy stanów zwi¡zanych dwóch gluonów
efektywnych z |jz| ≤ 2 mo»na próbowa¢ identy�kowa¢ z rozwi¡zaniami sieciowymi
na masy stanów 0++, 2++, 0−+, 0∗++, 2−+. Jednak tylko najni»sze stany z jz 6=
0 s¡ dobrze oddzielone od wy»szych stanów wzbudzonych i dlatego na rys. 4.1
zaznaczyli±my tylko 3 najni»sze stany dla jz = 0 oraz po jednym dla |jz| = 1 i
|jz| = 2.

Przypisywanie otrzymanych stanów do multipletów, odpowiadaj¡cych usta-
lonemu momentowi p¦du (spinowi) 0, 1 lub 2, kiedy te stany nie s¡ ±ci±le
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Rysunek 4.1: Przykªad mas najl»ejszych gluoniów. Parametry hamiltonianu zo-
staªy tak dobrane, aby wynik na 0++ o masie 1.73 GeV pokryª si¦ z wynikiem
otrzymanym na sieci. Linie ci¡gªe oznaczaj¡ wyniki otrzymane przez diagonaliza-
cj¦ hamiltonianu, a linie przerywane reprezentuj¡ wyniki z sieci. Ró»nice mi¦dzy
tymi wynikami s¡ omówione w tek±cie. Linie kropkowane ª¡cz¡ stany, które mog¡
nale»e¢ do multipletu 2++, na zasadzie porównywania mas z rozwi¡zaniami na
sieci. Warto±ci mas stanów przedstawionych na rysunku, oraz masy kilku nast¦p-
nych stanów wzbudzonych, zawiera tabela 4.1.

zdegenerowane (z powodu przybli»e« w opisie dynamiki), wymaga dyspono-
wania dynamicznym operatorem momentu p¦du na froncie ±wietlnym. Nie
znamy go w ogólno±ci, i jest on na tyle skomplikowany w rz¦dzie g2 dla glu-
onów efektywnych z maªym λ, »e w ramach niniejszej pracy jedynym kryte-
rium do uporz¡dkowania stanów i porównania ich z multipletami z sieci jest
sama masa. Zbadali±my wiele cech otrzymywanych stanów wªasnych, ich
rozkªad na radialne i k¡towe funkcje falowe oraz warto±ci oczekiwane cha-
rakterystycznych wielko±ci, jednak otrzymane przez nas stany zwi¡zane s¡
silnie relatywistyczne i wszystkie nasze metody analizy, oparte na intuicjach
nierelatywistycznych, okazaªy si¦ nieskuteczne w rozstrzyganiu o caªkowitym
momencie p¦du stanów wªasnych Hgg. W tej sytuacji u»yli±my procedury
zaczynaj¡cej si¦ od przyrównywania najmniejszej masy otrzymanej z hamil-
tonianu do najmniejszej masy otrzymywanej na sieci (wynik 1.73 GeV na
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mas¦ stanu 0++ pochodzi z referencji [30]). Istnieje du»y zakres rozs¡dnych
parametrów w hamiltonianie dla których diagonalizacja prowadzi do podob-
nego wyniku. Wynik ten, z punktu widzenia caªej konstrukcji teorii jest
znacz¡cy, bo obliczaj¡c hamiltonian efektywny dla QCDg w sektorze dwóch
gluonów efektywnych, Hgg, nigdzie nie wprowadzali±my masy gluonów doª¡-
czaj¡c trzeci stan polaryzacji podªu»nej dla masywnych cz¡stek o spinie 1, a
powstawanie masy gluonium rz¦du 2 GeV, pochodzi z silnych samooddziaªy-
wa« gluonów zgodnie z reguªami kwantowej teorii pola. Te samoodziaªywa-
nia s¡ kompensowane przez wymian¦ gluonu efektywnego tylko wtedy, gdy
samooddziaªuj¡ce gluony znajduj¡ si¦ blisko siebie.

Ró»nice mas powy»ej stanu podstawowego nie s¡ w idealnej zgodno±ci z
sieci¡. Stosunek mas stanów 2++ i 0++ na sieci wynosi 1.39 [30]. W przeba-
danych przez nas przypadkach, gdzie parametr ansatzu b zmieniaª si¦ od 0.1λ
do 7.5λ, a δ w zakresie od 0.07 do 0.6, nie znaleziono takiej warto±ci stosunku
mas pierwszego stanu wzbudzonego do masy stanu podstawowego, dla jz = 0,
przy »¡daniu, aby masa najl»ejszego gluonium byªa równa masie stanu 0++,
z rachunków na sieci. Uzyskana przez nas warto±¢ tego stosunku nigdy nie
przekraczaªa 1.2. Na podstawie otrzymanych wyników mo»na ±miaªo powie-
dzie¢, »e kluczow¡ trudno±ci¡ w hamiltonowskim opisie gluonium na froncie
±wietlnym jest podanie dobrego operatora momentu p¦du dla gluonów efek-
tywnych i poprawienie ansatzu na µ2 przez uwzgl¦dnienie Hλε do rz¦du g4.
Niemniej, otrzymane przez nas wyniki s¡ jako±ciowo podobne do wyników z
sieci i wykazuj¡ wiele dobrych cech teorii efektywnej, które omówimy pó¹niej.

Gdyby±my zrezygnowali z kryterium wyboru rozwi¡za« na podstawie po-
równywania z sieci¡ stosunku masy pierwszego stanu wzbudzonego, do masy
stanu podstawowego, wówczas mo»na znale¹¢ przykªady rozwi¡za«, gdzie
±rednie (tzn. u±rednione po jz) poªo»enie pierwszego stanu wzbudzonego,
lepiej odpowiada masie stanu 2++ z rachunków na sieci, co ilustruje przykªad
podany w tabeli 4.2.

M(jz = 0) [GeV] M(|jz| = 1) [GeV] M(|jz| = 2) [GeV]
1.73 2.56 2.27
1.92 3.01 2.9
2.19 3.03 2.97
2.71 3.05 3.07
2.75 3.27 3.25

Tabela 4.2: 5 najmniejszych warto±ci mas dla |jz| ≤ 2 dla przypadku λ = 2.14
GeV, b = 2λ, δ = 0.2, αs = 0.47, nmax = 9, lmax = 15. Rysunek 4.2 pokazuje
poªo»enie kilku najni»szych z tych stanów w porównaniu z sieci¡. W porównaniu
z tabel¡ 4.1 zmieniono λ i αs.
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Rysunek 4.2: Podobnie jak na rysunku 4.1, parametry hamiltonianu zostaªy tak
dobrane, aby wynik na najmniejsz¡ mas¦ pokryª si¦ z wynikiem na sieci, 1.73 GeV,
na mas¦ stanu 0++. W tym przypadku stosunek mas stanów 2++

0 i 0++, wynosi
1.11. Nadal nie otrzymuje si¦ degeneracji odpowiadaj¡cej symetrii obrotowej, ale
wida¢ zmian¦ w poªo»eniach stanów 2++

1 i 2++
2 w stosunku do przykªadu z rys. 4.1.

Charakterystyczne zachowanie si¦ rozwi¡za« na masy stanu zwi¡zanego
gluonów efektywnych w funkcji αs, przedstawia rysunek 4.3. Masa stanu
zwi¡zanego ro±nie do pewnej warto±ci αs, która w prezentowanym przypadku
jest rz¦du 0.5, a nast¦pnie maleje. Poczynaj¡c od pewnych αs, nie mamy
dodatnich rozwi¡za« na warto±ci wªasne operatora M̂2, przez co nie mo»emy
wtedy mówi¢ o istnieniu gluoniów. �wiadczy to o tym, »e dla zbyt du»ych αs

rachunek si¦ zaªamuje, co jest wynikiem tego, »e samoodziaªywanie gluonów
staje si¦ sªabsze ni» wymiana efektywnego gluonu. Warto±¢ αs, dla której
rachunek si¦ zaªamuje, jest zale»na od wielko±ci µ2. Zaobserwowano ogóln¡
tendencj¦, »e im wi¦ksze µ2, tym dla wi¦kszych warto±ci αs mo»na prowadzi¢
obliczenia.
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Rysunek 4.3: Zale»no±¢ masy najl»ejszego gluonium od αs. Maksimum w przy-
padku stanów wzbudzonych jest usytuªowane dla wi¦kszych warto±ci αs. λ = 1.92
GeV, b = 2λ, δ = 0.2, nmax = 9, lmax = 15 (te same parametry co na rys. 4.1).

4.1 Niezale»no±¢ rozwi¡za« od λ

Wiadomo, »e staªa sprz¦»enia g w naszym hamiltonianie musi zale»e¢ od
λ [21]. W naszym rachunku nie pojawiªo si¦ biegni¦cie staªej sprz¦»enia,
gdy» jest on tylko drugiego rz¦du, a ewolucja staªej sprz¦»enia zaczyna si¦
od trzeciego rz¦du. Niemniej, spodziewamy si¦, »e wi¡zanie gluonów w QCD
powstaje dla du»ych staªych sprz¦»enia [15] i musimy traktowa¢ αs, jako
wielko±¢ zale»n¡ od parametru λ. Niestety ±cisªa zale»no±¢ αs od λ dla ma-
ªych λ nie jest znana. Zmuszeni jeste±my wybra¢ jak¡± posta¢ i rozwa»amy
przykªad

αs(λ) =
4π

11 log λ2

Λ2
QCD

. (4.1)

To jest wiod¡cy rz¡d przybli»enia rozwi¡zania grupy renormalizacji na αs(s)
dla macierzy rozpraszania [32] z zerow¡ liczb¡ zapachów kwarków, zast¡pi-
lismy tylko s przez λ2. Podobny wzór otrzymuje si¦ HλQCDg w rachunku
hamiltonowskim [21]. Nie mo»emy spodziewa¢ si¦, »e tak proste przybli»enie
αs da wyniki pokrywaj¡ce si¦ z wynikami na sieci, ale naszym celem nie jest
otrzymanie na siª¦ zgodno±ci z obliczeniami na sieci, lecz jako±ciowa ocena
rz¦dów wielko±ci, które otrzymuje si¦ w rachunku hamiltonowskim. Przede
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Rysunek 4.4: Staªa sprz¦»enia αs w funkcji λ z ΛQCD = 522 MeV.

wszystkim interesuje nas mechanizm powstawania gluonium, a porównanie z
sieci¡ mówi nam czy teoria gluonów efektywnych mo»e by¢ zgodna z wyni-
kami innych sformuªowa« QCD.

Wprowadzenie zale»no±ci αs(λ) powoduje, »e elementy macierzowe, Hgg,
s¡ funkcj¡ szeroko±ci hamiltonianu λ, parametrów ansatzu na mas¦ µ2, b i δ,
oraz parametru bazy, Λ, okre±laj¡cego p¦dow¡ szeroko±¢ najni»szej funkcji
radialnej. U»ywaj¡c zde�niowanych w dodatku B.2, zredukowanych elemen-
tów macierzowych operatora M̂2 = P+Hgg−P⊥2, oznaczonych przez Iss′

nj;n′j′ ,
i opuszczaj¡c indeksy, mamy:

I = Λ2
QCDI

(
b2

λ2
,
Λ2

λ2
,

λ2

Λ2
QCD

, δ

)
, (4.2)

z tym, »e λ2/Λ2
QCD wchodzi do tej zale»no±ci tylko przez αs(λ).

ΛQCD wybrali±my w ten sposób, by dla warto±ci λ = 1.92 dosta¢ αs =
0.44. Daje to ΛQCD = 522 MeV. A» 3 cyfry znacz¡ce nie maj¡ »adnej �zycznej
interpretacji i sªu»¡ tylko obliczeniom numerycznym. Wybór ΛQCD ∼ 500
MeV, wynika st¡d, »e wymusza na rachunkach aby masa najl»ejszego glu-
onium wynosiªa 1.73 GeV. Wybrana warto±¢ ΛQCD ró»ni si¦ od standardowo
przyjmowanej, która jest rz¦du 210 MeV. Jednak taka warto±¢ ΛQCD pocho-
dzi z analizy danych z eksperymentów, w których udziaª bior¡ kwarki, naj-
cz¦±ciej liczba zapachów kwarków wynosi 5. Poza tym, warto±¢ ΛQCD ∼ 210
MeV jest u»ywana dla s ∼ M2

Z , gdzie MZ to masa bozonu Z. Perturbacyjne
wzory [33] na zmian¦ liczby zapachów kwarków z Nf = 5 dla s = MZ na
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Nf = 0 w naszym przypadku prowadz¡ do warto±ci ΛQCD, która u»yta we
wzorze (4.1), dla λ rz¦du oczekiwanych mas gluonium, prowadzi do absurdal-
nie du»ych warto±ci αs. Ale »adna z dost¦pnych analiz nie stosuje si¦ do za-
kresu tak maªych λ jakie rozpatrujemy w naszym hamiltonianie dla gluonium
i nasz wybór jest w du»ej mierze arbitralny. Z drugiej strony wiadomo, »e
w ±ci±le rozwi¡zywalnych modelach z asymptotyczn¡ swobod¡ [22, 23] staªa
sprz¦»enia nie ro±nie tak szybko jak na to wskazuje rachunek zaburze«, a
wªa±ciwy dobór wielko±ci αs, przy danym λ, zbli»a hamiltonian obliczony w
niskim rz¦dzie do odtwarzania warto±ci wªasnej peªnej teorii. Nasz wybór
ΛQCD rz¦du 500 MeV nale»y traktowa¢ jako prób¦ oceny zgodno±ci naszego
podej±cia z oczekiwaniami i ocen¦ rz¦dów wielko±ci.

�cisªe rozwi¡zania otrzymane za pomoc¡ ±cisªego Hλε, nie powinny zale-
»e¢ od λ. Precyzyjnie mówi¡c, tylko warto±ci wªasne i inne obserwable nie
powinny zale»e¢ od λ. Natomiast funkcje falowe mog¡ zale»e¢ od λ. Np.
dla bardzo du»ych warto±ci λ, w porównaniu z mas¡ stanu zwi¡zanego, bar-
dzo wiele sektorów Focka mo»e mie¢ funkcje falowe ró»ne od zera, za± dla λ
porównywalnych z mas¡ stanu zwi¡zanego, tylko od funkcji falowych z do-
minuj¡c¡ liczb¡ cz¡stek efektywnych, o rozmiarach rz¦du 1/λ, oczekuje si¦,
»e s¡ istotnie ró»ne od zera.

Jednak obliczenia Hgg prowadzone w drugim rz¦dzie rachunku zaburze«
oraz usuni¦cie rozbie»no±ci maªych x za pomoc¡ ansatzu na µ2, powoduj¡,
»e rozwi¡zania zagadnienia wªasnego dla Hgg maj¡ prawo zmienia¢ si¦ z λ.
�amanie niezmienniczo±ci rozwi¡za« na obserwable wzgl¦dem zmian λ mo»e
by¢ naprawione odpowiednim doborem zale»no±ci parametrów b i δ w masie
µ2. Gdyby taki dobór nie byª mo»liwy albo prowadziª do drastycznie szybko
zmiennych funkcji, trudno byªoby utrzyma¢ pogl¡d, »e nasza procedura wªa-
±ciwie przybli»a rozwi¡zania teorii. Okazuje si¦ jednak, »e parametry b i δ
oraz warto±¢ oczekiwana µ2 w stanie trójcz¡stkowym, niewiele zmieniaj¡ si¦ z
λ, kiedy ustali si¦ mas¦ najl»ejszego gluonium. W poni»szej tabeli prezentu-
jemy wyniki takiego doboru b i δ, aby masa najl»ejszego gluoniu byªa ustalona
na 1.73 GeV. Wyniki te zostaªy uzyskane przy zaªo»eniu zale»no±ci pomi¦dzy
siln¡ staª¡ sprz¦»enia, a parametrem skali hamiltonianu efektywnego, λ, w
postaci danej wzorem (4.1). Tabela podaje po jednej parze warto±ci b i δ
dla ka»dego λ. Warto±ci b i δ mo»na troch¦ zmienia¢ zachowuj¡c mas¦ naj-
l»ejszego gluonium bez zmian przy danym αs(λ), ale zakres akceptowalnych
zmian jest niewielki (omawiamy to w nast¦pnym paragra�e). Istotnym fak-
tem, pokazanym w tabeli 4.4 jest to, »e w caªym oczekiwanym zakresie λ
istniej¡ rozs¡dne dobory b i δ. Zauwa»my, »e w podanym zakresie λ, staªa
sprz¦»enia zmienia si¦ od 0.29 do 0.72.
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λ [GeV] b/λ δ
√
〈µ2〉 M(2++

0 )/M(0++) M(2++
1 ) M(2++

2 )
1.15 7.5 0.085 5.05 1.07 1.97 1.87
1.53 2.5 0.12 2.07 1.15 2.09 1.88
1.92 2.0 0.2 1.75 1.16 2.25 1.97
2.36 1.5 0.23 1.52 1.16 2.47 2.11
3.67 1.0 0.26 1.47 1.13 3.1 2.63

Tabela 4.4: Warto±ci parametrów b i δ, w masie µ2, daj¡ce warto±¢ masy naj-
ni»szego stanu gluonium równe w 1.73 GeV, co odpowiada masie stanu 0++ w
obliczeniach na sieci. Staªa sprz¦»enia αs zmienia si¦ od 0.29, dla λ = 3.67 GeV,
do 0.72, dla λ = 1.15 GeV. Dane z tej tabeli cz¦±ciowo ilustruje rys. 4.5.

W wynikach podanych w tabeli 4.4, mo»na zaobserwowa¢, »e b maleje, a
δ ro±nie ze wzrostem λ. Te tendencje s¡ zgodne z caª¡ �lozo�¡ teorii. Im
wi¦ksza λ, tym potrzeba wprowadzenia ansatzu na mas¦ gluonium powinna
by¢ mniejsza, ale tym silniej trzeba obcina¢ osobliwo±ci maªych x, »eby dy-
namika efektywna w sektorze dwugluonowym, jako cz¦±¢ wi¦kszej dynamiki,
mogªa przybli»a¢ rozwi¡zania na warto±ci wªasne. Aby dokªadniej zbada¢
konsekwencje zale»no±ci od parametrów b i δ od λ dla naszego ansatzu na
mas¦ µ2 zde�niowali±my ±redni¡ mas¦ w kwadracie, przypadaj¡c¡ na jeden
gluon efektywny, jako

〈µ2〉 =
1

3

∫ 1

0

dx1

∫ x1

0

dx3 ν2(2, 3, 5) , (4.3)

gdzie ν2 jest dane wzorem (3.69), a x2 = 1−x1, x5 = x1−x3, zgodnie z ozna-
czeniami p¦dów wprowadzonymi rysunkiem 3.2. Wynik zastosowania wzoru
(4.3) przedstawia rysunek 4.5. Jak wida¢ na rysunku, w miar¦ zmniejszania
si¦ warto±ci λ, a wi¦c w miar¦ wzrostu αs, ro±nie i masa

√
〈µ2〉, przy czym

charakterystyczna wielko±¢
√
〈µ2〉 jest rz¦du masy najl»ejszego gluonium.

Ustalenie, dla ka»dego λ z tabeli 4.4, warto±ci masy najl»ejszego gluonim
z jz = 0 na 1.73 GeV, spowodowaªo zmian¦ warto±ci najl»ejszego gluonium
z |jz| = 1 o 25%, a dla stanu z |jz| = 2 o 13%, podczas gdy λ zmieniªa si¦
o czynnik 5. W przypadku gdy λ zmieniaªa si¦ o czynnik 7.5, odpowiednie
zmiany byªy rz¦du 60% dla |jz| = 1 i 40% dla |jz| = 2. Pokazuje to, »e ansatz
na mas¦ ma istotne znaczenie dla symetrii obrotowej w równaniu wªasnym
dla Hgg. Np. stan 2++

0 wydaje si¦ by¢ stabilny, a stany 2++
1 i 2++

2 reaguj¡ na
zmiany λ w zakresie od kilku do kilkudziesi¦ciu procent.
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Rysunek 4.5: �rednia masa przypadaj¡ca na jeden gluon efektywny w funkcji λ,
przy zale»no±ci αs(λ) danej wzorem (4.1). Dla ka»dego λ parametry b i δ s¡ dobrane
tak, by masa M(0++) = 1.73 Gev i przyjmuj¡ warto±ci z tabeli 4.2 (ka»dy punkt
wymaga okoªo 10 godzin czasu obliczeniowego dla ±redniej klasy komputera PC, a
znalezienie rozs¡dnych warto±ci b i d wymagaªo kilku oblicze« na ka»dy punkt).

4.2 Niezale»no±¢ od wyboru parametrów µ2

Dla ró»nych warto±ci parametrów b i δ, okre±laj¡cych wielko±¢ masy µ2, byli-
±my w stanie odtworzy¢ w przybli»eniu t¦ sam¡ mas¦ najl»ejszego gluonium.
Tabela 4.5 pokazuje, »e zmian¦ parametru b o czynnik 3 mo»na byªo skom-
pensowa¢ tak¡ zmian¡ parametru δ, by rozwi¡zanie na mas¦ stanu 0++ po-
zostawaªo niezmienione.

M(0++) b/λ δ
√
〈µ2〉 M(2++

0 )/M(0++) M(2++
1 ) M(2++

2 )
1.72 1.0 0.085 1.12 1.19 2.16 1.91
1.72 1.5 0.15 1.46 1.17 2.23 1.96
1.73 2.0 0.2 1.75 1.16 2.25 1.97
1.77 3.0 0.27 2.27 1.16 2.33 2.04

Tabela 4.5 Zale»no±¢ od parametrów b i δ, dla λ = 1.92 GeV, co przy przyj¦tej
przez nas warto±ci ΛQCD = 522 MeV, odpowiada αs = 0.44.

Zauwa»my, »e równie» masy najl»ejszych gluoniów z |jz| = 1, 2 niewiele
si¦ zmieniaj¡. Sugeruje to, »e naprawa symetrii obrotowej wymaga bardziej
skomplikowanych zale»no±ci µ2 od p¦dów cz¡stek, w po±rednim stanie trój-
cz¡stkowym, by¢ mo»e zawieraj¡cych p¦dy poprzeczne, aby mo»liwe byªo
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uzyskanie degeneracji stanów z wi¦ksz¡ precyzj¡. Z pewno±ci¡ znajomo±¢ dy-
namicznego operatora momentu p¦du pomogªa by w znalezieniu najbardziej
po»¡danej postaci µ2, dla odtworzenia degeneracji stanów i poklasy�kowania
ich w multiplety. Podobnie, zgadni¦cie zale»no±ci µ2 od p¦dów, daj¡ce niezªy
opis degeneracji, mogªoby by¢ pomocne w znalezieniu peªnego operatora mo-
mentu p¦du. Nie twierdzimy jednak»e, »e sam ansatz na mas¦ jest w stanie
rozwi¡za¢ problem symetrii obrotowej w sformuªowaniu dynamiki na froncie
±wietlnym, a jedynie, »e przy jego pomocy mo»liwe jest poprawienie wyników
na warto±ci mas stanów tak, by zbli»y¢ je do wymaga« symetrii obrotowej.

Jedyna wielko±¢, która zmienia si¦ znacz¡co ze zmianami parametrów
b i δ to wprowadzona wzorem (4.3), ±rednia masa w kwadracie. Jednak
jej de�nicja nie uwzgl¦dnia »adnej dynamiki i to mo»e by¢ przyczyn¡ jej
zachowania. Lecz nawet tak prosta miara jak 〈µ2〉, ma mniejsz¡ amplitud¦
zmian ni» parametry b i δ (w zaprezentowanych przykªadach, b i δ zmieniaj¡
si¦ o czynnik rz¦du 3, a

√
〈µ2〉 tylko o czynnik rz¦du 2).

4.3 Przypadek fλ = exp[−(M2
a −M2

b)
2/λ4]

W przypadku wyboru czynnika ksztaªtu fλ w postaci danej gaussowsk¡ za-
le»no±ci¡ od ró»nicy kwadratów mas inwariantnych, jak we wzorze (2.35)1,
zachowuj¡ wa»no±¢ wszelkie uwagi jakie podali±my dla fλ danego wzorem
(2.39). Nasze obawy, »e niezerowa granica w wyra»eniu (2.40), mo»e prowa-
dzi¢ do generowania du»ych operatorów przydiagonalnych2 i przez to unie-
mo»liwia¢ otrzymanie akceptowalnych wyników na masy stanów zwi¡zanych
w niskim rz¦dzie rachunku zaburze«, okazaªy si¦ nieuzasadnione. Czynnik
ksztaªtu dany wyra»eniem (2.39), sprawuje si¦ lepiej ni» fλ = exp[−(M2

a −
M2

b)
2/λ4]. By¢ mo»e ten czynnik generuje zbyt gwaªtown¡ ewolucj¦ grupy

renormalizacji dla rozwi¡zania na Hλε, przez co, drugi rz¡d w g znajomo±ci
Hλε jest niewystarczaj¡cy. Tabela 4.6 oraz rysunek 4.6, pokazuj¡ charakte-
rystyczne wyniki dla przypadku czynnika ksztaªtu z tytuªu niniejszego para-
grafu. Warto±¢ αs = 0.24, przy λ = 1.92 GeV, wymusza ΛQCD = 172 MeV.
Rz¦dy wielko±ci s¡ wi¦c dla takiego wyboru czynnika ksztaªtu zachowane,
gorsza jest tylko degeneracja stanów o ró»nych jz.

1Wyniki omawiane wcze±niej otrzymano za pomoc¡ fλ = exp[−(Ma−Mb)2/λ2],(2.39).
2�Przydiagonalno±¢� oznacza maª¡ ró»nic¦, Ma −Mb.
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Rysunek 4.6: Ilustracja zmiany fλ = exp[−(Ma −Mb)2/λ2] na fλ = exp[−(M2
a −

M2
b)

2/λ4]. Warto±ci mas s¡ podane w tabeli 4.6. Warto±ci parametrów, λ = 1.92
GeV, b = 2λ, δ = 0.2, s¡ takie same jak w przypadku z rys. 4.1. Aby dla
tej warto±ci λ dosta¢ wªa±ciw¡ mas¦ stanu 0++ nale»aªo przyj¡¢ αs = 0.24, co
odpowiada warto±ci ΛQCD = 172 MeV ze wzoru (4.1). Zachowanie si¦ poziomów
energetycznych jak na rysunku, dla tego czynika ksztaªtu jest typowe. nmax = 5,
lmax = 15.

M(jz = 0) [GeV] M(|jz| = 1) [GeV] M(|jz| = 2) [GeV]
1.73 2.08 1.78
2.17 2.32 2.36
2.34 2.33 2.4
2.34 2.49 2.51
2.38 2.67 2.69

Tabela 4.6: Warto±ci mas odpowiadaj¡ce rys. 4.6.

4.4 Stabilno±¢ numeryczna wyników
Nasze obliczenia numeryczne miaªy za zadanie podanie jako±ciowego obrazu
do jakiego prowadzi dynamika efektywnych gluonów wraz z ansatzem na mas¦
gluonów efektywnych, µ2. Otrzymanie warto±ci wªasnych operatora M̂2 dla
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gluonium byªo mo»liwe jedynie na drodze numerycznej, przy czym komputer
byª potrzebny zarówno do obliczenia elementów macierzowych, I, operatora
M̂2, jak i do zdiagonalizowania macierzy hamiltonianu efektywnego zbudo-
wanej z tych elementów macierzowych. Elementy macierzowe I byªy dane
przez pi¦ciowymiarowe caªki zawieraj¡ce osobliwe, kasuj¡ce si¦ wyra»enia.
Dodatek B.2 przedstawia funkcje podcaªkowe dla elementów macierzowych i
u»yte zmienne caªkowania. Co prawda, mo»liwe jest sprowadzenie pi¦ciowy-
miarowych caªek, do caªek czterowymiarowych, dla pewnych wyborów czyn-
nika ksztaªtu, fλ, ale funkcje podcaªkowe w takim przypadku wyra»aj¡ si¦
przez czasochªonne funkcje specjalne, co czyni tak¡ redukcj¦ wymiaru caªek,
nieopªacaln¡.

4.4.1 Caªkowanie numeryczne
Do obliczenia elementów macierzowych, I, u»yto dwóch niezale»nych pro-
cedur caªkowania numerycznego. Procedury �Vegas� [34] oraz kwadratur
Gauss'a (u»ywamy kwadratur Gauss'a-Czebyszewa, Gauss'a-Laguerre'a i Gauss'a-
Legendre'a). Ze wzgl¦du na bardzo du»¡ liczb¦ koniecznych caªkowa« dla
znalezienia akceptowalnych parametrów b i δ, oraz przeanalizowania ró»nych
wyborów parametru bazy Λ, wi¦kszo±¢ wyników otrzymano u»ywaj¡c kwa-
dratur Gauss'a. Procedura �Vegas� sªu»yªa gªównie do wery�kacji poprawno-
±ci wyników, otrzymywanych za pomoc¡ kwadratur Gauss'a, oraz pozwoliªa
ustali¢ bª¡d caªkowania za pomoc¡ kwadratur, który przyj¦to za równy od-
chyleniu standardowemu podawanemu przez procedur¦ �Vegas�, je±li wynik
caªkowania za pomoc¡ kwadratur znajdowaª si¦ w granicach wyznaczonych
przez odchylenie standardowe.

Macierz operatora M̂2 w u»ytej bazie jest macierz¡ przydiagonaln¡. Sto-
sunek najmniejszych niezerowych elementów, obliczanych poprzez caªkowa-
nie numeryczne, do dominuj¡cych elementów jest rz¦du 0.01. Precyzja wyli-
czania elementów macierzowych si¦gaªa od 0.1% dla elementów diagonalnych
do 100% dla najmniejszych elementów pozadiagonalnych. Ró»nica rz¦dów
wielko±ci pomi¦dzy elementami diagonalnymi i najmniejszymi elementami
pozadiagonalnymi przekªadaªa si¦ na bª¡d w wyniku na najni»sze warto±ci
wªasne macierzy M̂2 rz¦du 0.2% dla interesuj¡cego nas zakresu staªej sprzenia
αs (bª¡d ten ro±nie z αs).

�ródªem wi¦kszych bª¦dów jest prawidªowy dobór parametru bazy Λ,
patrz rys. 4.7. Bª¡d ten szacujemy na 1%, dla najmniejszych warto±ci mas
gluoniów.

Obliczenia przeprowadzono dla dwóch wyborów bazy, u»ywaj¡c jako funk-
cji k¡towych zwykªych harmonik sferycznych oraz funkcji de�niuj¡cych stany
wªasne ~J2

0 , podanych w dodatku C. Ró»nice w warto±ciach mas dla najl»ej-
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szych gluoniów, nie przekraczaªy 0.5% w przypadku zastosowania obu tych
wyborów.

4.4.2 Zale»no±¢ od parametru bazy Λ

Rysunek 4.7 pokazuje, »e w szerokim zakresie zmienno±ci Λ wyniki diagona-
lizacji Hgg zmieniaj¡ si¦ nieznacznie ze zmin¡ Λ.

[GeV]
M

1.66

1.68

1.70

1.72

1.74

0.55 0.85 1.4 1.7 2.0 2.6 3.8 Λ [GeV]

Rysunek 4.7: Zale»no±¢ rozwi¡za« od parametru bazy Λ. λ = 1.7 GeV, b/λ = 1.53,
δ = 0.115, αs = 0.48, nmax = 6, lmax = 15. Szczegóªowe warto±ci zawiera tabela
4.3.

Λ [GeV] M(jz = 0) [GeV] M(|jz| = 1) [GeV] M(|jz| = 2) [GeV]
0.55 1.75 2.09 1.87
0.85 1.72 2.07 1.86
1.4 1.67 2.09 1.86
1.7 1.66 2.1 1.87
2.0 1.66 2.11 1.9
2.6 1.68 2.11 1.99
3.8 1.74 2.17 2.26

Tabela 4.3: Warto±ci najmniejszych mas dla jz = 0, |jz| = 1 i |jz| = 2. λ = 1.7
GeV, b/λ = 1.53, δ = 0.115, αs = 0.48, nmax = 6, lmax = 15.
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Zmiana Λ, przy ustalonym λ, o czynnik bliski 7 powoduje zmiany w
masie najl»ejszego gluonium o mniej ni» 6%, a w przypadku, gdyby±my si¦
ograniczyli do zmian Λ o czynik rz¦du 3, wówczas czuªo±¢ w rozpatrywanej
masie byªaby tylko rz¦du 3%. Mo»na powiedzie¢, »e czuªo±¢ ze wzgl¦du na
wybór Λ jest maªa, ale nie zerowa. Czuªo±¢ ta zale»y od wielko±ci staªej
sprz¦»enia αs, której u»ywamy do oblicze«. Dla maªych αs wyniki s¡ dobrze
stabilne gdy Λ < λ, natomiast dla du»ych αs, dla Λ ∼ λ.

4.4.3 Zale»no±¢ od liczby u»ytych wektorów bazy
Otrzymane rozwi¡zania do±¢ szybko stabilizuj¡ si¦ wraz ze wzrostem liczby
wektorów bazy, zarówno przy zwi¦kszaniu liczby funkcji radialnych, jak i
funkcji k¡towych. lmax wybierano jako liczb¦ nieparzyst¡, aby zawsze stan o
s = − (konwencja oznacze« stanów polaryzacyjnych jest wyja±niona w do-
datku B.1) byª obecny podczas diagonalizacji. W sumie liczba wektorów bazy
wynosiªa do 300 i diagonalizacja hamiltonianu M̂2 nie przedstawiaªa proble-
mów numerycznych, tak jak obliczenie elementów macierzowych M̂2. Poni»-
sze dwa rysunki ilustruj¡ stabilizacj¦ rowi¡za« wraz ze wzrostem lmax i nmax.
Dla nmax ≥ 5 i lmax ≥ 11 bª¡d na warto±¢ masy najl»ejszego gluonium nie

1 2 3 4 5 6 7 8 9
nmax

1.73

1.75

1.78

1.81

M
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Rysunek 4.8: Masy najl»ejszego gluonium dla ustalonego lmax = 15 i nmax

zmieniaj¡cego si¦ od 1 do 9. λ = 1.92 GeV, b = 2λ, δ = 0.2, αs = 0.44.

przekracza 0.2%, a dla pierwszego stanu wzbudzonego nie przekracza 0.5%,
za± dla czwartego stanu wzbudzonego nie przekracza 6%. Wykorzystanie
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Rysunek 4.9: Masy najl»ejszego gluonium dla ustalonego nmax = 9 i lmax

zmieniaj¡cego si¦ od 3 do 15. λ = 1.92 GeV, b = 2λ, δ = 0.2, αs = 0.44.

kwadratur Gauss'a i cz¦±ciowa tabularyzacja j¡dra operatora M̂2 (stabula-
ryzowano j¡dro tego operatora po odcaªkowaniu po zmiennych radialnych i
k¡cie wzgl¦dnym γ, patrz dodatek B.2) pozwoliªo na obliczenia z lmax = 15,
bez znacznego zwi¦kszania czasu potrzebnego na policzenie wszystkich ele-
mentów macierzowych, I, dla ka»dego z wyborów b, δ i Λ przy ustalonym
λ.

4.4.4 Dokªadno±¢ oblicze«
Reasumuj¡c uwagi poczynione w poprzednich cz¦±ciach rozdziaªu, bª¡d w
warto±ci masy stanu podstawowego gluonium nie przekracza 2%, a dla kilku
kolejnych stanów ro±nie osi¡gaj¡c warto±¢ mniejsz¡ ni» 10% dla czwartego
stanu wzbudzonego. Bª¦dy zwi¡zane z ograniczeniem si¦ tylko do sektorów
dwu i trójcz¡stkowego oraz wprowadzeniem ansatzu na mas¦ µ2, podobnie
jak z ograniczeniem si¦ do rz¦du g2, nie mog¡ by¢ precyzyjnie oszacowane
i s¡ prawdopodobnie wi¦ksze. Osi¡gni¦ta dokªadno±¢ numeryczna pozwoliªa
nam jednak wyci¡gn¡¢ wnioski o sensowno±ci zrobionych zaªo»e« i dowie±¢, »e
wyniki s¡ rezultatem analizy efektywnej teorii cz¡stek, a nie przypadkowymi
liczbami.



Rozdziaª 5

Podsumowanie

Pokazali±my, »e procedura grupy renormalizacji dla cz¡stek efektywnych ot-
wiera drog¦ do systematycznej analizy problemu stanów zwi¡zanych w QCD.
Wst¦pny charakter tych bada« wymusiª na nas zrobienie uproszcze«, z któ-
rych najwi¦kszym byªo wprowadzenie ansatzu na mas¦ gluonów w sektorze
trójgluonowym, kiedy rozwa»a si¦ gluonium. Gluonium znalazªo si¦ w cen-
trum naszego zainteresowania z powodu nieabelowych oddziaªywa« gluonów,
które prowadz¡ do asymptotycznej swobody, niezale»nie od oddziaªywa« ja-
kie nios¡ ze sob¡ kwarki. Procedura RGPEP, która ma na celu realizacj¦
programu Dirac'a zbudowania ab initio teorii kwantowej, speªniaj¡cej zasady
szczególnej teorii wzgl¦dno±ci (o czym mówili±my na przykªadzie teorii φ3)
pozwoliªa nam na przybli»enie skomplikowanego teoriopolowego problemu
stanów zwi¡zanych gluonów przez równanie Schrödingera dla ukªadu dwóch
gluonów efektywnych.

W redukcji dynamiki gluonów do sektora dwucz¡stkowego wprowadzamy
ansatz na mas¦ gluonów, który usun¡ª rozbie»no±ci maªych x na poziomie
równania wªasnego dla zrenormalizowanego hamiltonianu efektywnego. Za
pomoc¡ oblicze« numerycznych pokazali±my, »e otrzymany w ten sposób opis
gluonium jest sensowny. Otrzymali±my rozwi¡zania w postaci stanów zwi¡-
zanych dwóch gluonów, które wykazuj¡ sªab¡ czuªo±¢ na konkretn¡ posta¢ µ2.
Nasze wyniki nie tylko nie zaprzeczaj¡ mo»liwo±ci budowania opisu hadronów
za pomoc¡ cz¡stek efektywnych w QCD, lecz zach¦caj¡ do idei poª¡czenia
kwantowej teorii pola z modelami konstytuentnymi za pomoc¡ procedury
RGPEP.

Wyniki jakie otrzymali±my na warto±ci masy gluonium s¡ zgodne z wy-
nikami sieciowymi. Byli±my w stanie otrzyma¢ mas¦ najl»ejszego gluonium
tak¡ sam¡ jak przewiduje sie¢. Wynik ten otrzymali±my dla λ rz¦du masy
gluonium, co jest warunkiem akceptacji opisu za pomoc¡ cz¡stek efektywnych
w teoriach z asymptotyczn¡ swobod¡. Stany wzbudzone ukªadaj¡ si¦ blisko
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stanów otrzymanych na sieci wtedy, gdy parametr skali hamiltonianu efek-
tywnego jest jako±ciowo wªa±ciwego rz¦du i odpowiadaj¡ca mu staªa sprz¦-
»enia równie» przyjmuje oczekiwany rz¡d wielko±ci.

Diagonalizacj¦ hamiltonianu efektywnego wykonano u»ywaj¡c bazy so-
bodnego momentu p¦du dla gluonów efektywnych. Cho¢ w obliczeniach nu-
merycznych mo»na u»ywa¢ i innych baz, to nasza konstrukcja wydaje si¦ by¢
elementem koniecznym dla przyszªej analizy korzystaj¡cej z dynamicznego
operatora momentu p¦du, jak tego wymaga program Diraca.



Dodatek A

Front ±wietlny

Wspóªrz¦dne frontu ±wietlnego s¡ zde�niowane nast¦puj¡co:

x+ = x0 + x3 , x− = x0 − x3 , x⊥ = (x1, x2) . (A.1)

Niezerowe skªadowe tensor metrycznego gµν to g+− = g−+ = 2 oraz gii = −1,
dla i = 1, 2. Iloczyn skalarny dwóch czterowektorów a i b jest wi¦c dany przez,

ab =
1

2
a+b− +

1

2
a−b+ − a⊥b⊥ . (A.2)

Pochodne cz¡stkowe:

∂± = 2∂∓ = 2
∂

∂x∓
. (A.3)

Operator 1/∂+ zde�niowany jest nast¦puj¡co, dla funkcji f(x−) zachodzi,
1

∂+
f(x−) =

1

4

∫
dy−ε

(
x− − y−

)
f(y−) , (A.4)

gdzie ε(x) = θ(x)− θ(−x).
Dla dowolnych dwóch p¦dów cz¡stek p1 i p2 mo»na wprowadzi¢ rozkªad

na p¦d caªo±ci i p¦d wzgl¦dny, zde�niujmy:

P+,⊥ = p+,⊥
1 + p+,⊥

2 , (A.5)

x1 =
p+

1

P+
(= x) , (A.6)

κ⊥12 =
p⊥1 p+

2 − p+
1 p⊥2

P+
(= κ⊥) . (A.7)

Zamiana ta wi¡»e si¦ ze zmian¡ miar caªkowania z [p1p2] na [P ][xκ],

[p1p2] = [P ][xκ] , (A.8)
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gdzie [xκ] jest dane przez,

[xκ] =
d2κ⊥dx

16π3x(1− x)
θ(x)θ(1− x) . (A.9)

Pole gluonowe, A⊥, ma rozkªad na operatory kreacji i anihilacji dany
wzorem (3.9). Je±li polaryzacj¦ wybierzemy jako prawoskr¦tn¡ i lewoskr¦tn¡,
wówczas wektory polaryzacji maj¡ posta¢:

ε⊥© = − 1√
2
(1, i) , (A.10)

ε⊥ª =
1√
2
(1,−i) . (A.11)

Speªniaj¡ one nast¦puj¡ce relacje:

ε?⊥
σ ε⊥σ′ = δσσ′ , (A.12)∑

σ

ε?i
σ εj

σ = δij . (A.13)



Dodatek B

Szczegóªy obliczeniowe

B.1 Baza
W celu wykonania oblicze« numerycznych musimy zdyskretyzowa¢ zagad-
nienie wªasne dla Hgg. W tym celu wybierzemy baz¦ zupeªn¡ stanów rozpi-
naj¡cych podprzestrze« w sektorze dwugluonowym |gλgλ〉. W obliczeniach
numerycznych mo»emy uwzgl¦dni¢ jedynie sko«czon¡ liczb¦ wektorów bazo-
wych, która decyduje o jako±ci przybli»enia numerycznego.

Pojedynczy stan w przestrzeni rozpi¦tej przez dwa gluony nios¡cy caªko-
wity p¦d P = (P+, P⊥) ma posta¢:

|P ; σ1, σ2, c1, c2〉 = NP+

∫
[P12][xκ]δ̃(P−P12)φσ1,σ2,c1,c2(x, κ⊥)a†p1σ1c1

a†p2σ2c2
|0〉 ,

(B.1)

gdzie P+,⊥
12 = p+,⊥

1 + p+,⊥
2 , a N to czynnik normalizacyjny.

Funkcj¦ φσ1,σ2,c1,c2(x, κ⊥) mo»emy podzieli¢ na cz¦±¢ kolorow¡ i p¦dow¡.

φσ1,σ2,c1,c2(x, κ⊥) = Cc1,c2φ̃σ1,σ2(x, κ⊥) . (B.2)

Poniewa» chcemy opisywa¢ stany zwi¡zane w QCD to mo»emy si¦ ograniczy¢
tylko do stanów nie nios¡cych koloru netto. W naszym przypadku oznacza
to, »e [28]

Cc1,c2 = δc1,c2 . (B.3)

Gluony jako cz¡stki bezmasowe maj¡ dwie polaryzacj¦, które mo»emy
wybra¢ jako polaryzacj¦ prawoskr¦tn¡ σ =© i lewoskr¦tn¡ σ =ª, tak wi¦c
stan dwugluonowy ma 4 stany polaryzacyjne. Zde�niujemy nast¦puj¡c¡ baz¦

58
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w przestrzeni polaryzacji gluonów

|p1p2, ↑〉 =
∑

c

a†p1©ca
†
p2©c|0〉 , (B.4)

|p1p2, ↓〉 =
∑

c

a†p1ªca
†
p2ªc|0〉 , (B.5)

|p1p2, +〉 =
1√
2

∑
c

(
a†p1©ca

†
p2ªc|0〉+ a†p1ªca

†
p2©c|0〉

)
, (B.6)

|p1p2,−〉 =
1√
2

∑
c

(
a†p1©ca

†
p2ªc|0〉 − a†p1ªca

†
p2©c|0〉

)
. (B.7)

Funkcj¦ φ̃s(x, κ⊥), gdzie s =↑, ↓, +,− rozªo»ymy w bazie zbudowanej z wielo-
mianów Laguerre'a i harmonik sferycznych. W przeciwie«stwie do rachunków
równoczasowych, ze wzgl¦du na dynamiczny charakter generatorów obrotu
wokóª osi x i y, na froncie ±wietlnym, nie wi¡»e si¦ to ze zde�niowaniem mo-
mentu p¦du dla stanów opisanych przez odpowiednie harmoniki sferyczne.
Jednak rzut momentu p¦du na o± z jest dobr¡ liczb¡ kwantow¡ do konstruk-
cji bazy, bowiem Jz jest operatorem kinematycznym i komutuje z hamilto-
nianem. W rachunkach na froncie jest to wi¦c tylko wybór bazy zupeªnej
stanów. Mamy wi¦c

φ̃s(x, κ⊥) =
∞∑

n=0

∞∑

l=0

l∑

m=−l

cs
nlmRn

(
4~k2

Λ2

)
Ylm(θ, ϕ) , (B.8)

gdzie zmienne k, θ, ϕ okre±laj¡ pewien wektor ~k, który wi¡»e si¦ z x i κ⊥

nast¦puj¡co,

k⊥ = κ⊥ , (B.9)

k3 =

(
x− 1

2

)
M , (B.10)

natomiast M2 = κ2/[x(1− x)]. ~k speªnia ponadto

~k2 =
1

4
M2 , (B.11)

cos θ =
k3

k
= 2x− 1 , (B.12)

tan ϕ =
k2

k1
=

κ2

κ1
. (B.13)

Λ to parametr o wymiarze p¦du charakteryzuj¡cy szeroko±¢ najni»szego wie-
lomianu Laguerre'a. Zamiast M2 b¦dziemy u»ywa¢ bezwymiarowej zmiennej
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w = M2/Λ2, wtedy

Rn (w) = exp
(
−w

2

)
Ln(w) , (B.14)

gdzie Ln(w) to n-ty wielomian Laguerre'a.
W przypadku s =↑, ↓, +, wkªad daj¡ tylko parzyste harmoniki sferyczne,

natomiast dla s = − tylko nieparzyste.
Rozkªad ten wykorzystamy do zde�niowania stanów bazowych w jakich

przeprowadzimy diagonalizacj¦ hamiltonianu Hgg. Zde�niujmy

|P ; n, j, jz; s〉 = NP+

∫
[P12][xκ]δ̃(P−P12)Rn (w) Yjjz(θ, ϕ)|p1p2, s〉 , (B.15)

gdzie czynnik normalizacyjny N , wynosi

N =
2π

3
2

Λ
. (B.16)

Λ to parametr charakteryzuj¡cy szeroko±¢ najni»szej radialnej funkcji falo-
wej. Dla du»ych warto±ci n, obliczenia powinny by¢ powtarzalne dla ró»nych
wyborów Λ, jednak w przypadku u»ycia jedynie kilku funkcji radialnych wªa-
±ciwy dobór Λ jest istotny.

Tak zde�niowane stany, |P ; n, j, jz; s〉, speªniaj¡ nast¦puj¡cy warunek
unormowania

〈P ′; n′, j′, j′z; s
′|P ; n, j, jz; s〉 = P+δ̃(P − P ′)δnn′δjj′δjzj′zδss′ . (B.17)

Poniewa» na froncie ±wietlnym wybór harmonik sferycznych nie jest ni-
czym wyró»niony, to mo»emy zastosowa¢ inne wybory. Alternatyw¡ jest na
przykªad baza swobodnego momentu p¦du ~J0, przedstawiona w dodatku C.
Dla przypadku s =↑, ↓, baza zbudowana ze stanów wªasnych ~J0 pokrywa
si¦ z wyborem harmonik sferycznych, natomiast dla podprzestrzeni rozpi¦tej
przez stany z s = + i s = −, mamy

|P ; n, j, jz,±〉 =
2π

3
2

Λ
P+

∫
[P12][xκ]δ̃(P − P12)

× Rn

(
M2

Λ2

) [
W+

jjz
(x, κ⊥)|p1p2, +〉+ W−

jjz
(x, κ⊥)|p1p2,−〉

]
, (B.18)

gdzie W+
jjz

i W−
jjz

to odpowiednie funkcje p¦dów.
W obliczeniach numerycznych korzystamy z obu wyborów.

W s
j,jz

(θ, ϕ) = ei(m+sz)ϕW̃ s
j,m(x) . (B.19)
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jz = m + sz, sz = ∓2 dla s =↑, ↓ natomiast sz = 0 dla s = +,−.
Ogólnie dowolny stan o p¦dzie P i rzucie momentu p¦du na o± z, równym

jz, mo»na zapisa¢ w bazie stanów |P ; n, j, jz; s〉,
|P, jz〉 =

∑
njs

cjz

njs|P ; n, j, jz; s〉 . (B.20)

B.2 Równanie wªasne
Zde�niujmy zredukowany element macierzowy, Iss′

nj;n′j′ , operatora M̂2,

M̂2 = P+Hgg − P⊥2 , (B.21)

przez

Iss′
nj;n′j′ =

〈P ; n, j, jz; s|M̂2|P ′; n′, j′, jz; s
′〉

δ̃(P − P ′)
. (B.22)

Warto±¢ jz jest po obu stronach operatora M̂2 taka sama, gdy» [Jz, Hgg] = 0.
Wówczas korzystaj¡c z (B.17) i (B.20) równanie wªasne (3.41) przyjmuje
posta¢

∑

n′j′s′
Iss′
nj;n′j′ c

jz

n′j′s′ = M2cjz

njs . (B.23)

s przyjmuje warto±ci ↑, ↓, +,−, natomiast zakres n i j jest uwarunkowany
przez nasze mo»liwo±ci obliczeniowe. Równanie (B.23) sprz¦ga ze sob¡ stany
o wszystkich s. Macierz Iss′ ma bowiem nast¦puj¡c¡ struktur¦

Iss′ =




I↑↓ 0 I↑+ I↑−

0 I↓↓ I↓+ I↓−

I+↑ I+↓ I++ I+−

I−↑ I−↓ I−+ I−−


 . (B.24)

Dla jz = 0 cz¦±ci I+− i I−+ s¡ równe zeru. W bazie stanów |P ; n, j, jz; s〉,
elementy macierzowe Iss′

nj;n′j′ s¡ rzeczywiste i macierz I jest symetryczna.

B.2.1 Elementy macierzowe M̂2

Elementy macierzowe skªadników operatora M̂2, zawieraj¡ce odpowiednio
Tgg, Hmass, Hfin

gg , Hhigh, Hrest
high i Hlow oznaczmy przez I0, Imass, Ifin, Ihigh,

Irest
high i Ilow. Dodatkowo przez II oznaczymy

II = Ifin + Ihigh + Irest
high + Ilow . (B.25)
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B.2.2 Energia kinetyczna

Iss′
0 nj;n′j′ = N2g2δss′

∫
[xκ]Rn (w) Rn′(w)W s

j,jz
(θ, ϕ)W s

j′,jz
(θ, ϕ)M2 ,

(B.26)

gdzie M2 = κ2/[x(1− x)]. I0 daje si¦ policzy¢ analitycznie:

Iss′
0 nj;n′j′ = Λ2δss′δjj′ [(2n + 1)δnn′ − (n′ + 1)δn,n′+1 − (n + 1)δn+1,n′ ] . (B.27)

Jak wida¢ przyj¦ta baza nie diagonalizuje energii kinetycznej, jednak nie
stanowi to jakiejkolwiek przeszkody w analizie równania (3.41).

B.2.3 Cz¦±¢ masowa

Iss′
mass nj;n′j′ = N2g2δss′

×
∫

[xκ]Rn (w) Rn′(w)W s
j,jz

(θ, ϕ)W s
j′,jz

(θ, ϕ)hmass(x, κ⊥) . (B.28)

Wykonuj¡c caªkowania po k¡tach dostajemy wyra»enie, które obliczamy nu-
merycznie.

Iss′
mass nj;n′j′ = 2NcΛ

2αsδss′

∫ 1

0

dx

∫ 1

0

dy

∫ ∞

0

dw

∫ ∞

0

dw′

× Ln(w)Ln′(w)W̃ s
j,jz

(x)W̃ s
j′,jz

(x) e−w−2Γw′
[
1− y

y
+

y

1− y
+ y(1− y)

]

×
[

ν2
1−x,xy,x(1−y)

M2 + xν2
1−x,xy,x(1−y)

+
ν2

x,(1−x)y,(1−x)(1−y)

M2 + (1− x)ν2
x,(1−x)y,(1−x)(1−y)

]
, (B.29)

gdzie

αs =
g2

4π
. (B.30)

Staªa Γ pojawiaj¡ca si¦ w powy»szym wzorze jest w przypadku wyboru fλ

danym wzorem (2.39) jest równa

Γ =
Λ2

λ2
. (B.31)

Elementy macierzowe licz¡ si¦ bez problemów w u»ytych tu zmiennych.
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B.2.4 Cz¦±¢ oddziaªywania
B¦dziemy u»ywa¢ nast¦puj¡cych oznacze« (patrz równie» rys. 3.2 ).

x = x1 , y = x3 , (B.32)
κ = κ12 , ρ = κ34 , (B.33)

Element macierzowy Iss′
Inj;n′j′ dany jest przez 6-cio wymiarow¡ caªk¦ (po

uwzgl¦dnieniu postaci wektorów polaryzacji gluonów w odpowiednich kon�-
guracjach polaryzacyjnych).

Iss′
Inj;n′j′ = N2g2

∫
[xκ][yρ]

× Rn (wl) Rn′(wr)W
s
j,jz

(θl, ϕl)W
s′
j′,jz

(θr, ϕr)h
ss′
jz

(x, κ⊥; y, ρ⊥) . (B.34)

gdzie

hss′ = hss′
fin + δss′

(
hhigh + hrest

high + hlow

)
, (B.35)

Jak wida¢ czªony z hhigh, hrest
high i hlow s¡ diagonalne w wybranej bazie stanów

polaryzacyjnych. Zewn¦trzny czynnik ksztaªtu (tzn. ten czynnik, który jest
jawnie napisany w wzorze (2.32)), w u»ytych tu zmiennych, jest dany przez

fλ = exp
[−Γ(

√
wl −√wr)

2
]

. (B.36)

hss′
fin =

(
fλ F̃2λ + K̃2

) wss′

x(1− x)y(1− y)
∓ δss′ fλ , (B.37)

gdzie przed ostatnim czªonem dla s =↑, ↓ wyst¦puje znak −, natomiast dla
s = +,− znak +. Wyra»enia z wss′ pochodz¡ z tych cz¦±ci czªonów Vλgg

i VRgg, które zawieraj¡ vfin, dane wzorem (3.29). Skªadnik proporcjonalny
do czynnika fλ bierze si¦ z oddziaªywania czteropunktowego gluonów Wλgg.
Oznaczymy α⊥ = (α1, α2) , β⊥ = (β1, β2) (α⊥ i β⊥ s¡ dane przez (3.30-3.31)).

w↑↑ =
2i

x− y
(α2β1 − α1β2)(2xy − x− y)− 2α⊥β⊥ , (B.38)

w↑↓ = 0 , (B.39)
w↑+ = −

√
2(α1 − iα2)(β1 − iβ2)(1− 2y + 2y2) , (B.40)

w↑− =
√

2(α1 − iα2)(β1 − iβ2)(1− 2y) , (B.41)
w↓↑ = 0 , (B.42)

w↓↓ = − 2i

x− y
(α2β1 − α1β2)(2xy − x− y)− 2α⊥β⊥ , (B.43)

w↓+ = −
√

2(α1 + iα2)(β1 + iβ2)(1− 2y + 2y2) , (B.44)
w↓− = −

√
2(α1 + iα2)(β1 + iβ2)(1− 2y) , (B.45)
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w+↑ = −
√

2(α1 + iα2)(β1 + iβ2)(1− 2x + 2x2) , (B.46)
w+↓ = −

√
2(α1 − iα2)(β1 − iβ2)(1− 2x + 2x2) , (B.47)

w++ = −2α⊥β⊥(1− 2x + 2x2 − 2y + 2y2) , (B.48)

w+− = − 2i

x− y
(α2β1 − α1β2)

×(x− 2x2 + 2x3 + y − 2y2 − 2xy + 4xy2 − 2x2y) , (B.49)
w−↑ =

√
2(α1 + iα2)(β1 + iβ2)(1− 2x) , (B.50)

w−↓ = −
√

2(α1 − iα2)(β1 − iβ2)(1− 2x) , (B.51)

w−+ = − 2i

x− y
(α2β1 − α1β2)

×(x− 2x2 + y − 2y2 + 2y3 − 2xy − 2xy2 + 4x2y) , (B.52)
w−− = −2α⊥β⊥(1− 2x)(1− 2y) . (B.53)

Natomiast,

hhigh =
1

(x− y)2
fλ(ff − 1)

[
4F̃2α

⊥β⊥ − (x + y)(2− x− y)
]

,(B.54)

hrest
high =

1

(x− y)2
(fλ − 1)ff(x + y)(2− x− y) , (B.55)

hlow =
1

(x− y)2
ff

[
4K̃2α

⊥β⊥ + (x + y)(2− x− y)
]

. (B.56)

Korzystaj¡c z (B.19) i wprowadzaj¡c zmienn¡ γ:

γ = ϕl − ϕr , (B.57)

mo»na wykona¢ caªkowanie po k¡cie ϕr. Do obliczenia numerycznego zostaje
wi¦c pi¦ciowymiarowa caªka,

Iss′
Inj;n′j′ =

NcΛ
2αs

π

∫ 2π

0

dγ

∫ 1

0

dx

∫ 1

0

dy

∫ ∞

0

dwl

∫ ∞

0

dwr θ(x− y)

×exp

[
−wl + wr

2

]
Ln(wl)Ln′(wr)W̃

s
j,jz

(x)W̃ s′
j′,jz

(y)h̃ss′
jz

(x,wl; y, wr; γ) .

(B.58)

h̃ss′
jz

to hss′
jz

odcaªkowane po k¡cie ϕr, podobnie w̃ss′
jz
.

h̃ss′
jz

=
(
fλ F̃2λ + K̃2

)
w̃ss′

jz
∓ δjz0 δss′ fλ− δss′(hhigh +hrest

high +hlow) cos jzγ ,

(B.59)
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gdzie

w̃↑↑
jz

= −2 [(wl + wr) cos(jz − 2)γ − r t cos(jz − 1)γ] , (B.60)
w̃↑↓

jz
= 0 , (B.61)

w̃↑+
jz

= −
√

2(1− 2y + 2y2)

× [wl cos jzγ + wr cos(jz − 2)γ − r t cos(jz − 1)γ] , (B.62)
w̃↑−

jz
=

√
2(1− 2y)

× [wl cos jzγ + wr cos(jz − 2)γ − r t cos(jz − 1)γ] , (B.63)
w̃↓↑

jz
= 0 , (B.64)

w̃↓↓
jz

= −2 [(wl + wr) cos(jz + 2)γ − r t cos(jz + 1)γ] , (B.65)
w̃↓+

jz
= −

√
2(1− 2y + 2y2)

× [wl cos jzγ + wr cos(jz + 2)γ − r t cos(jz + 1)γ] , (B.66)
w̃↓−

jz
= −

√
2(1− 2y)

× [wl cos jzγ + wr cos(jz + 2)γ − r t cos(jz + 1)γ] , (B.67)
w̃+↑

jz
= −

√
2(1− 2x + 2x2)

× [wl cos(jz − 2)γ + wr cos jzγ − r t cos(jz − 1)γ] , (B.68)
w̃+↓

jz
= −

√
2(1− 2x + 2x2)

× [wl cos(jz + 2)γ + wr cos jzγ − r t cos(jz + 1)γ] , (B.69)
w̃++

jz
= −2(1− 2x + 2x2 − 2y + 2y2)

× [(wl + wr)− r t cos γ] cos jzγ , (B.70)
w̃+−

jz
= −2(x− 2x2 + 2x3 + y − 2y2 − 2xy + 4xy2 − 2x2y)

×t sin jzγ sin γ , (B.71)

gdzie

t =

√
wlwr

x(1− x)y(1− y)
, (B.72)

r = x + y − 2xy , (B.73)

α⊥β⊥ = x(1−x)y(1−y)(wl +wr)−r
√

x(1− x)y(1− y)wlwr cos γ . (B.74)

Analiza czªonu Ihigh

Aby Ihigh poddaªo si¦ procedurom caªkowania numerycznego musimy je po-
dzieli¢ na odpowiednie skªadniki. Dokonajmy nast¦puj¡cego podziaªu hhigh.

hhigh = h1 + h2 + h3 , (B.75)
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gdzie

h1 =
1

z2
fλ(G−G0)

ff − 1

D
, (B.76)

h2 =
1

z2
fλ

(
ff − 1

D
− ff0 − 1

D0

)
G0 , (B.77)

h3 =
1

z2
fλ

ff0 − 1

D0

G0 , (B.78)

D = (1− x)α⊥2 + yβ⊥2 , (B.79)
G = 4(1− x)y(1 + x− y)α⊥β⊥ − (x + y)(2− x− y)D , (B.80)

D0 = lim
z→0

D = x(1− x)
(
ρ⊥ − κ⊥

)2
, (B.81)

G0 = lim
z→0

G = 2 z x(1− x)(1− 2x)
(
ρ⊥2 − κ⊥2

)
, (B.82)

ff0 = lim
z→0

ff = exp

[
−Γ

(
ρ⊥ − κ⊥

)2

z

]
. (B.83)

Caªki z hi oznaczymy przez Ii. Mamy wi¦c,

Ihigh = I1 + I2 + I3 . (B.84)

I1 i I2 wykonuj¡ si¦ bez problemów. Cz¦±¢ I3 wymaga dodatkowej analizy.

I3nj;n′j′ = N2g2

∫ ∞

0

dwl

∫ ∞

0

dwr

∫ 2π

0

dγ

exp

(
−wl + wr

2

)
Ln(wl)Ln′(wr) cos(jzγ)Ĩ3jj′ , (B.85)

gdzie

Ĩ3jj′ =

∫ 1

0

dx

∫ x

0

dzW̃ s
j,jz

(x)W̃ s
j′,jz

(y)h3 . (B.86)

Przeksztaªcimy Ĩ3jj′ nast¦puj¡co. Poniewa» pozorne osobliwo±ci zlokalizo-
wane s¡ w obszarze maªego z to Ĩ3jj′ przeksztaªcimy nast¦puj¡co,

Ĩ3jj′ =

∫ 1

0

dx

∫ x

0

dz h3 W̃ s
j,jz

(x)
[
W̃ s

j′,jz
(x− z)− W̃ s

j′,jz
(x)

]

+

∫ 1

0

dx

∫ x

0

dz h3 W̃ s
j,jz

(x)W̃ s
j′,jz

(x) . (B.87)
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Pierwsz¡ z tych caªek oznaczmy przez Ĩ3a, a drug¡ przez Ĩ3b. Ĩ3a nie sprawia
ju» »adnych trudno±ci. Ĩ3b obliczymy zgodnie z pomysªem przedstawionym
pod wzorem (3.64), zapiszemy wi¦c,

Ĩ3b =
1

2

∫ 1

0

dx

[∫ x

0

dz h+
3 +

∫ 0

−1+x

dz h−3

]
W̃ s

j,jz
(x)W̃ s

j′,jz
(x) , (B.88)

gdzie h+
3 = h3, natomiast h−3 = h3(1 ↔ 2, 3 ↔ 4) odpowiada kon�guracji

dla przypadku, gdzie x3 > x1. Korzystaj¡c ze wzorów (3.61-3.64) mo»emy
usun¡¢ rozbie»no±¢ w z z Ĩ3b w sensie warto±ci gªównej. Ostatecznie otrzy-
mujemy

Ĩ3b =

∫ 1

0

dx

∫ x+

x−
dz W̃ s

j,jz
(x)W̃ s

j′,jz
(x)

1

z
fλ(ff0 − 1)

ρ⊥2 − κ⊥2

(ρ⊥ − κ⊥)2 , (B.89)

gdzie dla x < 1/2 x− = x, a x+ = 1− x, a dla x > 1/2 mamy x− = 1− x, a
x+ = x. Tak przeksztaªcone Ĩ3b liczy si¦ ju» bez problemów.

Zmienne caªkowania numerycznego
Ze wzgl¦du na obecno±¢ osobliwych wyra»e« w Hdiv

gg do obliczenia elementów
macierzowych u»yjemy nast¦puj¡cych zmiennych (u, v, x, z, ξ):

z = x− y , (B.90)
wl = u + 2

√
zuv cos ξ + zv , (B.91)

wr = u− 2
√

zuv cos ξ + zv , (B.92)
cos γ =

u− zv√
wlwr

. (B.93)

Jacobian zamiany zmiennych daje czynnik 4z,
∫ 1

0

dx

∫ 1

0

dy

∫ ∞

0

dwl

∫ ∞

0

dwr

∫ 2π

0

dγ θ(x− y)

= 4

∫ 1

0

dx

∫ x

0

dz

∫ ∞

0

du

∫ ∞

0

dv

∫ 2π

0

dξ z . (B.94)

Zmienne te wykorzystujemy do obliczenia wszystkich skªadników II oprócz
I3b, które obliczamy w zmiennych (wl, wr, x, z, γ).

B.2.5 Dowód zbie»no±ci Irest
high

Zale»no±ci (B.91) i (B.92) powoduj¡, »e wystarczy rozwa»y¢ przypadek gdy
Rn(zl) = Rn′(zr) = 1 oraz W̃ s

j,jz
(x) = W̃ s

j′,jz
(y) = 1. Funkcja podcaªkowa w
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wyra»eniu na Irest
high dla maªych z wynosi, patrz wzór (3.59),

1

z
exp(−u− 4v)

[
exp(−4zv cos2 ξ)− 1

]
. (B.95)

Za spraw¡ nowych zmiennych w mianowniku stoi pierwsza pot¦ga z, a nie
druga. Czynnik exp(−u) pochodzi z de�nicji bazy, a w szczególno±ci ze wzoru
(B.14), natomiast czynnik exp(−4v) to ff w granicy z → 0. Wyra»enie w
nawiasie kwadratowym pochodzi od (fλ − 1). Jedyne mo»liwe ¹ródªo poten-
cjalnych rozbie»no±ci tkwi w zachowaniu si¦ tej funkcji jako funkcji z. Dla
maªych z, wyra»enie w nawiasie mo»na zast¡pi¢ przez czynnik −4zv cos2 ξ,
który kompensuje istnienie z w mianowniku. Dowodzi to sko«czono±ci Irest

high.
W obliczeniach numerycznych nie korzystamy z zaprezentowanej tu gra-

nicznej postaci Irest
high. Skoro wiadomo, »e zarówno Ilow jak i Irest

high s¡ sko«czone
to obliczamy sum¦ tych wyra»e«, nie sprawia ona bowiem »adnych kªopotów
w zaprezentowanych tu zmiennych.



Dodatek C

Baza swobodnego momentu p¦du

Oznaczmy, L0 = LQCDg(g = 0).

L0 = −1

2
Tr (fµνfµν) , (C.1)

gdzie

fµν = ∂µAν − ∂νAµ . (C.2)

Ze wzgl¦du na wektorowy charakter pól Aµ wyra»enie (2.7) musi by¢ zmo-
dy�kowane o dodatkowy czªon [35].

Mµν =
1

2

∫
d2x⊥dx− :

(
xµT+ν − xνT+µ + πρΣµν

ρσAσ
)∣∣∣∣

x+=0

: , (C.3)

gdzie

Σµν
ρσ = δµ

σδν
ρ − δµ

ρ δν
σ . (C.4)

πρ to p¦d kanoniczny sprz¦»ony do Aρ,

πρ =
∂L

∂∂+Aρ

. (C.5)

Wybieramy cechowanie A+ = 0 i wykorzystuj¡c A− = 2(∂⊥A⊥)/∂+ eliminu-
jemy skªadowe A−. Nast¦pnie wykorzystuj¡c rozkªad (3.9) i posta¢ wektorów
polaryzacji ε⊥pσ dan¡ przez (A.10-A.11) dostajemy:

M+1 = i
∑
σc

∫
[p]p+

∂a†pσc

∂p1
apσc , (C.6)

M+2 = i
∑
σc

∫
[p]p+

∂a†pσc

∂p2
apσc , (C.7)
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M12 = i
∑
σc

∫
[p]

[(
p1 ∂

∂p2
− p2 ∂

∂p1

)
a†pσc

]
apσc

−
∫

[p]
(
a†p©cap©c − a†pªcapªc

)
, (C.8)

M−1 = i
∑
σc

∫
[p]

[(
p⊥2

p+

∂

∂p1
+ 2p1 ∂

∂p+

)
a†pσc

]
apσc

+ 2

∫
[p]

p2

p+

(
a†p©cap©c − a†pªcapªc

)
, (C.9)

M−2 = i
∑
σc

∫
[p]

[(
p⊥2

p+

∂

∂p2
+ 2p2 ∂

∂p+

)
a†pσc

]
apσc

− 2

∫
[p]

p1

p+

(
a†p©cap©c − a†pªcapªc

)
. (C.10)

Operator swobodnego momentu p¦du wi¡»e si¦ z generatorami Mµν nast¦-
puj¡co:

~J =

[
1

2
(M−2 −M+2),−1

2
(M−1 −M+1),M12

]
. (C.11)

Do wyra»enia ~J wygodnie jest u»y¢ zmiennych ~p zamiast (p+, p⊥), [~p] =
d3~p/(16π3|~p|).

J1 = i
∑
σc

∫
[~p]

[(
p2 ∂

∂p3
− p3 ∂

∂p2

)
a†pσc

]
apσc

−
∫

[~p]
p1|~p|
p⊥2

(
a†p©cap©c − a†pªcapªc

)
, (C.12)

J2 = i
∑
σc

∫
[~p]

[(
p3 ∂

∂p1
− p1 ∂

∂p3

)
a†pσc

]
apσc

−
∫

[~p]
p2|~p|
p⊥2

(
a†p©cap©c − a†pªcapªc

)
, (C.13)

J3 = i
∑
σc

∫
[~p]

[(
p1 ∂

∂p2
− p2 ∂

∂p1

)
a†pσc

]
apσc

−
∫

[~p]
(
a†p©cap©c − a†pªcapªc

)
, (C.14)
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C.1 Stany wªasne ~J2
0

Znajdziemy teraz stany wªasne operatora ~J2
0

~J2
0 |Ψ〉 = j(j + 1)|Ψ〉 , (C.15)

w podprzestrzeni dwucz¡stkowej. Stan |Ψ〉 wybierzemy w ten sposób, by byª
jednocze±nie stanem wªasnym operatora J3,

J3|Ψ〉 = jz|Ψ〉 . (C.16)

Wyrazimy |Ψ〉 korzystaj¡c z bazy stanów polaryzacyjnych zde�nowanej w
(B.4-B.7). W ±rodku masy ukªadu dwóch gluonów mamy

|Ψ〉s =

∫
[12]Ψ(12)|p1p2, s〉 . (C.17)

Stan |Ψ〉s niesie p¦d caªkowity P⊥ = 0⊥, P+ = M, (M =
√

κ2/[x(1− x)]),
co odpowiada ~P = ~0 w przypadku równoczasowym, tak wi¦c

Ψ(12) = P+16π3δ(P+ −M)δ2(P⊥)φ(κ⊥, x) . (C.18)

Korzystaj¡c ze zmiennych (B.9-B.10) mo»emy przedstawi¢ funkcj¦ φ(κ⊥, x)

jako iloczyn funkcji zale»nej tylko od |~k| i drugiej zale»nej tylko od k¡tów
θ, ϕ,

φ(κ⊥, x) = R(|~k|)W (θ, ϕ) . (C.19)

Przypadek s =↑, ↓
~J2
0 |Ψ〉 =

∫
[12]P+2(2π)3δ(P+ −M)δ2(P⊥)

[
~S2φ(κ⊥, x)

]
|s〉 , (C.20)

J3|Ψ〉 =

∫
[12]P+2(2π)3δ(P+ −M)δ2(P⊥)

×
[(
−i

∂

∂ϕ
+ sz

)
φ(κ⊥, x)

]
|s〉 , (C.21)

gdzie

~S2 = −∂2
θθ − cot θ∂θ − 1

sin2 θ
∂2

ϕϕ . (C.22)
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sz = −2 dla ↑ oraz sz = 2 dla ↓, co wynika ze wzoru (C.14). Jak wida¢ ~S2

to operator ró»niczkowy reprezentuj¡cy �zwykªy� moment p¦du. Równania
(C.15) i (C.16) sprowadzaj¡ si¦ wi¦c do

~S2W s
jjz

(θ, ϕ) = j(j + 1)W s
jjz

(θ, ϕ) , (C.23)(
−i

∂

∂ϕ
+ sz

)
W s

jjz
(θ, ϕ) = jzW

s
jjz

(θ, ϕ) . (C.24)

Tak wi¦c dla s =↑, ↓ otrzymujemy rozwi¡zania w postaci harmonik sferycz-
nych

Wjjz(θ, ϕ) = Yjm(θ, ϕ) , (C.25)

gdzie mo»liwe warto±ci to j = 0, 2, 4, . . . oraz m = −j, .., j, natomiast jz =
m + sz. Parzysto±¢ j wynika z tego, »e Ψ(12) = Ψ(21) dla stanów z s =↑, ↓.

Przypadek s = +,−
W tym przypadku otrzymujemy,

~J2|Ψ〉± =

∫
[12]P+2(2π)3δ(P+ −M)δ2(P⊥)

×
[
~S2φ|±〉+

4

sin2 θ
φ|±〉 − 4i

cos θ

sin2 θ

∂

∂ϕ
φ|∓〉

]
, (C.26)

J3|Ψ〉± =

∫
[12]P+2(2π)3δ(P+−M)δ2(P⊥)

[
−i

∂

∂ϕ
φ(κ⊥, x)

]
|±〉 , (C.27)

Wzór (C.26) oznacza, »e w przypadku gdy J3|Ψ〉 6= 0 to stan z s = + lub
s = − nie mo»e by¢ stanem wªasnym ~J2

0 . Stanem wªasnym mo»e by¢ tylko ich
kombinacja liniowa. Dla J3|Ψ〉 = 0, mo»na znale¹¢ rozwi¡zanie. Równanie
ró»niczkowe jakie musi w tym wypadku speªnia¢ W s

jjz
(θ, ϕ), to

(
~S2 +

4

sin2 θ

)
W s

j0(k̂) = j(j + 1)W s
j0(k̂) . (C.28)

Rozwi¡zaniami s¡ stowarzyszone wielomiany Legendre'a P 2
j (cos θ) dla j ≥ 2,

dla j < 2 równanie (C.28) nie posiada normowalnych rozwi¡za«. Poniewa»
Ψ(12) jest funkcj¡ parzyst¡ przy zamianie 1 ↔ 2 w (C.17), a Ψ(12) niepa-
rzyst¡, wi¦c dla s = + dopuszczalne s¡ parzyste warto±ci j, a dla s = −
nieparzyste.

W celu znalezienia rozwi¡za« w przypadku J3|Ψ〉 6= 0 posªu»ymy si¦
operatorami drabinkowymi,

J± = J1 ± iJ2 . (C.29)
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Ich dziaªanie na stan |Ψ〉±, gdy J3|Ψ〉± 6= 0, jest nast¦puj¡ce

J±|Ψ〉± =

∫
[12] [S±Ψ(12)|±〉+ A±Ψ(12)|∓〉] , (C.30)

gdzie

S± = ±e±iϕ∂θ + ie±iϕ cot θ∂ϕ , (C.31)

A± = −2i
e±iϕ

sin θ

∂

∂ϕ
. (C.32)

Dziaªaj¡c J± mo»na generowa¢ pozostaªe rozwi¡zania na W s
jjz

(θ, ϕ). Oznaczmy
przez |Ψj,jz〉 stan o ustalonym j i jz wówczas

|Ψj,±|jz |〉± = (J±)|jz | |Ψj,0〉±
=

∫
[12]P+2(2π)3δ(P+−P+

12)δ(P
⊥−P⊥

12)R
(
|~k|

) [
W+

jjz
|+〉+ W−

jjz
|−〉] .

(C.33)

Przykªad:

j = 2, m = 0 : W+ = sin2 θ, W− = 0 ,
j = 2, m = 1 : W+ = 2eiϕ sin θ cos θ, W− = −2eiϕ sin θ ,
j = 2, m = 2 : W+ = 2e2iϕ(1 + cos2 θ), W− = −4e2iϕ cos θ .

j = 3, m = 0 : W+ = 0, W− = cos θ sin2 θ.
j = 3, m = 1 : W+ = −2eiϕ sin θ cos θ , W− = eiϕ sin θ(1 + 3 cos 2θ)/2 ,
j = 3, m = 2 : W+ = −4e2iϕ cos 2θ , W− = 2e2iϕ cos θ(cos2 θ + cos 2θ) ,
j = 3, m = 3 : W+ = 6e3iϕ sin 2θ, W− = −6e3iϕ sin θ(1 + cos2 θ) .

Oczywi±cie,

(J±)3|Ψ2,0〉s = 0 , (C.34)

(J±)4|Ψ3,0〉s = 0 , (C.35)
dla s = + lub s = −.
Po unormowaniu stanów |Ψj,jz〉 u»ywamy ich jako alternatywnej bazy do
harmonik sferycznych.
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