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SEOWO WSTEPNE

Mechanika kwantowa, w przeciwienstwie do klasycznych teorii fizycznych, wydaje sie by¢ zagmatwana, nieintuicyjna
i zupelnie niezrozumiala. Dlaczego tak jest? Wezmy za przyktad mechanike klasyczna, ktéra opisuje ruch czastek pod
wplywem dziatajacych na nie sil. Chyba wszyscy sie zgodza, ze bez wiekszego wysitku kazdy z nas moze sobie
w przejrzysty sposéb zwizualizowaé procesy opisywane przez te teorie. Wynika to z tego, ze formalizm mechaniki
klasycznej jest kompatybilny z uzytkownikami formalizmu, czyli nami. Co mamy tu namy$li? Réwnanie Newtona
(to jest wlasnie formalizm mechaniki klasycznej) méwi o tym jak w czasie zmienig sie polozenia i predkosci czastek.
Kazdy moze sobie wyobrazi¢ co to znaczy, ze czastka jest tutaj a za jaki$ czas bedzie tam, innymi stowy, pojecia
predkosci i polozenia sg dla nas intuicyjnie zrozumiale i nie wymagaja zadnych dodatkowych wyjasnien. Mimo to,
nawet w mechanice klasycznej mozemy napotkaé¢ trudnosci natury koncepcyjnej, przyktadem jest tu pojecie sity -
czym ona jest i jak ja sobie wyobraza¢? Aby odpowiedzieé¢ na to pytanie najprosciej jest odwotaé sie¢ do naszych
codziennych doswiadczen. Wiadomo, ze jak co$ sie popchnie to to cos zaczyna sie poruszaé, a wiec sila jest czyms
takim jak popchniecie. Ale to nie wszystko! Newton moéwi, ze istnieja tez sily dzialajace na odleglosé: takie sity
ktére nie wymagaja bezposredniego kontaktu. Jak to mozliwe, ze co$ sie zaczyna sie porusza¢ mimo iz nikt tego nie
popchna? Proste, odpowiada Newton, zauwazmy, ze upuszczony przedmiot zaczyna si¢ porusza¢ w kierunku ziemi.
Skoro sie porusza to znaczy, ze musi dziataé sita. Co wiecej, jest ewidentnym, ze jest to sila ktérag Ziemia wywiera na
przedmiot na odleglosé. Czyli sity dzialajace na odleglo$¢ sg jak grawitacja, co$ z czym mamy do czynienia kazdego
dnia, a wiec jest nam znajome i zrozumiemy to intuicyjnie. Tak wiec, mechanika klasyczna wydaje sie by¢ zrozumiata
poniewaz jej formalizm opera si¢ na pojeciach, ktére rozumiemy intuicyjnie bo obcowaliémy z nimi przez cale nasze
zycie.

W przypadku mechaniki kwantowej, jak sami si¢ niedtugo przekonacie, jej formalizm jest oddzielony od uzytkowni-
ka bezdenng czeluscia. Najprosciej méwiac, hardware ludzkiego mézgu ewoluowal w warunkach, w ktérych kwantowe
efekty nie maja wiekszego wplywu na to czy sie zje czy sie zostanie zjedzonym. Nasze zmysly i sposéb w jaki inter-
pretujemy zewnetrzne bodzce jest klasyczny do szpiku koéci. Zwyczajnie nie jest mozliwym aby sobie wyobrazi¢ co
znaczy np. superpozycja stanéw “zywy-martwy kot Schrodinger’a”. Aby wydoby¢ z tego formalizmu wielkoéci, ktére
rozumiemy i mozemy sobie wyobrazié¢ niezbednym jest rozpiecie nad czelusciag mostu — niezbedna jest interpretacja
formalizmu.

Generalnie sa dwa podejscia do tego zagadnienia. W pierwszym podejsciu zaklada sie, ze wszechswiat jako calosé
jest opisywany mechanika kwantows. Oczywisdcie uzytkownik formalizmu jest cze$cia wszech$wiata, a wiec takze on
jest opisany przez formalizm, ktorego chce uzywaé. Glowny problemem z jakim boryka si¢ to podejécie polega na tym,
ze nalezy wykazaé w jaki sposéb iluzja klasycznego $wiata moglaby wynikng z praw mechaniki kwantowej. Niestety,
aby w pelni zrozumieé jak taki problem mozna rozwiazaé¢ niezbedna jest zaawansowana i bardzo techniczna wiedza o
mechanice kwantowej. Rzecz jasna, nie jest to temat, ktéry mégtby sie miesci¢ w ramach podstawowego kursu z tego
przedmiotu.

Drugie podejscie, zwane interpretacjg Kopenhaskq, zaklada, ze miedzy swiatem kwantowym a klasycznym $wiatem
uzytkownika istnieje ostra granica. Lacznikiem miedzy tymi dwoma, zupelnie odmiennymi Swiatami jest nie do konca
sprecyzowany proces pomiaru. Zaklada sie, ze to wlasnie pomiar jest jedynym sposobem w jaki uzytkownik moze
sie czego$ dowiedzie¢ o badanym ukladzie kwantowym. Jednakze, kazdy taki akt pomiaru nieuchronnie zmienia stan
mierzonego ukladu. W ten sposéb wlasnie tlumaczy si¢ dlaczego nie obserwujemy kotéw w superpozycji “zywy-
martwy”. W wyniku pomiaru kwantowe superpozycje “kolapsuja” do klasycznych stanéw, a o tym czy zmierzony kot
Schrédingera okaze sie zywy czy martwy decyduje przypadek. W ogole, w tej interpretacji wszelkie przewidywania
mechaniki kwantowej, tzn. przewidywane wyniki pomiaréw, maja charakter probabilistyczny. Ta interpretacja stanowi
niezbedne minimum aby moéc postuzyé sie¢ formalizmem mechaniki kwantowej w badaniach naukowych. W sumie
sprowadza sie ona do zestawu regul, ktére méwia co trzeba trzeba zrobié z elementami formalizmu aby przewidzieé jaki
bedzie wyniki danego doswiadczenia z kwantowymi czastkami. Mozna ja podsumowaé w barwny sposéb przytaczajac
stowa Davida Mermin’a: “Shut up and calculate!”.

Jasnym jest, ze niezaleznie od przyjetej interpretacji, warunkiem koniecznym do zrozumienia fizyki kwantowej
jest dobre zaznajomienie sie z matematyka na ktérej zbudowany jest jej formalizm. Wtasnie dlatego nasze zajecia
zaczynamy od oméwienia matematyki mechaniki kwantowej. Pierwszym tematem beda elementy rachunku prawdo-
podobienstwa.



I. ELEMENTY RACHUNKU PRAWDOPODOBIENSTWA
A. Zmienna losowa

Niech X bedzie zmienng losowgq, tzn. taka zmienna, ktéra moze przyjmowaé wartosci z pewnego zbioru 2 x, zwanego
zbiorem zdarzen, ale w taki sposéb, ze nie wiemy, ktora z tych warto$é¢ przyjmie gdy ja “zmierzymy”. Przykladem
zmiennej losowej jest moneta. “Pomiarem” monety jest zwyczajne jej rzucenie. Wynikiem takiego pomiaru moze by¢
orzel lub reszka, a wiec zbiér zdarzen dla monety sktada sie z dwdch elementéw: Quoneta = {orzel, reszka}.

Przyktadem z mechaniki kwantowej jest polozZenie czgstki. Tym razem “pomiar” polozenia to prawdziwy pomiar
przy uzyciu odpowiednio skonstruowanego detektora. Wynikiem takiego pomiaru moze by¢ dowolna liczba rzeczywista
(zalézmy, ze ograniczymy ruch czastki do jednego wymiaru). Tak wiec, w przypadku polozenia czastki zbiér zdarzen
jest prosta rzeczywista: Qpotosenic = R.

B. Prawdopodobienstwo

Prawdopodobienstwem nazywamy funkcje P, ktéra kazdemu podzbiorowi w C Qx przypisuje liczbe taka, ze
0<Pw)<1. (1)
przy czym
Pw)=0,tylkodlaw=0 i Pw)=1, tylkodlaw=Qx (2)

co oznacza, ze prawdopodobiefistwo zdarzenia “X nie przyjmie zadnej wartosci” (P()) wynosi zero i prawdopodobien-
stwo, ze “X przyjmie jakakolwiek wartos¢” (P(€x)) wynosi 1 (Uwaga — podalisémy tutaj tylko kilka wlasnosci jakie
powinno mie¢ P, po pelny opis aksjomatycznej definicji prawdopodobienstwa Kologomorowa zapraszam na Wikipedie:
http://pl.wikipedia.org/wiki/Prawdopodobiestwo, jednak ostrzegam: czytanie tak zaawansowanej matmy moze
sie skonczyé¢ uszkodzeniem mézgu!).

Dygresja — Zauwazmy, ze przytoczona powyzej definicja P nie méwi nic (przynajmniej na pierwszy rzut oka) jak wy-
znaczy¢ P dla konkretnej zmiennej losowej X . Dla poréwnania przypomnijmy klasyczng definicje prawdopodobienstwa
Laplace’a, ktéra méwi, ze prawdopodobienstwo zajécia zdarzenia w C (Qx jest rowne

n(w)

Pklas(w) = n(QX) ) (3)

gdzie n to moc zbioru (czyli liczba elementéw zawartych w zbiorze). Wedlug tej definicji prawdopodobiefistwo wyrzu-
cenia orta byloby réwne

Flaneforoel}) = n<{§fz{§r?§?zla}> -3 (4)

brzmi rozsadnie. A wiec jest to definicja konstruktywna. Problem z tg definicjg jest dwojaki. Po pierwsze, kompletnie
nie dziala w przypadku X = (polozenie czastki), gdyz moc dowolnego podzbioru n(w C Qpoiosenie) jest réwna con-
tinuum. Po drugie, klasyczna definicja zaklada, ze wszystkie zdarzenia sa réwnie prawdopodobne (Piyas({orzel}) =
Puas({reszka})), co nie zawsze odpowiada rzeczywistosci.

C. Gestos$é prawdopodobienstwa

Gestoécia prawdopodobienstwa p nazywamy funkcje od elementéw zbioru zdarzen x € Qx, zdefiniowana przez wzor:
PlwC Q) = / p(@)dz, (5)
TEW
dla ciaglego zbioru w (np. w = [—15,—5)) w przypadku X = (polozenie czastki)) lub
PwC Q)= p(x), (6)
rew

dla dyskretnego zbioru w (np. w = {orzet} w przypadku X = (moneta)). Z definicji p (réwnania (??) 1 (??)) i wlasnosci
P (réwnanie (?7?)) wynikaja nastepujace wlasnosci gestosci prawdopodobiefistwa:



1. p jest nieujemne: 0 < p(x) < 1 dla wszystkich z € Qx,

2. p jest unormowane do jedno$ci: ferX p(x)dx = 1.

Przyktady —

1. Uczciwa moneta:
p(z) = %535,0 + %%,1 ; (7)
gdzie x = 0 - orzel, x = 1 - reszka, 0;; =1, §;; = 0 jedli i # j (tzw. delta Kroneckera).
2. Obciazona moneta:
p(x) = wlz o+ (1 —w)dy 1, (8)
gdzie 0 < w < 1.

3. Rozklad Gaussa (znany takze jako rozklad normalny)

1 _(E*ivo)2

p(z) = VoAl 9)

dla —o0o < 2 < .

4. Rozklad Poissona:

dlaz=0,1,2,....

D. Warto$é oczekiwana

Oproécz pytan o prawdopodobienstwo, czesto interesuje nas odpowiedZ na pytanie o warto$é¢ oczekiwang (warto$é
Sredniq) wielkosci zalezacych od zmiennej losowej X. Jako przyklad rozwazmy kwantowa czastke, dla ktorej gestosé
prawdopodobienstwa znalezienia czastki w punkcie z wynosi p(z) (czyli zmienna losowa jest X = (polozenie czastki)).
Mozemy sie zastanowi¢ w ktorym polozeniu czastka bedzie przebywaé najczesciej, lub inaczej, jaka jest wartosé érednia
polozenia czastki. W tym przypadku, wartos¢ érednia polozenia bedzie zdefiniowana wzorem

($rednie X) = (X) = /:)O axp(x)dx . (11)

Ogdlniej, warto$é srednia wielkosci f(X) jest zdefiniowana jako

() = / S, (12)

dla rozktadu ciagtego, oraz

dla rozktadu dyskretnego.



Zadania

Zadanie 1: Znajdz Srednig i dyspersje rozkladu Gaussa.
Odpowiedz —
Srednia:

_ (m—zg)?

(X) 22 dr = g (14)

1 /"o
= — xe
V2ro? J_s
Dyspersja, zwykle oznaczana jako (A?X), jest zdefiniowana wzorem
(AZX) = (X - (X))?) = (X = 2X(X) + (X)) = (X?) - (X)*. (15)

Srednig juz znamy, wiec wystarczy obliczy¢ kwadrat X-a:

1 0 (z—x )2
<X2> = V2mo? / w'e” o dr = 0® + {)33 ) (16)
— 00
co daje
(A2X) =o?. (17)
Zadanie 2: Znajdz srednia i dyspersje rozktadu Poissona.
Odpowiedz —
Srednia:
X) =Y e oS Ay ’—AAxl—A 18
=1, normalizacja
Dyspersja:
2\ _ 2 AN 2 . A A Y )2
(X*) = ;)x e = ;(x +z—x)e i ;J(x(a:—l)—i-x)e i ;:26 m—&—(?ﬂ =X+, (19)
a wiec
(A2X) = A (20)

E. Delta Diraca

WspominaliSmy wczesniej, ze klasyczna definicja prawdopodobienstwa nie zadziala dla ciaglych zmiennych loso-
wych takich jak polozenie czastki. Jednakze, okazuje sie, ze aby zbudowaé¢ formalizm mechaniki kwantowej bedziemy
potrzebowaé¢ matematycznego narzedzia przy pomocy ktérego mozna zbudowaé odpowiednik Laplaceowego prawdo-
podobienstwa ciaglej zmiennej. Tym narzedziem jest delta Diraca, od nazwiska P. M. Diraca, jednego z pionieréw
fizyki kwantowe;j.

Delta Diraca d(x), to dystrybucja (uogdlnienie pojecia funkeji) zdefiniowana przez swoje “dzialanie” na tzw. funkcje
prébue spelniajace odpowiednie zalozenia (np., znikanie w oo szybciej niz dowolny wielomian, rézniczkowalnosé).
To dziatanie oznacza sie zwykle w nastepujacy sposéob:

wia = [ dawia)d. (21)
Od delty wymaga sie aby dla dowolnej funkcji probnej zachodzito

/wauWWMx:wm» (22)

— 00



Intuicyjnie (czytaj: fizycznie) mozna & zdefiniowaé jako “funkcje”, ktéra jest bardzo wypikowana w zerze i znika we
wszystkich innych punktach. Dodatkowo catka z § ma by¢ znormalizowana do jednosci.

dl =0 o
o(x) = { 80 dlz i £ oz [m 0(x)dx = 1. (23)

Nalezy podkredli¢, ze nie istnieje funkcja, ktéra spelniataby te wlasnosci. Aby uscisli¢ ta definicje czesto rozwaza sie
modele delty, ktére sa zwyklymi funkcjami zalezacymi od parametru, gdy ten parametr dazy do pewnej granicy.

Zadania

Zadanie 3: Przyklady modeli delty.

1. 0,(z) = e %7 pokaz, ze lim, o0, (z) = 0(x).

27

N

2. 0q(2) = %ﬁef%, pokaz, ze lim, o 04 (2) = ()

3. 0m(z) = 5= LM e~ dk, pokaz, ze limy; oo Ops(x) = 8(2)

Aby wykaza¢ rownosé dystrybucji nalezy sprawdzié¢ czy ich dzialanie na funkcje prébna sg takie same, np. jesli

limp oo [To dztp() (fin dk e‘““”) = 1(0), to limps_00 dps(z) = 6(2).

Zadanie 4: Udowodnij nastepujace wlasnosci delty:

. dx
2. (5(1: —z0)Y(x) = 6(z)Y(x + w0)
3. §(ax)(x) = % (z)(x)

d5 z) (’I) ( )dw(x)
)



