7 Proste uktady dynamiczne

7.1 Nieskonczona studnia potencjalu

Rozpatrzmy teraz potencjal
oo x<-—-L[2o0raz L/2<x
V(z) = - (7.1)
0 —L/2<z<L/2
Wiemy, ze wewnatrz studni ogblne rozwigzanie réwnania Schrédingera jest superpozycja

fal ptaskich

u(z) = Ae*® + Be ™ = A'sin(kx) + B’ cos(kz). (7.2)
Dodatkowo zauwazmu, ze hamiltonian
H= M%;; +V(z) (7.3)
jest niezmienniczy ze wzgledu na transformacje odbicia:
T— - (7.4)
Co oznacza, ze
u(z) — u(—z) = eu(z). (7.5)
Dwukrotne zastosowanie tej transformacji daje
w(z) = eulr) = = £1. (7.6)

Zatem funkcje wlasne hamiltonianu symetrycznego ze wzgedu na odbicia sa albo symetryczne,
albo antysymetryczne:

us(z) = Bcos(kzx),
u(z) = Asin(kz). (Z:1)

Nieskonczonosé potencjatu na brzegach implikuje warunki brzegowe:
u(—L/2) =u(L/2) =0. (7.8)

Tylko jeden z tych warunkow jest niezalezny. Mamy zatem dwa typy rozwigzan:

cos(kL/2) = 0=k = %(1 + 2n,) = %n’s gdzien; =1,3,5.. .
sin(k[/2) = 0= k= %2(1 + 1) = %n; gdzie n, = 2,4,6... (7.9)

Zatem ogdlnie

k=%n n=1,23...

1 energia wynosi

_R_ e
" 2m  2mI?
Poziomy energetyczne s skwantowane. Kwantyzacja bierze sie z warunkow przegowych.

4

(7.10)
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Prostokatna bariera potencjatu

Piotr Szankowski

Zadanie 1: ZnajdZ wsp6lezynniki transmisji i odbicia od bariery opisanej wzorem

0 , <0
Vig)=9 Vo , 0<z<a . (1)
0 y GED

Rozwigzanie

Obliczmy prad prawdopodobiefistwa dla fali plaskie ¢(z) = exp(ipz/h)

j=tm [w*%qﬂ = %Im [e—i% (H_;) e—] R @)

m m

Mozna powiedzied, ze fala plaska (stan o ustalonym pedzie) opisuje czastke poruszajaca si¢ z predkoseia v = p/m.
Zanim zastanowimy si¢ czym dokladnie sa wspétezynniki transmisji i odbicia rozwigzmy réwnanie Schriodingera

z naszym potencjatem V(z)
7] R 82
ma'u’)(x th= (_%W + V(Js)) Y(x, ). ‘m (3)
/l

Bedziemy szukaé rozwiazania o ustalone; energii, tzn. N
v = 8av

P(z,t) = e~ FR g(z). (4)
To podstawienie doprowadza nas (jak zwykle) do réwnania Schrédingera niezaleznego od czasu = V_:__n/ :’A V.

i S

2m Ha?

Bo(o) = (- V@) bto) (5)

Przepiszmy nasze réwnanic do postaci wygodniejszej do rozwigzywania

#'() = 22 (V(a) - B) o). (6

Mamy tu podobna sytuacje jak poprzednio: potencjal jest nieciagly i dzieli przestrzed na trzy obszary. Znowu
rozwigzemy ten problem jak poprzednio, czyli rozwiazemy réwnanie w kazdym z obszaréw z osobna i zazadamy
cigglodel rozwigzania i jego pierwszej pochodnej.

Rozwiazania:
$1(x) =T + Re*® | z<0
Pa(x) =Ae*+ Be ** | 0<z<a , (7)
pa(z) = Tel'®m , o<z
gdzie
2m .
5 =135 (Vo — E) (8)
i energia
2
P
E=— 9
S (9)

Taki wybér rozwigzan oznacza, ze rozwazamy sytuacjg, gdy mamy strumien czastek poruszajacych sic z pedem
P < +/2mVy, ktéry pada na bariere potencjalu Vo. Nastepnie, czesé caastek odbija si¢ od bariery, co reprezentuje




4,52

czton R exp(—ipx/h), a czes¢ wnika do wnetrza bariery, co reprezentuje czesé ¢o rozwiazania. Czastki, ktore
spenetrowaly barier¢ moga przez nia przeniknaé dajac strumien T' exp(ipz/h) = ¢s3.

Kontynuujmy. Teraz musimy zazadaé ciaglosei funkeji falowej i jej pierwszej pochodnej na granicach obszaréw,
a wiege

61(0) = 62(0) (10)
¢1(0) = ¢5(0) (11)
$2(a) = ¢3(a) (12)
$5(a) = ¢3(a), (13)
(14)
co daje
1+R=A+18B (15)
i%(l—R} = k(A—B) (16)
Ae™® + Be™"® = Te''® (17)
k& (Ae™® — Be™*%) = i%Te"‘%. (18)
Po kilku minutach algebry dochodzimy do wyniku
_ l . D ifa—ra
A—QT(laLzhH)e (19)
_1 _; P ikat+ka
B = §T (I %E;;) e (20)
2,2 4 2
R= —iTei%am sinh (xa) (21)

2hpk

Chwilowo nie bedziemy sie przejmowaé wyznaczeniem 7.
Teraz zastanéwmy sie czym sg wspétezynniki transmisji i odbicia. Obliczmy prady prawdopodobienstwa stowa-
rzyszone z falg padajaca, odbitg i przechodzaca:

1. Fala padajaca &

. 4
= — 22
gr= = (22)
2. Fala odbita Re "%
: 2 P
= —|R|?= 23
jn=—IRPL (23)
3. Fala przechodzaca T e
TR (24)
m
Wspélczynnik odbicia definiujemy jako stosunek:
r=lal_ |RI?, (25)
|71l
wspOlczynnik transmisji
7=l e, (26)
g1

Aby obliczy¢ szukane wspolezynniki potrzebujemy jeszeze T'... ale czy na pewno? Rozwazmy prawo zachowania
prawdopodobiefistwa (w trzech wymiarach):

) sl
Z|FE 2 =V-1. 27
SR =] (27)
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Wycalkujmy to réwnanie po pewnej objetosei V' i skorzystajmy z twierdzenia Gaussa:
a [ 2 10r - a2
o [ wopav = [ 7.a8, (28)
dla stanéw o ustalonej energii
Y(7 ) = e FRG(), (29)
marny
9 2
=;16(7)[*dV =0, (30)
v Ot
a wiec

L}-d&?:o. (31)

Zastosujmy ten wynik do naszego przypadku. Jako objetos¢ wybierzmy odcinek [z, 25] taki, ze z7, < 0izg > a,
wtedy dostajemy, ze

—j(zL) +i(zr) =0 (32)

P 2 p 2 _
P me) 4 e =o 33
1-|RP = [T, (34)

Wstawiajac do tej réwnosci znajdujemy wsp. transmisji 7 = |T|?

Uk pa —\ "
|T|2 = (l B m Sil’ll’l2 [E mn— 1]) 3 (35)
gdzie
Ve 2m Vg

A wicc prawdopodobiefistwo przenikniecia przez barierg jest niezerowe! W mechanice klasycznej takie zjawisko
nie moze mieé miejsca, w mechanice kwantowej ma i zwie sig je tunelowaniem.

Zauwazmy, ze |T|? dazy do zera w granicy klasycznej, czyli gdy h — 0:

li 2=y, 37
lim |7* = 0 (37)

Dodatkowo zauwazmy, ze |T|? maleje bardzo raptownie wraz z szerokoscig bariery i/lub jej wysokodcia
|T[? —oc ¢~ FV—To (38)

dla g — oo lubn=V,/E — cc.




