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Rozdzial 11

Postulaty mechaniki kwantowe;]

Mechanika kwantowa, jak zreszts kazda teoria fizyczna, bazuje na kilku postulatach, ktore przyj-
mujemy "na wiare". Nie umiemy powiedzie¢ dlaczego obowiazuja takie, a nie inne postulaty.
Jedyne co mozemy stwierdzi¢ to to, ze wszystkie dane i wyniki do$wiadczalne sa zgodne z pro-
ponowanymi postulatami. Role postulatéw w mechanice klasycznej pelnia, na przyktad, trzy
zasady dynamiki Newtona, a w elektrodynamice réwnania Maxwell’a. Dogwiadczenie potwier-
dza ich stusznosé i okresla zakres stosowalnoéci. Nie wchodzace wiec w rozwazania o charakterze
bardziej filozoficznym niz fizycznym, po prostu przedstawimy postulaty mechaniki kwantowej.
Postulaty te juz pojawily si¢ w toku wyktadu, teraz jedynie je zbierzemy i uporzadkujemy. Warto
jednak stwierdzi¢, ze mozliwe sg rézne sformulowania, zalezne przede wszystkim od stopnia abs-
trakeji wybranego aparatu matematycznego. Nie jest jednak naszym celem ani daleko posunieta.
$cistodé matematyczna, ani tez wyrafinowana abstrakcyjnosé.

11.1 Postulat 1: wektor stanu

W kazdej chwili czasu ¢ stan ukladu fizycznego jest okredlony przez wektor |4(¢)) na-
lezacy do pewnej przestrzeni Hilberta H.

Uwagi
1. W praktycznych zastosowaniach wygodnie jest ten stan unormowadé, tj. wziaé
) |¥(t))
17 = e 11.1
gdzie norme obliczamy za pomocs iloczynu skalarnego, w ktéry wyposazona jest przestrzei
Hilberta H.

2. W przestrzeni wektorowej mozna budowaé kombinacje liniowe, co jest odzwierciedleniem
zasady superpozycji. Kombinacja liniowa wektoréw stanu (odpowiednio unormowana,) jest
tez, cho¢ oczywiscie innym, wektorem stanu. Dlatego tez postulat ten mozna nazwad zasada,
superpozycji.

3. W rozdziale 2 postulowali$émy istnienie funkeji falowej 1(r, ) opisujacej stan uktadu. Jak
wiemy, w przestrzeni H mozna wybraé rozne bazy — reprezentacje. Funkcja falowa, jest po
prostu wektorem stanu w reprezentacji polozeniowej: ¥(¥,t) = (T|(t)), jest wiec obiek-
tem réwnowaznym, lecz mniej ogélnym, bowiem mozemy skonstruowaé inne reprezentacje:
pedowa, energetyczng, i inne. Oczywiscie, w konkretnych zastosowaniach latwiej jest postu-
giwac sie funkcjg falows, niz ogélnym, abstrakcyjnym wektorem stanu.
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11.2 Postulat 2: obserwable

Kazdej mierzalnej wielkoéci fizycznej A odpowiada obserwabla A dzialajaca w H (ope-
rator hermitowski).

Uwagi
1. Fakt, ze operator A jest obserwably oznacza, ze (dla wartosci wasnych tworzacych zbiér
dyskretny)
A=At f
i AP an € R, degener. g,—krotna
hermitowski ‘ (112}
{|u* )} — baza ortonorm. w F

Alup) = an |ulp)

2. Operatory kwantowo-mechaniczne mozna konstruowaé za pomoca zasady odpowiedniosci.
Jednak dla niektérych wielkosci (spin) trzeba szukaé innych sposobéw ich okreslania.

3. Mozliwy jest tez inny sposob konstrukeji obserwabli posiadajacych odpowiedniki klasycz-
ne. Nawiasy Poissona dla klasycznych wielkosci zostaja zastapione przez komutator od-
powiednich operatoréw (i pomnozone przez czynnik ik). Otrzymane w ten sposob relacje
komutacyjne stuza za punkt wyjscia do konstrukcji jawnej postaci operatoréw. Metods ta
postuzylismy sie w rozdziale 7 znajdujgc postaé operatora pedu w reprezentacji polozenio-
wej. Wykorzystamy ja takze przy dyskusji operatora momentu pedu.

11.3 Postulat 3: wyniki pomiaréw —
— wartoséci wlasne obserwabli

Jedynym dopuszezalnym wynikiem pomiaru wielkoéci fizyveznej A moze byé ktoras
7 wartoscl wlasnych obserwabli (operatora hermitowskiego) A.

Uwagi

1. Wynik pomiaru jest zawsze (mianowana) liczbg rzeczywisty. Dlatego tez A musi byé ob-
serwabla, — operatorem hermitowskim.

2. Posta¢ obserwabli A, a co za tym idzie, zbior wartoéci wlasnych i stany whasne sg okreslone
przez fizyczna nature ukladu (jego strukture). Dlatego tez zbiér dopuszczalnych wynikéw
pomiarowych nie zalezy od stanu |1 ), w ktérym uktad znajdowal sie tuz przed pomiarem.
Znaczenie stanu |1 ) okresla nastepny postulat.

3. Widmo (zbiér wartodci wlasnych obserwabli fl) moze byé¢ dyskretny, co oznacza, Ze rezul-
taty pomiaru sa skwantowane. Postulat ten bywa wiec nazywany zasada kwantowania.

11.4 Postulat 4: prawdopodobienstwo wynikéw
pomiarowych

Postulat ten jest nogolnieniem i sformalizowaniem idei rozktadu spektralnego, o ktorej mowilidmy
w rozdzialach 1 i 2. Uogdlnienie to oméwimy dla trzech réznych przypadkow.
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Niech |¢) oznacza unormowany wektor z przestrzeni H opisujacy stan pewnego ukladu
fizycznego. Zwroémy tu uwage, ze zadajac unormowania stanu |1 ) nieznacznie modyfikujemy
postulat 1. Nie jest to zadanie konieczne, ale znaczaco ulatwia i upraszcza zapis prawdopodo-
biefistw (por. dyskusja w rozdziale 3, wzory (3.55)—(3.64)).

Niech A oznacza pewng wielkoéé fizyczna, ktorej odpowiada obserwabla A.

11.4.1 Przypadek widma dyskretnego bez degeneracji

W tym przypadku {| ¢, )} stanowi zbiér wektoréw wiasnych obserwabli A odpowiadajacych
wartodciom wlasnym {a,}, przy czym

Alvn) =an|pn) — zagadnienie wlasne,
L O ) el — ortonormalnosé,
Z | on ) {opn| =1 — zupelnosé. (11.3)

n

Postulat 4a

A. Prawdopodobienstwo P, tego, ze w wyniku pomiaru wielkodci fizycznej A, w ukla-
dzie opisanym unormowanym wektorem stanu |'), otrzymamy wartoié wlasna a,
Wynosi

Po = Kenld)*. (11.4)

bowiem w tym wypadku wartoéci wlasnej a, odpowiada tylko jeden wektor witasny
| on )

11.4.2 Przypadek widma dyskretnego z degeneracja

W tym wypadku wartosci wtasnej a,, obserwabli A odpowiada g,, réznych wektoréw wlasnych

Algiy=an|¢.) — zagadnienie wlasne,
{1 &) = B, Bi5 — ortonormalnodé,
Z-"Z" | Wt | =1 — zupelnodd, (11.5)
n i=1
; gdzie gorny indeks przebiega zbior {1,2,3,...,gn}, za§ g, nazywamy stopniem degeneracji war-

| tosci wlasnej a,.
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Postulat 4b

B. Prawdopodobienistwo F,, tego, ze w wyniku pomiaru wielkosci fizyeznej A, w ukla-
dzie opisanym unormowanym wektorem stanu |1 ), otrzymamy wartosé wlasna a.,
Wynosi

2

P, = i\(wi\w\ (116)
1=1

W tym przypadku kazda kombinacja liniowa stanéw o tym samym numerze n, jakim jest ozna-
czona zmierzona wartodé wlasna, jest wektorem wlasnym obserwabli A

9n ) y n ; ) )
A(Z C}il%)) = Gn(z C;!(,OL)), (11.7)
=1 =1
(patrz takze (3.49) i (10.10)). Omawiane prawdopodobienstwo jest sumg kwadratéw modulow
amplitud Y0, |CL)%.
11.4.3 Przypadek widma ciaglego

Obserwabla A ma wartosci wlasne 3 nalezace do zbioru ciaglego, wiec wektory wlasne {¢s} sa
takze numerowane indeksem cigglym. Wowcezas mamy

Alpg)=0ws) — zagadnienie wtasne,
(9o lws) =d0(e—0) — ortonormalnoéé uogdlniona,
f dB |pp){ppl =1 — zupelnosé, (11.8)

Postulat 4c

C. Prawdopodobienstwo P, tego, ze w wyniku pomiaru wielkodel fizycznej A, w ukla-
dzie opisanym unormowanym wektorem stanu |1 ), otrzymamy wartosé z przedziatu
(8, B+ dB) wynosi

dPs = [{psl9)* dp, (11.9)

a wiec |(pg] ¥)|* jest funkeja ciagla, majaca sens gestosci prawdopodobienistwa.

Uwagi
1. Niech |4) € H bedzie dowolnym wektorem stanu pewnego ukladu fizycznego. Wartosé
oczekiwana ($rednia wartosé z wielu pomiaréw) wielkosci fizycznej A, ktérej odpowiada
obserwabla A, wynosi

(A) = (¢|A|9). (11.10)
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Dla ilustracji rozwazmy dalej przypadek bez degeneracji (11.3) i skorzystajmy z rozkladu

jedynki
(A) = > (V]| A|oa)(@al)
= Z (¥ ]en) an (pnlP)
= 2 anl(enl9))" (11.11)

7 dowolnodci stanu |9 ) wynika mozliwoéé utozsamienia

A= Z an | Pn ) ¢nl, (11.12)

™

on ) {pn ).
Rozumowanie to wskazuje, dlaczego omawiany postulat taczymy z ides rozkladu spektral-
nego. Zauwazmy jeszcze, ze z rozktadu (11.12) wynika, ze C), = (@, |9 ) okresla amplitude
prawdopodobienstwa tego, ze w wyniku pomiaru uzyskamy warto$¢ wtasna a,. Analogiczne
rozklady spektralne mozemy oczywiscie wypisaé¢ dla dwoch pozostatych przypadkéw.

co stanowi rozklad spektralny operatora A (tzn. rozklad na operatory rzutowe

2. Poslugujae si¢ definicja wartosci oczekiwanej i rozktadem spektralnym, wraz z odpowiednia,
jego interpretacja, mozemy polgczy¢ postulaty 3 1 4 w jeden. Zaleta takiego podejécia jest
zmniejszenie liczby postulatow, za$ wada koniecznos$é nieco rozbudowane] interpretacii.
Dlatego pozostaniemy przy podanym sformutowaniu postulatéw mechaniki kwantowe;j.

3. 7 tego postulatu wynika probabilistyczna interpretacja funkcji falowej o(F) = (F|v).
Polozenie czgstki ma widmo ciagle, zas |F) to wektor wlasny operatora polozenia. Wiee
{F|1) jest amplitudy gestosci prawdopodobienstwa tego, ze w wyniku pomiaru polozenia
czastki otrzymamy wartosé . Innymi stowy, jest to amplituda gestosci prawdopodobieristwa
tego, ze czastka znajduje sie w punkcie ¥. Postulat 4 jest wiec uogdlnieniem stwierdzenia,
ze (T, t)|2 Jest gestodcia prawdopodobieristwa znalezienia czastki w punkcie F.

4. Warunek normowania sprawia, ze wektory rézmiace si¢ o staly czynnik |¥1) = af )
mozemy utozsamié.

5. W szczegblnodei, globalny czynnik fazowy jest bez znaczenia fizycznego. Roznica faz po-
miedzy wektorami stanu moze jednak mieé¢ istotne znaczenie ze wzgledu na mozliwosé
interferencji amplitud.

11.5 Postulat 5: pomiar — redukcja wektora stanu

Jesli w uktadzie fizycznym opisanym stanem | 1)) dokonamy pomiaru wielkosci fizycz-
nej A otrzymujac a,, jedna z wartoéci wlasnych obserwabli A, to po pomiarze stanem
ukladu jest unormowany rzut stanu | ) na (unormowany) wektor wtasny | ¢, ) odpo-
wiadajacy zmierzone] wartosci wlasnej

(‘Pn |¢) (1] 19))
(on|9)P .

Innymi stowy méwimy, ze w wyniku pomiaru nastepuje redukcja (lub kolaps) stanu
|

Hf”> |":9n)

pomiar @y

|1) do stanu |, ).

S.Kryszewski MECHANIKA KWANTOWA 129




6.03.2010 11. Postulaty mechaniki kwantowej 130

Uwagi

1. Moéwimy tu o rzutowaniu, bowiem | @, ){ ¥, | jest operatorem rzutowania.

2. Postulat ten nietrudno uogodlni¢, uwzgledniajac charakter widma obserwabli A. Dla przy-
padku z degeneracjg otrzymamy wyrazenie (3.66). Operator rzutowania rzutuje stan | 1)
na gp,-wymiarows podprzestrzen w przestrzeni H.

3. Jesli stan uktadu przed pomiarem jest jednym ze stanow whasnych obserwabli A (tzn. [¢) =
| ok ), to pomiar wielkosci fizycznej A da wartosé ay, z prawdopodobieristwem réwnym 1,
za$ stan ukladu pozostanie bez zmiany (nadal bedzie stanem |y ))).

4. Postulat o redukeji stanu kwantowo-mechanicznego wydaje sie byé najbardziej tajemniczy i
najmnie]j zrozumialy sposrdd calej szdstki postulatéw. Postulat ten lezy u podstaw pewnych
paradokséw (np. znany od lat 30-tych XX wieku, paradoks EPR, Einsteina, Podolsky’ego
1 Rosena). Paradoksy takie daja si¢ zrozumieé i wyjasnié¢ na gruncie mechaniki kwantowej,
jednak do dzi§ budza dyskusje i kontrowersje dotyczace sposobéw jej interpretacji.

11.6 Postulat 6: ewolucja w czasie —
— réwnanie Schrodingera

Stan |1(t) ) uktadu fizycznego ewoluuje w czasie zgodnie z réwnaniem Schrédingera,
o d -
ih = [9() = H)|9()), (11.14)

gdzie hamiltonian H(t) jest obserwabla (zwang hamiltonianem) odpowiadajaca catko-
witej energii uktadu. Hamiltonian moze (ale nie musi) byé funkejg czasu.

Uwagi

1. Postulat ten jest jedynym postulatem dynamicznym. Okresla on dynamike wektora stanu,

to jest sposdb w jaki |1(t) ) zmienia si¢ w czasie.

2. Jest to rownanie pierwszego rzedu wzgledem czasu, wiec do jego pelnego rozwiazania ko-

nieczne jest okreslenie stanu poczatkowego dla pewnej chwili .
3. Rownanie Schrédingera jest w pelni deterministyczne. Ewolucja wektora stanu (lub funk-
cji falowej w reprezentacji polozeniowej) jest wyznaczona jednoznacznie. Probabilistyczna
| interpretacja mechaniki kwantowej wynika z pozostatych postulatow.

4. Glownym sposobem konstrukeji hamiltonianu jest zasada odpowiedniodci. Jezeli punktem
wyjscia jest nierelatywistyczna fizyka klasyczna, wéwezas dostajemy nierelatywistyczng me-
chanike kwantows, w ktorej catkowita energia czastki musi by¢ znacznie mniejsza niz jej
energia spoczynkowa.

Znaczenie roéwnania Schrédingera jest nie do przecenienia. Zasadnicza czes$é niniejszego wy-
kladu jest poswiecona badanin rozwigzan tego rownania i jego réznorodnych konsekwencji.

[
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