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Rozdziat 12

Kwantowa teoria momentu pedu

UWAGA : Poczawszy od tego rozdzialu bedziemy na ogél pomijaé "daszki"
nad operatorami. Matematyczny sens wielkosci pojawiajacych sie w

réwnaniach powinien wynikaé z kontekstu.

12.1 Orbitalny moment pedu — wstep

Kwantowo-mechaniczna teoria momentu pedu moze byé wprowadzana na rézne sposoby. W Uzu-
petnieniach omawiamy zwigzek pomiedzy zwyklymi obrotami w przestrzeni R3 — przestrzeni
potozeni, a odpowiednimi transformacjami w przestrzeni H stanéw uktadu fizycznego, czyli w
przestrzeni Hilberta. Pokazujemy tam, ze operator momentu pedu jest generatorem transforma-
cji w przestrzeni Hilberta, a takze wyprowadzamy jego postaé¢ wynikajgca z wlasnosci obrotéw
geometrycznych. Tutaj jednak wybieramy prosta i intuicyjna droge, wynikajaca z fizyki klasycz-
nej.

12.1.1 Podstawowe definicje

Klasyczny moment pedu czastki dany jest wyrazeniem I_:kl = T X Pri- W mysl zasady odpo-
wiednio$ci kwantowo-mechaniczny operator momentu pedu konstruujemy zastepujac wielkosci
klasyczne operatorami

L=RxP =7rxp= —ihfxV. (12.1)

Z definicji tej, w oczywisty sposob, wynikajg wyrazenia dla poszczegblnych sktadowych operatora
momentu pedu

. 0 0
Ly = L, = yp.—z2py = —ih <y(9z — Z@y)’ (12.2a)
, 0 0
Ly = L, = zp,—xp, = —ih (Z&E - xaz), (12.2b)
0 0
Ly = L, = —Ypr = —1 — —y—. 12.2
3 TPy — Yp ih (w o Y 8:(:) (12.2¢)

Sktadowe operatoréw potozenia i pedu speliajg kanoniczne relacje komutacyjne
[xj, Pk } = ih5jk, j, k= 1, 2, 3. (12.3)

Zwroémy uwage, ze sktadowe operatora momentu pedu (orbitalnego) (12.2) sa utworzone przez
rézne sktadowe operatoréw potozenia i pedu, ktoére komutuja ze soba. Dlatego tez niepotrzebna
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jest tu procedura symetryzacyjna, o ktorej wspominaliSmy przy omawianiu zasady odpowiednio-
$ci.

Wygodnie jest zapisaé definicje sktadowych operatora momentu pedu za pomoca standardo-
wych regul obliczania iloczynu wektorowego

Ly, = €mng TnPygs (12.4)

gdzie zawsze obowiazuje konwencja sumacyjna (sumujemy po powtarzajacych sie wskaznikach
od 1 do 3).

Jak wiemy, kwantowo-mechaniczne operatory na ogdt sa nieprzemienne, za$ relacje komuta-
cyjne odgrywaja zasadnicza role. Dlatego badanie momentu pedu rozpoczniemy od znalezienia
réznych relacji komutacyjnych przydatnych w dalszych rozwazaniach.

12.1.2 Relacje komutacyjne

Wprowadzone definicje wystarcza do zbadania podstawowych relacji komutacyjnych, ktore uj-
miemy jako kolejne lematy.

Lemat 12.1 Sktadowe operatorow orbitalnego momentu pedu Ly,, potozenia x, i pedu pq, spet-
niajg nastepujgce requty komutacyjne

[Li, ] = ihemng g, (12.5a)
[ L, pn] = ihemng pg, (12.5b)
(Lo Ln] = il emng Lq. (12.5¢)

Dowod. Relacje (12.5a) dowodzimy prostym rachunkiem, wprost z definicji (12.4)

[Lins @n ] = [Emjr@ipr, Tn ]
= emjr{ i [P n] + [2), 20 ] Pi}
= emjk{2j (=ih)0kn + 0} = —ihemjn z;
= ihemnj ;. (12.6)

co konczy dowod pierwszej z relacji. Dowod drugiej przebiega calkiem analogicznie, wiec go
ominiemy. Dowo6d trzeciej relacji niestety jest nieco dluzszy
[ Lm7 Ln ] = [ Lm> Engs LqPs ]
Engs {xq [Lm’ ps] + [Lma xq] ps}
= Enqs(ih Emsb LqPp + th Emgd iprs)

= ih (— €sng Esmb TqPb + Eqns Eqmb xbps). (12.7)
Poniewaz zachodzi relacja
€abc €ade = 6bd 506 - 5be 5cd7 (128)
wiec dalej otrzymujemy

[ Lm, Ly, ] = —1ih (5nm 5qb - 5nb 5qm ) LqPy
+ih (5nm Osp — Onb Osm ) TpPs
= —ih (5nm LgPqg — TmPn ) + ih (57”” LsPs — InPm )
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Pierwszy i trzeci sktadnik sa takie same — znosza sie. Idac dalej mamy

[Lmv Ly, ] = ih (xmpn — TnPm )
= ih (6am Obn ZTaPb — dan Omp LaPb )
= h (5ma Onb — Ona Omp ) LaPb (129)

Korzystamy ponownie z (12.8) i dostajemy
[ L, Ly | = ihegmn €gab TaPb = iheqmn Lq, (12.10)

co koniczy dowdd trzeciej relacji komutacyjnej. m
Uzyskane relacje komutacyjne dotycza operatora tzw. orbitalnego momentu pedu, mimo to
jednak graja pierwszorzedna role w dalszych rozwazaniach.

12.2 Ogo6lny operator moment pedu

12.2.1 Definicje i uwagi wstepne

Zdefiniowany powyzej operator L jest tzw. orbitalnym momentem pedu pojedynczej czastki (na-
zwa ta wynika z analogii klasycznej). Uktady fizyczne moga jednak sktadac sie z wiecej niz tylko
jednej czastki. Moze by¢ wtedy potrzebny catkowity moment pedu uktadu. Co wiecej (jak to omo-
wimy pozniej) czastki moga mie¢ spin, tzw. wewnetrzny moment pedu, catkowicie niezalezny od
stanu jej ruchu (a wiec niezalezny od I_;) Widaé¢ wiec, ze pojecie momentu pedu jest ogdlniejsze,
nie jest ograniczone do orbitalnego momentu pedu pojedynczej czastki. Dlatego tez uogélnimy
nasze rozwazania wprowadzajac operator J sktadajacy sie z trzech sktadowych (operatorowych)
J= (J1,J2,J3). Na te trzy operatory te narzucamy dwa warunki. Po pierwsze zadamy aby byty
to obserwable — operatory hermitowskie, ktérych wektory wlasne rozpinaja przestrzen stanéow.
Po drugie, zadamy aby speklialy one relacje komutacyjne, formalnie identyczne z relacjami ko-
mutacyjnymi dla skladowych operatora orbitalnego momentu pedu, a mianowicie, zagdamy aby
zachodzilty relacje

[Ty Jn] = ihemng Jo- (12.11)

Operatory Ji nazwiemy operatorami momentu pedu (ale juz bez przymiotnika) i nie precy-
zujemy ich konkretnego sensu fizycznego. Stata Plancka h wystepuje tu po to, aby zgadzaty
sie wymiary. Operatorowi J przystuguje wymiar statej Plancka, a wiec wymiar momentu pedu
(co dodatkowo uzasadnia nazwe). Oczywiscie z faktu, ze sktadowe momentu pedu nie komutuja
wynika, ze niemozliwy jest jednoczesny pomiar trzech sktadowych operatora J. Wprowadzamy
takze operator catkowitego momentu pedu zdefiniowany jako

P =J+ g2+ I3 (12.12)
oraz dwa operatory pomocnicze
Ji = Ji £ ilJs, Ji=J_. (12.13)

Operatory Ji nie sg hermitowskie, lecz sa swoimi wzajemnymi sprzezeniami. Jy bywa nazywany
operatorem podnoszacym, zas J_ obnizajacym. Pochodzenie tej terminologii wyjasni sie w trakcie
naszej dyskusji.

Podkreslmy, ze w prowadzonych tu rozwazaniach relacja komutacyjna (12.11) jest w gruncie
rzeczy postulatem. Nie wynika ona tu z jakich$ definicji, lecz jest z géry narzuconym warun-
kiem (wynikajacym z analogii do orbitalnego momentu pedu). W Uzupetnieniach pokazujemy,
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ze relacja ta jest §ciSle powigzana z wlasnosciami obrotéw w R? i z indukowanymi przez nie
transformacjami w przestrzeni Hilberta. Mimo to jednak, przyjmiemy (12.11) jako postulat i
przebadamy jego najwazniejsze konsekwencje, tj. wynikajace z (12.11) inne reguty komutacyjne,
a takze wlasnosci operator6w momentu pedu.

12.2.2 Relacje komutacyjne

Lemat 12.2 Operator catkowitego momentu pedu J? i sktadowa Ji. spetniajg relacje komutacyjng
[J2, 7] = 0, dla k=1,2,3. (12.14)

Dowod. Stosujac regute sumacyjna, z relacji (12.11) otrzymujemy

(3% Je] = [Jndn, Ji]
= Jn[Jna Jk] + [Jna Jk]Jn
= ilienpIndy + ihEnkpTpTn. (12.15)

W drugim sktadniku zamieniamy miejscami wskazniki p <> n
(32, Je] = ihenmpdndy + iligpindny
= iﬁ(enkp + 6p/m)Jan
= ih(—z’:‘knp + Eknp)Jan = 0. (12.16)
co nalezalo wykazaé¢. m
Naturalnym wnioskiem z powyzszego lematu jest stwierdzenie, ze mozliwy jest jednoczesny po-

miar catkowitego momentu pedu i jednej (dowolnie wybranej) sktadowej. Zazwyczaj wybieramy
(z przyczyn historycznych) sktadows Js jako wspotmierzalng z J2.

Lemat 12.3 Sktadowa operatora momentu pedu J3 i operatory Ji spetniajq relacje
[Jg, Ji] = + hJ.i. (12.17)

Dowéd. Przeprowadzamy bezposredni rachunek, w ktérym korzystamy z kanonicznej relacji
(12.11). A zatem

[ J3, Jo] = [J3, i + iJa] = ihesp Jp £ i hesop Ji
= ih6312 JQ F 58321 Jl = ZhJQ + th
= +h(Jy £ ihJy) = + by, (12.18)

co byto do wykazania. m
Lemat 12.4 Operatory Ji oraz J_ spetniajq relacje komutacyjng
[Jy, J-] = 2k Js. (12.19)

Dowéd. Znowu przez bezposredni rachunek dostajemy

[y, J-] = [Ji+idy, Ji—idy]
= —i[J, 2] + i[Jo, Ji]
= 2i[Jy Ji]
= 2%hespJy, = —2hegs s = 2hJs, (12.20)

co byto do wykazania. m
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Lemat 12.5 Operator catkowitego momentu pedu J2 operatory Jy spetniajq relacje
[J2, J.] = 0. (12.21)
Dowé6d. Na mocy lematu (12.14) mamy

[J2, Jx] = [J? Ltids]
= [J%, n] £ i[J? L] = 0. (12.22)

co koniczy dowodd. m

Lemat 12.6 Operator catkowitego momentu pedu J2 mozna wyrazi¢ w postact
T2 1 2
J° = 5(J+J_ + J_Jy) + J5. (12.23)

Dowo6d. Bezposrednio sprawdzamy (pamietamy, ze sktadowe Jy nie komutuja)

= 1 ) ) ) .
J2 = 5( (J1 +iJ2)(J1 —iJ2) + (J1 —ido)(J1 +iJa)) + J3
1 ) . . ) 2 . . 2 2
= 5( Ji —iJo+ida s + 5+ Jp +idiJe —ida i + J5) + J3
1
= 5(2Jf+2J§) + J3 (12.24)

co, na mocy definicji (12.12) oczywiscie koniczy dowod. m
Lemat 12.7 Dla operatorow Jy zachodzi nastepujaca relacja
JrJe = J2 = J3(J3 £h). (12.25)
Dowd6d. Bezposrednio sprawdzamy (sktadowe Ji nie komutuja)
J:,:Jj: = (Jl F iJQ)(Jl + iJg)
= JP + iNJy T ikd, — i2J2
= JE + J3 £ i(N1Jy — JoJi)
= J — J} 4+ fhep
= J* — J} F hesJs
= J* — J3(J3 £ h). (12.26)

co nalezalo pokaza¢. m

12.3 Wartosci wlasne operatorow J? oraz J3 = J,

12.3.1 Wprowadzenie

Operatory J2iJs komutuja, a wiec z jednej strony sa jednocze$nie mierzalne, zas z drugiej
strony maja wspolny zbior wektorow wlasnych. Wektor wtasny operatorow J2 i J3 oznaczymy
przez | j m) i napiszemy odpowiednie zagadnienia wlasne
Fjm) = KA |im), (12.27a)
J3ljim) = hm|jm), (12.27b)

S.Kryszewski MECHANIKA KWANTOWA 135



6.03.2010 12. Kwantowa teoria momentu pedu 136

gdzie h po prawej wprowadzilismy dla zgodnoéci wymiaréw. Rozwazane operatory sa hermitow-
skie, wigc bezwymiarowe liczby Aj,m € R. Poprawny wymiar uwzglednia stala Plancka, zatem
liczby Aj, m bedziemy nazywa¢ wartoSciami wlasnymi operatoréw J2 i J3, odpowiednio. Moze
sie tak zdarzyé, ze operatory J2i J3 nie wystarczaja do utworzenia zupetnego zbioru obserwabli
komutujacych. Wéwczas moze istnie¢ kilka standéw spetniajacych powyzsze zagadnienie wlasne.
Wtedy beda sie one ré6zni¢ dodatkowym indeksem numerujacym stany wtasne jakiejs trzeciej ob-
serwabli, ktora trzeba doltaczyé, aby zbudowaé¢ ZZOK. Na razie pominiemy ten ewentualny trzeci
indeks, ale do dyskusji tego problemu wrocimy pézniej. Stany | jm) i|j' m') odpowiadaja roz-
nym warto$ciom wlasnym operatoréw hermitowskich, sa wiec ortogonalne. Mozna je unormowac,
wiec przyjmiemy

(Jmli'm') = 85 Sy (12.28)
Oczywiscie z (12.27) wynikaja wartosci oczekiwane

(jm|I*|jm) = K2\, (12.29a)
(jm|Js|jm) = hm. (12.29b)

Operator J jest z zalozenia obserwabla, jest wiec hermitowski, wobec tego operator J2 jest
dodatnio okreslony, co oznacza ze

S - 2

By = (Gm|Pjm) = [Jim) | >0, = x>0 (12.30)
Wobec tego zawsze znajdziemy taka liczbe nieujemna j, ze mozemy napisaé

A= jGi+1), >0, oraz J|jm) = B2j(G+1)]|jm). (12.31)

Wprowadzenie liczby j na tym etapie rozwazan jest mozliwe, choé na razie niekonieczne. Pézniej,
wyniknie nam ona w sposéb naturalny.

12.3.2 Warto$¢ wlasna m jest ograniczona
Wartosé oczekiwana operatora J,? jest nieujemna, bowiem
GmlJELgm) = [ Jlim)|* > o. (12.32)
Suma dwoch liczb nieujemnych tez jest nieujemna. Zatem stosujac (12.27) otrzymujemy
0 < (jm|JE[jm) + (jm|J3]jm)
= (im| (J} + J3) |im)
= (jm| (3 = ) lim) = B(n — m?). (12.33)

Whioskujemy stad, ze po pierwsze stan |jm ) jest stanem wlasnym operatora (J? + JZ2), a po
drugie, ze

Aj — m? > 0. (12.34)

To za$ oznacza, ze liczba kwantowa m jest ograniczona, gdy tylko A; jest znane. Wobec tego,
stwierdzamy, ze

dla danego (okreslonego) A; : Momin < M < Monaz (12.35)
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12.3.3 Wtasnosci J.|jm)

Rozwazymy teraz dziatanie operatora podnoszacego J4 i obnizajacego J_ na stany |jm ). Po-
niewaz operatory Jy komutuja z J? (por. (12.21)), wiec

F2(Jeljm)) = F2Jeljm) = JuI?im) = BN Jx|jm). (12.36)

Wektor Ji|jm) jest wiec stanem wlasnym operatora J2 4 wartodcig wlasng A;. Co wigcej, z
relacji komutacyjnej (12.17) wynika, ze
J3Ji’jm> = (J:th + ﬁji)|jm>
= Ji(hm £ h)|jm) = h(m £ 1)J|jm). (12.37)
Oznacza to, ze wektor Ji|jm) jest stanem wlasnym operatora Js3 odpowiadajacym wartosci

wlasnej (m=+1). Wlasnosci te posiada tez stan | j, m£1). Wnioskujemy wiec, ze musi zachodzié
proporcjonalnosé

Jilgm) = Cy|j,m=+1). (12.38)

Stale proporcjonalnosci trzeba oczywiscie wyznaczy¢, czym zajmiemy sie dalej. Whasnosé pod-
noszenia lub obnizania liczby kwantowej m wyjasnia dlaczego operatory Ji nazywamy podno-
szacym lub obnizajacym.

Lemat 12.8 Operatory Ji dziatajac na stan |jm) dajg

Jeljm) = Ry —mm+1) [jm+1), (12.39a)

J_ljm) = hy/\—mm—1) [jm—1), (12.39b)

Dowo6d. Na mocy relacji (12.25) otrzymujemy

Gm|Jedeljm) = (Gm| |3 =TI £m)] |im)
= [W*Xj—mh(mh+h)](jm|jm)
= R[N —m(m+1)]. (12.40)

Z drugiej strony, z (12.38) mamy od razu
(jm|JzJeljm) = |CeljmE1)|* = |Csf?, (12.41)

bowiem stany | j, m+1) sa z zalozenia unormowane. Zestawiajac dwie powyzsze rownosci piszemy

Ci = hy/Aj—m(m=£1). (12.42)

Podstawiajac ten wynik do (12.38) otrzymujemy teze. B

12.3.4 Wartosci wlasne J2 oraz J; = J,

W naszych poprzednich rozwazaniach stwierdzilismy, ze wartos¢ wtasna m jest ograniczona, patrz
(12.35). Wiemy takze, ze operator J; podnosi liczbe kwantowa m o 1. Poniewaz m nie moze
przekroczy¢ my,q,, wiec musi zachodzié relacja

Ji| G, mMmaz ) = 0. (12.43)
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Analogicznie, operator J_ obniza liczbe kwantowa m o 1, lecz m nie moze spasé ponizej Mmin,
wiec musi tez by¢

J_|jymmin) = 0. (12.44)
Podzialajmy operatorem J_ na obie strony relacji (12.43) iﬁskorzystajmy z (12.25) biorac pod
uwage, ze stan | j, Mae ) jest stanem wiasnym operatoréw J? i Js. Otrzymujemy

0 = J_Ji|J,Mumaz )

= [F = Js(Js+ 1) ] |4, Mmas )
= R[N} — Mimaz (Minaz + 1) | | 4, Minaz ) (12.45)
W podobny sposéb dziatamy operatorem J; na obie strony (12.44) i mamy teraz
0 = JrJd_| 7, Mmin)
= [ 3= J5(Js = 1) ][4, mmin)
= B[ Aj = Mumin (Mimin — 1) ] |G, Manin ) (12.46)

7 uzyskanych wyrazen wynika wiec uktad rownan

{ Aj = Mimaz (Mimae +1) = 0 (12.47)
Aj — Mpin (Mpmin — 1) = 0.
Z réwnan tych eliminujemy A;, i w kolejnych krokach otrzymujemy

Mmazr(Mmaz + 1) = Mumin(Mpmin — 1),

Mg + Mgz — Mipip + Mmin = 0,

(Mmaz + Mmin) (Mmaz — Mmin) + (Mimaz + Mmin) = 0,

(Maaz + Mmin) (Mmaz — Mmin +1) = 0, (12.48)

Poniewaz mupae = Mmin Wiec powyzsze rownanie moze byé spetnione tylko wtedy, gdy zeruje sie
pierwszy czynnik. Wnioskujemy wiec, ze

Mmazr = — Mmin- (1249)

Stan | 7, Min ) ma najmniejsza mozliwa liczbe kwantowa m = myy,. Na mocy relacji (12.39a)
wnioskujemy, ze dzialajac na ten stan operatorem J, otrzymamy nowy stan z liczba kwantowa
m podniesiong o jeden, tzn m = my,;, + 1. Stosujac sukcesywnie operator J; zwiekszamy liczbe
m, az wreszcie natrafimy na my,q,. Dalsze stosowanie J; produkuje zera. A wiec Mymin 1 Munaz
musza réznic¢ sie o liczbe catkowita (o tyle, ile razy stosowaliémy operator J). A zatem piszemy

Mmazx — Mmin = 2,77 (125())

gdzie j jest nieujemna liczba calkowitg lub potéwkowa. Liczby kwantowe minq 1 Mumin Spelniaja
wiec rownania (12.49) i (12.50). Wynika z nich oczywisty wniosek

Mmaz = J oraz Munin = — J. (12.51)
Wobec tego wnioskujemy, ze dopuszczalne wartosci liczby kwantowej m to

m= —3j, —j+1, —5+2, ..., ..., 57=2 45—1, ] (12.52)
Natomiast na mocy pierwszego z rownan (12.47) otrzymujemy

Ajo=Jj+1), (12.53)

przy czym wiemy, ze j jest liczba nieujemna catkowita lub potéwkowa. Liczba ta, wprowadzona
w (12.31), wynikta teraz w sposob naturalny z catego formalizmu, a ponadto zostal sprecyzowany
jej charakter.
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12.3.5 Podsumowanie
Operatory J2i g komutuja, maja wiec wspolny zbior (ortonormalnych) wektoréw wlasnych
{|jm)}, spelniajacych
Pljm) = BjG+1)]jm), (12.54a)
J3|jm) = hml|jm), (12.54Db)
gdzie liczba kwantowa m moze przyjmowaé (25 + 1) wartosci
mo= —j, —j+1, —G+2 ., =2 -1, ] (12.55)

Liczba kwantowa j jest nieujemna catkowita lub potéwkowa

1 .3
=01, 2, 2,5,
272 79

7 wtlasnosci operatoréw Ji wynika, ze liczba kwantowa m zmienia sie krokami o wielkosci jed-

j =0, (12.56)

nostkowej. Wobec tego
e jesli j — poltowkowa, to m tez potéwkowa;
e jesli j — calkowita, to m tez calkowita.
Widzimy wiec, ze zbiory warto$ci whasnych {j, m} rozpadaja sie na dwie klasy, liczb catkowitych
(tzw. przypadek bozonowy) i potowkowych (przypadek fermionowy).
Warto takze przypomnie¢ dziatanie operatoréw Ji na stany | jm):

Jelgm) = Ry +1) —mm+1) |jm+1)

= hJ(i—m)+m+1) |jm+1), (12.57a)

J_ljm) = hyiG+1) —mim—1) |jm—1)

= hJi+m)—m+1) |jm—1). (12.57b)

12.4 Wektory wlasne operatoréw J? oraz J3 = J.

12.4.1 Konstrukcja stanow | jm )

Niech &£ oznacza pewng przestrzenn wektorows, w ktorej dziataja operatory J2 i J3. WeZzmy pod
uwage wartosci wtasne j i m, ktorym odpowiada unormowany wektor | j m ). Wektor ten tworzy
podprzestrzen E(j, m). Mamy teraz dwie mozliwosci:

o J2iJ; tworza ZZOK. Wektor | jm) jest wyznaczony jednoznacznie, dim £(j, m) = 1.

e J2 i J3 nie tworza ZZOK. Trzeba dobraé jaki§ inny operator, ktéry komutuje z J2iz Js
tworzac wspolnie z nimi ZZOK. Wowczas podprzestrzen £(j, m) ma wymiar dim E(j,m) =
9(j, m), odpowiadajacy ilosci réznych wartosci wlasnych dodatkowego operatora (mowimy
tu skrotowo o jednym operatorze, ale w razie potrzeby dobieramy ich tyle, zeby utworzy¢
Z7Z0K). W tej podprzestrzeni budujemy baze | «, j, m ), gdzie @ numeruje wartosci wlasne
dodatkowego operatora. Baza ta jest ortonormalna

<o/,j,m\a,j,m> = 50/(1 (1258)
Dowolny wektor z podprzestrzeni £(j, m) mozna wiec przedstawi¢ w bazie

g(4,m)
|¢) € E(j,m) = Cla)|a, j,m), (12.59)
a=1
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gdzie zwracamy uwage, ze zakres zmiennosci parametru « zalezy na ogét od j.

Idac dalej, stosujemy do wektoréw | a, jm) operatory Ji. W ten sposob (po unormowaniu) do-

stajemy wektory |a, jm %+ 1) nalezace do odpowiednio do podprzestrzeni £(j,m £ 1) i tworzace
baze w tych podprzestrzeniach. Poniewaz operatory Ji przyporzadkowuja wektorom |«,jm )
wektory |a,jm 4+ 1) w sposob jednoznaczny, wiec wnioskujemy, ze wymiar podprzestrzeni
E(j,m £+ 1) nie ulega zmianie: dim £(j,m £ 1) = g(j,m). Oczywiscie mozemy dalej stosowaé
Jy tworzac £(j, m £ 2). Kontynuujac taka procedure dojdziemy do £(j, +7), kazda o wymiarze
g(j,m). Wynika stad, ze wymiar podprzestrzeni £(j, m) nie zalezy od liczby kwantowej m

dim &E(j,m) = g(j). (12.60)
Rozwazania te ilustruje ponizsza tabela. Kazda kolumne stanowia wektory z jednej podprzestrze-
ni £(j, m). Wektory te maja te same liczby kwantowe j i m za$ r6znia si¢ liczbami a1, g, . . ., ;-

‘ala]a_]> T |O£1,_],—j+].> T T |Oél,j,j>
la2,j:=7)  —5= lezgi—j+l) e e azgig)
| g5y 3> =3 ) T | ag()»Js =3 +1) J Jy |22 7:7)
Liczba kwantowa m zmienia si¢ (co jeden) od myy,in = —j do Myer = J, @ wiee przyjmuje (25+1)

wartosci. Fakt ten ilustruje liczba kolumn w tabeli, ktorych jest wlasnie (25 + 1).

12.4.2 Reprezentacja standardowa

W powyzszych rozwazaniach podprzestrzenie £(j,m) sktadaly sie z wektorow tworzacych ko-
lumny w tabeli. Réwnie dobrze mozemy zbudowaé podprzestrzenie &, (j), ktore sa rozpiete przez
wektory rézniace sie¢ liczba m. Wiersze tabeli przedstawiaja wiec zbiory wektoréow tworzacych
podprzestrzenie £,(j). Poniewaz a1 j sa ustalone, wiec

dim&,(j) = 2j+ 1. (12.61)

Podprzestrzenie te sa niezmiennicze wzgledem operatora J. Operator J? nie zmienia liczb kwan-
towych j i m. Operatory Ji, Jo, J3, J+ mogg mieszaé wektory o réznych m, lecz nie zmieniaja
j. A wiec dziatanie tych operatorow na wektory z &£,(j) przeksztalca je w inne wektory z tej
samej podprzestrzeni

Ea(d)

W zwiazku z tym operatory J (i ich kombinacje) dzialajace na tej podprzestrzeni mozna repre-
zentowac za pomoca macierzy (25 + 1) x (25 + 1).
Podprzestrzen &,(j) jest wiec rozpieta przez wektory |a,j,m) o ustalonych « i j. Cala

T da T Ea(d). (12.62)

przestrzen £ bedzie wigc suma takich podprzestrzeni

£ = @ o1 £a(y) (12.63)

a=1
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Jeszcze raz podkreslamy, ze zakres zmiennodci parametru « zalezy od konkretnej wartosci j.
Wektory rozpinajace caly przestrzen tworza baze ortonormalng, zatem

(a/,j/,m’|a,j,m> = 5a’a5j/j6m’ma (1264)

bowiem indeksy «, j i m numeruja wartosci wtasne obserwabli (operatoréw hermitowskich).
Wektory | «, j, m ) spelniaja takze relacje zupelosci.

Z Z Z o, jym ) (e, j,m| = 1. (12.65)
i a=1 m=—j
Dowolny wektor |4 ) € € mozna w sposob jednoznaczny roztozy¢ na wektory bazy

a(5)

Z > ZCJW ) e, j,m). (12.66)

a=1 m=—j

gdzie Cjm(a) = (a,j,m|v). Wektory | a, j,m) sa wektorami whasnymi obserwabli J2, J3 oraz
pewnego A (ktore komutuja parami i tworza ZZOK). Zatem

Pla,jm) = Kj(+1)]a,jm) (12.67a)
Jsla,j,m) = mhla,jm) (12.67h)
A|0¢,j,m> = aaj|a7j7m> (1267(})

Wartosci wlasne aq; obserwabli A numerujemy indeksami «, j, co jest wyrazem zaleznosci tego,
ile wartosci wlasnych a,; odpowiada danemu j. Sens fizyczny obserwabli A zalezy od kontekstu
fizycznego. Jezeli J2iJs stanowia ZZOK, to wowczas o = 11 g(j) =; 1, co oznacza, ze dodatkowy
parametr jest zbyteczny i nie wnosi zadnych informacji.

k) ok ok ok ok ok sk sk sk sk sk ok ok ok ok ok ok ok sk skosk sk sk ok ok ok ok ok ok ok
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Rozdzial 13

Orbitalny momentu pedu

13.1 Ogoblne wlasnosci orbitalnego momentu pedu

13.1.1 Przypomnienie wynikoéw

W poprzednim rozdziale wprowadziliSmy orbitalny moment pedu czastki poprzez odwotanie sie
do fizyki klasycznej i do zasady odpowiednio$ci. W Uzupetnieniach oméwiliSmy natomiast jego
zwiazek z obrotami. Zbierzemy teraz uzyskane uprzednio rezultaty.

Operator orbitalnego momentu pedu jest operatorem wektorowym majacym trzy sktadowe

—

L= (Ll, LQ, Lg) gdzie Lk = Ekmn Tm Pn, (13.1)
utworzonych za pomoca operatoréw polozenia i pedu. Sktadowe Lj spelniaja kanoniczna relacje
komutacyjna

[ L, Ln | = ihepmmp Ly, (13.2)

Relacja ta, z jednej strony, wynika z kanonicznej relacji komutacyjnej dla potozenia i pedu
[ Zm, Pn | = ihdmy, a z drugiej strony, jest konsekwencja wlasnosci obrotow.

Wszystkie wlasnosci operatora J oméwione w poprzednim rozdziale zostaly wyprowadzone w
oparciu o identyczna relacja komutacyjna. Dlatego tez wszystkie wyniki poprzedniego rozdziatu
mozemy prawie automatycznie zastosowaé do orbitalnego momentu pedu. Wystarczy tylko dopa-
sowac notacje. Definiujemy wiec operator catkowitego orbitalnego momentu pedu oraz operatory
podnoszacy i obnizajacy

L2 =12+12+ L2, Ly =Ly +iLs. (13.3)

Wszelkie relacje komutacyjne przenosimy bez trudu, zmieniajac w odpowiedni spos6b notacje.
Dowody przebiegaja zupelnie analogicznie. A zatem mamy teraz

(L2, L] = 0, [L3, Ly]=+hL, (13.4a)
[Le, Ly] = 2hLs, [L%, Li]=0. (13.4b)

Obowiazuja tez podobne relacje operatorowe

f;2

1
5 (Lels+ Lels) + L2 (13.5a)
L+Ly = L%?—Ls3(L3+h), (13.5hb)

ktére mozna sprawdzi¢ takimi samymi rachunkami jak w poprzednim rozdziale.
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13.2 Wartosci wlasne i wektory wlasne

Wyprowadzenie wartosci i stanéw wlasnych operatora momentu pedu J bazowalo wylacznie na
regutach komutacyjnych. Wobec tego, ze tutaj mamy te same reguly, wiec znéw przenosimy
wyniki zmieniajac jedynie w odpowiedni sposéb notacje.

Niech |7, m) oznacza unormowany stan wlasny operatorow L2 oraz L3, woéwczas

L2|l,m) = R21(1+1)|l,m), (13.6a)
Ls|l,m) = hm|l,m), (13.6Db)

Uktad fizyczny po obréceniu o kat 2m musi wracaé¢ do stanu wyjsciowego. Stad tez wynika, ze
liczby kwantowe [ oraz m sa liczbami catkowitymi. Wniosek ten, nie majacy na razie zadnego
uzasadnienia, wyprowadzimy w dalszym ciggu wyktadu.

Konstrukcja stanéw wlasnych przebiega analogicznie jak w ogdélnym przypadku. Podprze-
strzen &(a,l) zawiera (21 4+ 1) wektorow odpowiadajacych réznym dopuszczalnym wartosciom
liczby m. Liczba a numeruje stany wlasne, jakiejs innej obserwabli, jesli dwa operatory L2 oraz
L3 nie wystarczaja do utworzenia zupelego uktadu komutujacych obserwabli. Stany |a,l,m)
tworzg zbior zupelny i ortonormalny

(o, l,m|B,I',m') = dap 011 O (13.7)

Co wiecej, omawiana podprzestrzen jest inwariantna wzgledem operatorow I:;, a takze niere-
dukowalna, tzn. nie ma mniejszej podprzestrzeni zawartej w £(«, 1), ktora bylaby inwariantna
wzgledem operatoréw orbitalnego momentu pedu.

13.2.1 Elementy macierzowe

Zebrane tu rezultaty tatwo wynikaja z poprzedniego rozdziatu.

(Im|L2U,m'y = R+ 1) 6w S, (13.8a)
(l,m|L3 ]l’,m’) = hm&ll/ 5mm’) (138b)
(Lm|Le|Um') = Ryl +1) —m/(m' £1) 6 Sps

= hJUFm) U Em +1) 8w bt (13.8¢)

Z definicji Ly w (13.3) oraz z (13.8c) wynikaja dwa dalsze elementy macierzowe

h
<l7m’L1 ‘ l/,m,> = 5 6ll’ [\/l(l + 1) — m’(m’ + 1) 5m,m’+1

+ U+ 1) = (' = 1) Gr1], (13.9a)

h
(ILm| Ly |I',m') = 5; [\/l(l +1) —=m/(m/ +1) Spmit1

— U+ 1) = (= 1) S, (13.9b)

ktore wynikaja z dodania i odjecia stronami formut (13.8c) dla operatoréw L, oraz L_.
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13.3 Orbitalny moment pedu
w reprezentacji polozeniowej

Zaréwno w poprzednim rozdziale, jak i w Uzupetnieniach znalezlismy jawna postaé¢ sktadowych
operatora L w reprezentacji potozeniowe;j:

. 0 0

Ll = LJ? = —ih (y & —Z &y) s (13103)
. 0 0

L2 = Ly = —ih (Z % — X 82) , (1310b>
. 0 0

Formutly te zapisane sa we wspotrzednych kartezjarnskich, ktore jak sie okazuje w praktyce, nie
sa zbyt wygodne. Jak wspominalisémy, dyskutujac zasade odpowiedniosci, operatory powinny
by¢ konstruowane we wspotrzednych kartezjariskich, a dopiero potem mozna przejsé¢ do innych
wspolrzednych. Tak tez teraz zrobimy, transformujac sktadowe (13.10) orbitalnego momentu
pedu do wspoétrzednych sferycznych.

13.3.1 Wspoélirzedne kartezjanskie i sferyczne

Przypominamy zwigzek miedzy wspotrzednymi kartezjariskimi i sferycznymi
x = rsinf cos p, y = rsinfsin g, z =rcosfb, (13.11)

oraz relacje odwrotne

2 .2, .2, 2 _*_ c _Y
rf=a"+y° + 27, costrf N tggofx. (13.12)

Zamiana zmiennych

Przejscie we wzorach (13.10) od wspolrzednych kartezjanskich do sferycznych jest raczej ¢wi-
czeniem w rézniczkowaniu. Zbierzemy wazne rezultaty posrednie, podajac ich wyprowadzenia
jedynie w skrocie.

Macierz zamiany wspotrzednych jest nastepujaca

& = sin#cos % = sinfsin % = cosf

856 - 907 ay - Sou 82 - ’

98 cosbcosp 99 cosfsing 99 _ sin 0

oxr r ’ oy r ’ 0z r

dy sin Oy CoS Op

Ox rsinf ’ oy rsinf ’ 0z 0 (13.13)

Obliczenia dziewieciu pochodnych tworzacych powyzsza macierz sa bardzo proste. Naszkicujemy
jednak sposob obliczania niektorych z nich. A mianowicie, z (13.12) otrzymujemy

or 0 [ 2 2
9r oz Vv Tyt
1 T .
= 2r = — = sinfcosp. (13.14)
r

212 + % + 22
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Analogicznie obliczamy pozostale dwa elementy pierwszego wiersza macierzy (13.13). Bierzemy
teraz druga z relacji (13.12), przy czym po lewej stronie stosujemy reguly rozniczkowania dla
funkcji ztozonej cosf = cos[f(z)]. W ten sposob mamy

_Smea_%(x2+y2+z2)1/2__52($ +y“+ 2% 2x
1
== ng = —— sinf cosf cos g, (13.15)
T T

gdzie skorzystalismy rowniez ze zwiazkow (13.11). OtrzymaliSmy wiec pierwszy wyraz w drugim
wierszu macierzy (13.13). Postepujac catkiem analogicznie z trzecia relacja w (13.12) dostajemy

1 9 0y y sin ¢ sin 6

o - it iy 13.16
cos?2p Ox Ox x x? 1 cos? psin? 6 ( )
skad po uproszczeniu dostajemy pierwszy czlon trzeciego wiersza macierzy (13.13).

Otrzymana wyzej tablica pochodnych pozwala wyrazi¢ pochodne obliczane wzgledem wspot-
rzednych kartezjanskich przez pochodne we wspotrzednych sferycznych. I tak, w mysl zasad roz-
niczkowania funkcji ztozonych otrzymujemy

0 or 0 00 0 dp 0

Z =22 2%, e (13.17)

Ox Oz Or ox 00 or Oy
Korzystajac z pochodnych zebranych w tablicy (13.13) dostajemy

0 0 cosfcosp O sinp 0

— = sinfcosp — _— = - — — 13.18

Ox S Y or + r 00 rsinf Jy ( )
W ten sam sposdb obliczamy pozostale operatory rézniczkowania wzgledem zmiennych kartez-
janskich przez odpowiednie operatory we wspotrzednych sferycznych. Wyniki sa nastepujace

0 0 cosfsing O cosp 0

Z = sinfsing — = 13.1
Ay sinfsin o or 00 rsinf Oy’ (13.19)
0 0 sinf 0

% = COSH E — , % (1320)

13.3.2 Operatory L; we wspélrzednych sferycznych

Obliczenia sktadowych Lj operatora orbitalnego momentu pedu we wspotrzednych sferycznych
polegaja na podstawieniu wzoréw (13.17,13.19,13.20) do formut (13.10). Wyglada to skompliko-
wanie, jednak wiele cztonéw znosi sie parami. Wykorzystanie elementarnych relacji trygonome-
trycznych takze daje znaczne uproszczenia. Nie ma tu wiec zadnych trudnosci koncepcyjnych, a
jedynie mamy do czynienia z do$¢ zmudnymi rachunkami. Pokazemy tutaj jak obliczaé¢ jedna ze
sktadowych operatora momentu pedu. Pozostalte oblicza sie bardzo podobnie i dlatego podamy
tylko gotowe rezultaty.

Na podstawie wzoru (13.10), do ktérego podstawiamy odpowiednie formuty (13.11) oraz
(13.20) i (13.19), dla pierwszej sktadowej operatora momentu pedu mamy

0 0
Ly = —i — -z
1 ih (y 9, z ay)
= —ih [r sin @ sin ¢ <cos€ 9 — sin 0 8)

or r 00
0 0 si 0 0
— rcosf (sin@sincp o + m 5 4 :lengoe &p)] )

(13.21)
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Wyrazy zawierajace 0/0r skracaja sie,

, 0 0 cosfcosp O
L — _ _ M 2 M - 2 3 -
1 zh[ sin” 6 sin ¢ 50 8 0 sin @ 50 Gnd Oy
= ih [sin 9 + ctgfcos 9 } (13.22)
B v 00 BUCOY Bp '

co konczy obliczenia. W analogiczny sposob obliczamy dwie pozostale sktadowe operatora L we
wspolrzednych sferycznych. Rezultaty wyrazaja sie wzorami

Ly = L,=ih (Singo % + ctgbcosyp (;1) , (13.23a)
. 0 . 0

Ly = L,=ih —CosP oy + ctg@smgp% , (13.23D)

Ly = L,=—ih ;@. (13.23¢)

Poniewaz sktadowe podnoszaca i obnizajaca wyrazaja sie jako kombinacje Ly oraz Lo, wiec z
powyzszych wzoréow tatwo uzyskujemy

; 0 0
Ly = he¥ | — +ictgh —
- ‘ ( gg T 090> ’
; 0 0
L. = he™|—— +ictgh—). 13.24
e < 50 +ictg (’390) ( )
Warto przypomnieé, ze sprzezenie operatora rézniczkowania zmienia jego znak, to znaczy
o\ 0 o \! 0
— = - = — = — — 13.2
(89) 50" oraz (8@) s (13.25)

dzieki czemu, z relacji (13.24) widzimy, ze operatory L, oraz L_ sa swymi sprzezeniami, tj.
LL = L_, i na odwro6t.

13.3.3 Operator L? we wspoirzednych sferycznych

W tym wypadku niezbedne obliczenia sa nadal koncepcyjnie proste, lecz jeszcze bardziej skom-
plikowane. Wynika to stad, ze zgodnie z (13.3) musimy obliczy¢ kwadraty operatorow przedsta-
wionych we wzorach (13.23). Przegledzimy obliczenia operatora L?. Z (13.23a) mamy

L} = —p? (singogeqLcthcosgoaaw) <sin<p§9+ctg900scp£0>

= —K? [sin 2 <sin g + ctg 0 cos 6)
- Yo \PMY gg T BT 5
o (. 0 0
+ ctgfhcosp 90 (smgo 20 + ctgfcosp &p)} . (13.26)

Pozostaje wykonaé niezbedne rézniczkowania. Otrzymujemy

0? singpcosy 0

12 — 12 |sin2o 2 _ il
1 lsm Y 962 sin2f Oy
2

90 0y

0
+ 2 sinpcospctgl + ctg&cos?go%

0 0?
— ctgzﬁcoscpsingO% + ctg200082g08702 . (13.27)
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Niestety powyzszego wzoru nie da sie uprosci¢. Podobnie nieprzyjemny wynik otrzymamy obli-
czajac kwadrat Lo. W tym wypadku mamy

0? singpcosp O
Li = — 1 2,9  SYCOSy 9
2 TP T Tain?e oy
2 0
— 2 sinpcospctgh 909 + ctg@sinznp%
+ ctg?®fsin g cos 9 + ctg?fsin? 372 (13.28)
g peosp 5 g ik :

Cho¢ oba uzyskane wyrazenia sa mocno ztozone, jednak wiele cztonéw rézni sie tylko znakiem.
Pozostate tadnie sie grupuja. Biorac pod uwage jedynke trygonometryczna, otrzymujemy sume

82 o 2
I3 + I3 = -1 [ogz + ctef 55 + ctg208—¢2]. (13.29)
Na szczescie, z (13.23¢) w trywialny sposob mamy
32
L = — K2 5 (13.30)

Wobec tego operator kwadratu orbitalnego momentu pedu we wspotrzednych sferycznych wyraza
sie wzorem
L2 = L2413+ L2
2 2

0 0 1o}
_ 270 Y -~ 2 v
= —h [892 + ctgeae + (14 ctg®0) 8902]'

Pozostaje doprowadzi¢ powyzszy wynik do wygodniejszej postaci. Przede wszystkim z elemen-

(13.31)

tarnej trygonometrii

1+ctg? = — (13.32)
sin® 6
Co wiecej, nietrudno jest otrzymaé nastepujaca relacje rézniczkows
0? 0 1 , 0? 0
ET + Cth% = a0 [sm@at92 + cosf (991
B sin 0 a—g + (8 Sin9> g
"~ sind 062 00 00
1 0 0
— — (sing = 13.
sinf 90 (Smg ae) (13.33)

Wykorzystujac powyzsze relacje pomocnicze w (13.31) otrzymujemy koncowe wyrazenie dla kwa-
dratu orbitalnego momentu pedu.
Podsumowanie

Formuty dla operatorow L2 oraz L3 w reprezentacji polozeniowej wyrazone we wspo6trzednych
sferycznych sg podstawowymi wynikami tego paragrafu. Zbieramy je tu razem

Y [N N N ]

L= lsjne 50 \S0 o5 )+ o 02 (13.34a)

Ly = _ihﬁago (13.34D)
+ip 0 . 0

Ly = he j:%—i-zctgH% , (13.34¢)
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Wzory te okaza sie szczegblnie wygodne w dalszych zastosowaniach. Zwréémy takze uwage, ze
operator orbitalnego momentu pedu zalezy jedynie od zmiennych katowych, co wskazuje na jego
$ciste powigzanie z obrotami.

13.3.4 Wartosci wlasne i funkcje wlasne L? i L
Whioski z ogbélnego formalizmu

Operatory L2 oraz L3 speiaja kanoniczne relacje komutacyjne (13.2), a takze zagadnienia wla-
sne (13.6). Na podstawie ogdlnej teorii z poprzedniego rozdzialu wiemy, ze liczby [ sa catkowite
lub potéwkowe, natomiast m zmienia sie od —I do +I skokowo co jeden. StwierdziliSmy, ze natu-
ralne jest pracowa¢ w reprezentacji polozeniowej, a na dodatek we wspotrzednych sferycznych.
Celem naszym jest wiec teraz znalezienie funkcji wtasnych (w tymze uktadzie wspotrzednych), a
takze przedyskutowanie wartosci wtasnych.

Operator L zalezy jedynie od zmiennych katowych, dlatego w reprezentacji potozeniowej
wprowadzamy baze za pomoca stanoéw katowych |0p ) = | Q) (gdzie 2 to kat brylowy), ktérym na
podstawie ogolnych rozwazan o reprezentacjach w przestrzeni Hilberta, przypisujemy nastepujace
wlasnodci.

(i) Ortonormalnosé¢ (zmienne ciagle)
(00 ) = ﬁ 0(0 = 0") (¢ — ¢') (13.35)

(ii) Zupemosé

T 2T R
/ desine/ do |100) (0| = i. (13.36)
0 0

Zauwazmy ze catkujac po kacie brylowym mamy: d2 = sin8df dy, dlatego tez w powyzszych
wzorach pojawit sie sin 6.

Odwotujac sie do ogdlnych regut zapisu operatorow w wybranej reprezentacji, przepisujemy
rownania wlasne (13.6) w reprezentacji potozeniowej |6 o)

(0p|L*|Im) = L2 (0¢|lm) = BIl+1)(0¢|lm), (13.37a)
(0p|Ls|lm) = L3(0p|lm) = hm(0¢|lm), (13.37D)

Lewe strony sa po prostu elementami macierzowymi operatordéw L2 i L3 w reprezentacji polo-
zeniowej. W $rodkowych czlonach rozumiemy, ze odpowiednie operatory sa wyrazone w repre-
zentacji |6 ¢ ), czego juz nie zaznaczamy gornym indeksem. Oczywiscie wiec sa to operatory w
postaci (13.34). Natomiast po prawej mamy wyrazenia wynikle z rownan wtasnych (13.6).
Wykorzystujac wiec postaé operatorow orbitalnego momentu pedu w reprezentacji potoze-
niowej mozemy napisa¢ rownania wtasne dla funkcji falowych (6 ¢ |l m), ktore mozemy oczy-
wiscie nazwaé funkcjami wlasnymi (w reprezentacji potozeniowej) orbitalnego momentu pedu,
nalezacymi do wartosci wlasnych [ i m. Postugujemy sie tu terminologia ustalona przy dysku-
sji reprezentacji w przestrzeni Hilberta. A zatem z (13.34), (13.37) otrzymujemy pare réwnan

rézniczkowych
BNV AL _
h [sin@ 00 sinf 00 +sin29 0p? (Gplim) =
= R+ 1)(0p]lm) (13.38a)
L 0
—zh%w@\lrrm:hm(@(pllm). (13.38b)
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Roéwnania te pozwalaja na wyciagniecie szeregu waznych wnioskéw. Przede wszystkim zauwazmy;,
ze z rownania (13.38b) wynika faktoryzacja funkcji wlasnych

(Gpllm) = g(p) Fim(0). (13.39)

Po wstawieniu tak sfaktoryzowanej funkcji do rownania (13.38b), stwierdzamy, ze funkcja Fy,,(0)
skraca sie. W ten sposob otrzymujemy réwnanie zawierajace tylko funkcje g(y). Ma ono postaé

W 8‘1 o(0) = m(e). (13.40)

Scatkowanie tego rownania jest trywialne. Stala calkowania przyjmujemy za dowolna i wtaczona
do funkcji Fj,,,. Wobec tego

glp) = €M (13.41)

Z drugiej strony, podstawiajac sfaktoryzowana postaé¢ funkcji wtasnej do wzoru (13.38a) widzimy,
ze dwukrotne roézniczkowanie po kacie ¢ wyprodukuje czynnik —m? i poza tym nie zmieni funkcji
g(p). Wobec tego, w rownaniu tym, na skutek faktoryzacji (13.39) funkcja g(¢) skroci sie po obu
stronach. W rezultacie uzyskamy réwnanie wylacznie dla funkcji Fy,, ().

Otrzymana postaé¢ funkcji g(¢) ma bardzo istotne konsekwencje. Stan uktadu fizycznego nie
moze sie zmienié, jesli dokonamy obrotu uktadu fizycznego o kat 27 wokoét osi z. Oznacza to, ze
musi by¢ spelniony warunek

9(p) = glp+2m) = dmEm = gimp RimT _ gim, (13.42)

A zatem musi by¢ e?™m®

wartosci catkowite. Mozemy powiedzieé, ze zadanie, aby m byto liczbg catkowita wynika z zadania

= 1. Stad za$ wynika, ze liczba kwantowa m moze przyjmowaé jedynie

niezmienniczosci stanu uktadu fizycznego przy obrotach o kat 2w. Z faktu, ze m jest liczba
catkowita, automatycznie wynika, ze liczba kwantowa [ tez musi byé¢ liczba catkowita, bowiem
m zmienia sie od —I do +I co jeden.

Podsumujmy wnioski wynikajace z ogélnych rozwazan, ktore prowadziliémy w reprezentacji
potozeniowe;j.

e Liczby kwantowe charakteryzujace wartosci wtasne orbitalnego momentu pedu sa liczbami

catkowitymi.
I = 0,1,2, ... (13.43a)
m = —l, —-l+1,...,-1,0,1, ...,1—1, 1. (13.43Db)

e Funkcje wlasne orbitalnego momentu pedu w reprezentacji potozeniowej (we wspotrzednych
sferycznych) faktoryzuja sie

(Bp|lm) = €™ Fi,(6). (13.44)
e Podstawienie faktoryzacji (13.44) do wzoru (13.38a) daje rownanie, ktore spelniaja funkcje
Fin (0)
1 0 0 m?
— — | si — | — ——| F = 1) F; . 13.4
Lin 5 g (50 5 ) = 9] m(0) = UI+1) Fin(0) (13.45)

gdzie [ i m sa catkowite (jak wyzej). Wyznaczenie funkcji Fj,,(0) bedzie celem naszych
dalszych rozwazan.
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13.4 Harmoniki sferyczne

13.4.1 Wprowadzenie
Funkcje wlasne (13.44) orbitalnego momentu pedu w reprezentacji potozeniowe;
Yim(ea So)a = <090”m> = "M Flm(e)a (13'46)

nazwiemy harmonikami sferycznymi. Jako funkcje wlasne obserwabli, harmoniki sferyczne musza
spelia¢ typowe warunki naktadane na funkcje falowe.

e Harmoniki sferyczne powinny tworzy¢ zbior funkcji ortonormalnych, tj muszg spetniaé

5ll’6mm’ = <lm’l/m,>
™ 2T
_ /desina/ do (1m0 (0 |1'm')
0 0
T 2T
_ / d6sin 0 / o Y7 (0,0) Yim(6, ). (13.47)
0 0

Pierwsza réwnosé jest wyrazem ortonormalnosci stanéw wlasnych orbitalnego momentu
pedu. Druga wynika z zastosowania relacji zupelosci (13.36) do rownosci poprzednie;.
Trzeci krok to po prostu zastosowanie definicji (13.46).

e Stany wtasne orbitalnego momentu pedu musza byé baza zupelna. Wobec tego musza
spetnia¢ warunek

(%s) !
Yo > lm)(Im|=1. (13.48)
=0 m=-—1

Z ortonormalnosci bazy |0 ¢ ) (por. (13.35)) oraz z powyzszego, wynika ciag rownosci

L 50— 0)so—¢) = (6p]0y)

sin 0
00 l
= ZZ (Op|lm)(Im]|0 ¢)

=0 m=—

00 l
- Z Z Yzm lm(@,gp’), (1349)

=0 m=-1
co stanowi relacje zupetnosci dla harmonik sferycznych.
13.4.2 Konstrukcja harmonik sferycznych
Uwagi wstepne

Konstrukcje harmonik sferycznych mozna prowadzié¢ na rézne sposoby. Przedstawimy tu zarys
jednego z nich, a szczegdly oméwimy w Dodatkach matematycznych. Zauwazmy najpierw, ze z
ogolnej teorii wynika, iz stan |1,1) odpowiadajacy maksymalnej wartosci m (dla danego ) musi
spetniaé relacje

Ly |Ll)=0. (13.50)

Jesli teraz bra (60 ¢ | podziala z lewej na powyzsza rownosé, to automatycznie przejdziemy do
reprezentacji potozeniowej. Biorac operator L, wedtug (13.34¢) otrzymamy réwnanie

e'? (59 +ictg ;p) Y3:(0,0) = 0. (13.51)
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7 definicji (13.46) wynika Y;;(6, ¢) = ¢ I};(6), co podstawiamy do naszego réwnania. W wyniku
elementarnych manipulacji otrzymujemy

dFy(0)
do

— 1 ctgb F(0) = 0, (13.52)

gdzie juz mozemy uzywaé zwyktych pochodnych, bo Fj;(0) jest funkcja jednej zmiennej. W tym
momencie mozemy naszkicowaé procedure konstrukeji harmonik sferycznych.
e Rozwigzujac réwnanie (13.52) zbudujemy funkcje e? Fy;(6), ktora trzeba unormowaé. W
ten sposob znajdziemy harmonike Y;;(6, ¢).
e Dalej, pracujac caly czas w reprezentacji polozeniowej, bedziemy dziata¢ na Y;;(6, ¢) ope-
ratorem obnizajacym L_. W ten sposéb wygenerujemy harmoniki sferyczne o coraz to
mniejszym numerze m. Na przyktad, w pierwszym takim kroku mamy

Yi—1(0,9) = (O¢[ll-1)
x L {(0p|l,1) = L_Y(0,9). (13.53)

Przy przejéciu do drugiej linii wpisaliSmy znak proporcjonalnosci, poniewaz operator L,
produkuje pewien dodatkowy czynnik, ktéry trzeba wyeliminowaé¢ prowadzac normowanie
harmonik sferycznych.

e Kontynuujac stosowanie L_ bedziemy budowa¢ harmoniki sferyczne o coraz mniejszych
liczbach m, az wreszcie dojdziemy do mym = —I.

Obliczenia Fj;(0)

Aby efektywnie skorzysta¢ z takiej procedury musimy najpierw wyznaczy¢ funkcje Fy;(0) z row-
nania (13.52). Réwnanie to przepisujemy w postaci
dFy(0) cost

o = L Ful®). (13.54)

Jest to rownanie o rozdzielajacych si¢ zmiennych

dFy(0) ldsin@

= 13.55
F(0) sinf ’ ( )

ktore prosto scatkowaé. Otrzymujemy
Fu(0) = C (sind), (13.56)

gdzie Cj jest stala calkowania, ktorg trzeba okresli¢ na drodze normowania. Wobec tego, pierwsza
skonstruowana harmonika sferyczna jest postaci

Yi(0,9) = C;e'® (sinf)', (13.57)

co trzeba unormowac.

Normowanie

Przystepujemy wiec do normowania. Na podstawie (13.47) musimy mieé¢
™ 2 . .
1 = / do sinﬁ/ do |C)> e (sin6)' e (sin 0)’
0 0

= 2r yclyQ/ df sin6 (sin6)* (13.58)
0
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Zamieniamy zmienng calkowania x = cos §. Otrzymana funkcja podcaltkowa jest parzysta i wobec
tego mamy

1 l
1 = 4r |cl|2/ de (1-2%) = 4z |G L(). (13.59)
0

Calka I () jest obliczona w Dodatkach matematycznych. Rezultat jest nastepujacy

l ! 2
L(l) = /Oldx (1—x2)l = (£z2+l}1)l (13.60)

Podstawiajac te catke do wzoru (13.59) tatwo otrzymujemy

2+1)! 1

Gl = An A

(13.61)

Harmonika Y;;(0p)

Do okreslenia pozostaje jedynie faza statej normalizacyjnej. Przyjmujemy tutaj faze rowna (—1)¢,
a przyczyny tego wyboru oméwimy w Dodatkach matematycznych. Wstawiajac obliczona stala
do wzoru (13.57) otrzymujemy ostateczna postac¢ skonstruowanej harmoniki sferycznej

(- | (20 +1)!
2L ]! 4dr

Y(0,9) = % (sing)" . (13.62)
Stosujac teraz operator obnizajacy L_ mozemy dziataé¢ nim na uzyskana harmonike. W ten spo-
sOb otrzymamy Y;;_1(6, ¢). Procedure te omawiamy szczegotowo w Dodatkach matematycznych.

13.4.3 Harmoniki sferyczne — zebranie informacji

Nie mozemy tu prowadzi¢ wyktadu dotyczacego teorii funkcji specjalnych. Zbierzemy tu jedy-
nie rezultaty wyprowadzone w Dodatkach matematycznych i przedstawimy wzory pozyteczne w
dalszym ciagu wyktadu.

Harmoniki sferyczne — funkcje wtasne orbitalnego momentu pedu w reprezentacji potozenio-
wej — mozna przedstawi¢ na dwa réwnowazne sposoby

B (—1)l 204+ 1 (I +m)! eime di-m ) 9
Yim0:9) = S\ " G=m)l o) dicosgym S0

(=D 2141 (1—m)!
B 2! 47 (I +m)!
dl+m

d(cos 6)i+m (

X e™? (sin §)™

sin6)% . (13.63)
Z powyzszych okresleri harmonik sferycznych wynika relacja sprzezenia zespolonego

Yim(0,90)]" = (=1)" Y —m(0,¢). (13.64)

Harmoniki sferyczne mozna zapisa¢ za pomoca stowarzyszonych funkeji Legendre’a (patrz
Dodatek matematyczny D) w postaci

Vim(0,¢) = (1) fl;f =

e™? P™(cosh), (13.65a)
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gdzie m > 0. Natomiast dla m < 0 mamy

2041 (I 4+ m)! img plml
W Dodatku matematycznym D sprawdzamy, poprzez bezposrednie obliczenia, ze tak zadane har-
moniki sferyczne istotnie sa rozwiazaniami zagadnien wlasnych (13.37).

Przy odbiciu przestrzennym gdy katy sferyczne ulegajg nastepujacym zamianom

0 odbicie T 0’ ® odbicie P, (1366)
harmoniki sferyczne maja wtasnosé
Yim(0, ) Yim(m =00+ m) = (=1)Yim(0,9), (13.67)

odbicie
co, jak méwimy, okresla parzystosé harmonik sferycznych.

Postugujac si¢ wzorem (13.63) mozemy bez trudu wyliczy¢ i wypisa¢ kilka pierwszych har-
monik sferycznych. Dla [ = 0 jedynie mozliwg wartoscig m jest zero. Zatem

1
Yaol#0) = (0¢100) = /- (13.68)
Dla przypadku I = 1 mamy trzy mozliwe wartosci m = —1,0, 1. A wiec mamy tez trzy harmoniki
sferyczne
3 4
Yit1(,9) = (0|1 +1) = F ‘/87 et sin 6, (13.69a)
0

3
Yioll,p) = (0¢|10) = ”E cos 0. (13.69b)

Dla [ = 2 mamy pie¢ mozliwych m = —2,—1,0, 1, 2. Odpowiednie pie¢ harmonik sferycznych ma
postac

15 :
Youa(0p) = (0p]2£2) = /o e*%% sin? 6, (13.70a)
T
15 .
Yor1(0,0) = (0|2 £1) = F \/ 3 e sin 0 cos 0, (13.70Db)

Yo0(0,9) = (0¢|20) = \/% (300520—1>. (13.70¢)

Czesto przydatna jest relacja rekurencyjna dla harmonik sferycznych

Il+m+1)(l—m+1)
20+ 1)(20 + 3)
(l+m)(l—m)
(20 —1)(20 +1)

Y2m<6790) cost) = YEJrl,m(erD) \/(

 Yiim(6. ) ¢ (13.71)

Harmoniki sferyczne stanowia zupelny zbiér funkcji ortonormalnych, tzn. zachodzi relacja
ortonormalnosci (13.47), a takze relacja zupetnosci (13.49). Tak wiec harmoniki sferyczne sta-
nowia baz¢ w przestrzeni funkcji zmiennych katowych (6, ). Oznacza to, ze dowolna funkcje
f(0,¢) mozna roztozy¢ w szereg

oo+l

f(«9, 90) = Z Z Cim }/lm(ea 90)7 (1372)

=0 m=—1
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przy czym wspotcezynniki rozwiniecia dane sa jako catki w reprezentacji potozeniowej (we wspot-
rzednych sferycznych)

T 21
Cin = (Im|f) = ["d0 sin0 [ de Yi5,(0.9) £0.0). (13.73)

Na koniec zauwazmy, ze harmoniki sferyczne, a $cislej ich czes¢ zalezna od kata 6, sa po-
wiazane ze stowarzyszonymi wielomianami Legendre’a. Zwiazek ten omawiamy w Dodatkach
matematycznych.
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