
Transformata Fouriera

Przyjmujemy nast¦puj¡c¡ de�nicj¦ transformaty Fouriera i transformaty odwrotnej:

ψ(k) =
1√
2π

∫
dxe−ikxψ(x) ψ(x) =

1√
2π

∫
dkeikxψ(k)

gdzie caªkowanie rozci¡ga si¦ od −∞ do +∞.

Transformata Fouriera jest operacj¡ liniow¡:

1√
2π

∫
dxe−ikx(α1ψ1(x) + α2ψ2(x)) = α1ψ1(k) + α2ψ2(k)

co wynika bezpo±rednio z liniowo±ci caªki.

Wzór na transformat¦ funkcji sprz¦»onej:

1√
2π

∫
dxe−ikxψ(x)∗ = ψ(−k)∗

otrzymujemy sprz¦gaj¡c caª¡ caªk¦. Wynikaj¡ ze« wªasno±ci transformaty funkcji rzeczywistej i

czysto urojonej:

ψ(x) = ±ψ(x)∗ ψ(k) = ±ψ(−k)∗

Wzór na transformat¦ funkcji odbitej:

1√
2π

∫
dxe−ikxψ(−x) = ψ(−k)

dostajemy wprowadzaj¡c zmienn¡ x′ = −x. Wynika ze«, »e je±li funkcja jest parzysta lub

nieparzysta, to jej transformata równie» jest odpowiednio parzysta lub nieparzysta:

ψ(x) = ±ψ(−x) ψ(k) = ±ψ(−k)

Wzór na transformat¦ funkcji przeskalowanej:

1√
2π

∫
dxe−ikxψ(ax) =

1
a
ψ

(
k

a

)
a > 0

dostajemy wprowadzaj¡c zmienn¡ x′ = ax.

Wzór na transformat¦ funkcji przesuni¦tej:

1√
2π

∫
dxe−ikxψ(x− x0) = e−ikx0ψ(k)

otrzymujemy wprowadzaj¡c zmienn¡ x′ = x− x0.

Wzór na transformat¦ funkcji pomno»onej przez faz¦:

1√
2π

∫
dxe−ikxeik0xψ(x) = ψ(k − k0)

wynika bezpo±rednio z de�nicji.



Wzór na transformat¦ pochodnej:

1√
2π

∫
dxe−ikxψ′(x) = ikψ(k)

dostajemy caªkuj¡c przez cz¦±ci i uwzgl¦dniaj¡c fakt, »e ψ(±∞) = 0.

Wzór na transformat¦ funkcji pomno»onej przez zmienn¡:

1√
2π

∫
dxe−ikxxψ(x) = iψ′(k)

mo»na otrzyma¢ np. wyprowadzaj¡c jak poprzednio wzór na transformat¦ odwrotn¡ pochodnej

i bior¡c transformat¦ zwykª¡ obu stron.

Splot dwóch funkcji de�niujemy nast¦puj¡co:

(ψ ∗ φ)(x) =
∫

dx′ψ(x′)φ(x− x′) =
∫

dx′ψ(x− x′)φ(x′)

Wzór na transformat¦ splotu:

1√
2π

∫
dxe−ikx(ψ ∗ φ)(x) =

√
2πψ(k)φ(k)

otrzymujemy podstawiaj¡c de�nicj¦ splotu do wzoru na transformat¦, rozpisuj¡c e−ikx = e−ikx′
e−ik(x−x′),

wprowadzaj¡c zmienn¡ y = x−x′ i zauwa»aj¡c, »e caªka podwójna separuje si¦ na iloczyn dwóch

caªek.

Wzór na transformat¦ iloczynu dwóch funkcji:

1√
2π

∫
dxe−ikxψ(x)φ(x) =

1√
2π

(ψ ∗ φ)(k)

mo»na dosta¢ np. wyprowadzaj¡c jak poprzednio wzór na transformat¦ odwrotn¡ splotu i bior¡c

transformat¦ zwykª¡ obu stron.

To»samo±¢ Parsevala: ∫
dxψ(x)∗φ(x) =

∫
dkψ(k)∗φ(k)

dowodzimy np. wychodz¡c od prawej strony, podstawiaj¡c de�nicj¦ transformat ψ(k) i φ(k),
zamieniaj¡c odpowiednio kolejno±¢ caªkowania i korzystaj¡c z faktu, »e:∫

dkeikx = 2πδ(x)

Delta Diraca i dystrybucje

Formalnie poprawne traktowanie dystrybucji (funkcji uogólnionych) wymaga stosowania teorii

Schwartza. My uwa»amy dystrybucj¦ T (x) za obiekt, który mo»e, ale nie musi mie¢ sensu jako

zwykªa funkcja, ale który mo»na scaªkowa¢ z dowoln¡ znikaj¡c¡ w ±∞ funkcj¡ próbn¡ f(x).
Innymi sªowy postulujemy, »e sens ma caªka:∫ +∞

−∞
dxT (x)f(x)



W caªce tej mo»na w zwykªy sposób dokonywa¢ operacji takich jak sprz¦»enie zespolone, zamiana

zmiennych czy caªkowanie przez cz¦±ci. Z kolei wszelkie równo±ci dotycz¡ce dystrybucji maj¡

sens jako równo±ci odpowiednich caªek, zachodz¡ce dla dowolnej funkcji próbnej.

Rozwa»my funkcj¦ theta Heaviside'a:

θ(x) =

{
0 x < 0
1 x > 0

potraktujmy j¡ jako dystrybucj¦ i policzmy pochodn¡. Pochodne dystrybucji obliczamy caªkuj¡c

przez cz¦±ci: ∫ +∞

−∞
dxθ′(x)f(x) = f(0)

Okre±lon¡ w ten sposób dystrybucj¦ θ′(x) nazywamy delt¡ Diraca i oznaczamy δ(x). De�nicj¡

delty jest zatem równo±¢: ∫ +∞

−∞
dxδ(x)f(x) = f(0)

W odró»nieniu od thety Heaviside'a delta Diraca nie ma ju» sensu jako zwykªa funkcja, a jedynie

jako dystrybucja, gdy» »adna funkcja nie speªnia tej równo±ci.

Gdyby jednak chcia¢ wyobra»a¢ sobie delt¦ jako funkcj¦, to nale»aªoby stwierdzi¢, »e musi ona

znika¢ wsz¦dzie poza zerem, gdy» w przeciwnym razie caªka z funkcj¡ próbn¡ zawieraªaby wkªady

spoza zera, wbrew de�nicji. Z kolei podstawiaj¡c w de�nicji funkcj¦ próbn¡ f(x) = 1 otrzymu-

jemy: ∫ +∞

−∞
dxδ(x) = 1

czyli pole pod wykresem delty jest równe jedno±ci. Oznacza to, »e jej warto±¢ w zerze musi by¢

niesko«czona.

Delt¦ mo»na sobie zatem wyobra»a¢ jako bardzo w¡sk¡ i wypikowan¡ w zerze funkcj¦. W istocie,

mo»na j¡ modelowa¢ takimi funkcjami. Caªkuj¡c je z funkcj¡ próbn¡, a nast¦pnie przechodz¡c

do granicy zerowej szeroko±ci i niesko«czonej wysoko±ci przy zachowanym jednostkowym polu

otrzymuje si¦ dokªadny wynik. Najprostszym takim modelem jest funkcja

δa(x) =

{
1/a −a/2 < x < a/2
0 w pozostaªych punktach

Istotnie, oznaczaj¡c przez F (x) funkcj¦ pierwotn¡ funkcji próbnej dostajemy:

lim
a→0

∫ +∞

−∞
dxδa(x)f(x) = lim

a→0

1
a

∫ +a/2

−a/2
dxf(x) = lim

a→0

F (a/2)− F (−a/2)
a

= F ′(0) = f(0)

Wyprowad¹my teraz z de�nicji kilka podstawowych wªasno±ci delty Diraca. Sprz¦»enie delty jest

równe jej samej: ∫ +∞

−∞
dxδ(x)∗f(x) =

∫ +∞

−∞
dxδ(x)f(x)

co zapisujemy skrótowo jako:

δ(x)∗ = δ(x)

W analogii do zwykªych funkcji mo»na zatem powiedzie¢, »e delta jest rzeczywista.



Delta jest parzysta:

δ(−x) = δ(x)

co pokazujemy wprowadzaj¡c zmienn¡ x′ = −x.

Wzór na delt¦ przeskalowan¡:

δ(ax) =
1
a
δ(x) a > 0

otrzymujemy wprowadzaj¡c zmienn¡ x′ = ax.

Wzór na delt¦ przesuni¦t¡: ∫
dxδ(x− x0)f(x) = f(x0)

otrzymujemy wprowadzaj¡c zmienn¡ x′ = x− x0.

Rozwa»my teraz kilka przykªadów. Caªkuj¡c przez cz¦±ci obliczamy pochodn¡ delty:∫ +∞

−∞
dxδ′(x)f(x) = −f ′(0)

Wprost z de�nicji otrzymujemy:

xδ(x) = 0 xδ′(x) = −δ(x)

Policzmy pochodn¡ funkcji |x|:
|x|′ = sgn(x)

gdzie

sgn(x) =

{
−1 x < 0
1 x > 0

Z kolei:

sgn′(x) = 2δ(x)

Wida¢, »e w sensie dystrybucji istniej¡ pochodne funkcji nieró»niczkowalnych, a nawet nieci¡-

gªych. W punktach nieosobliwych nie ró»ni¡ si¦ one od zwykªych pochodnych, w zaªamaniach

pojawia si¦ sgn(x), a w nieci¡gªo±ciach δ(x).

Policzmy teraz transformat¦ Fouriera i transformat¦ odwrotn¡ delty. Wprost z de�nicji otrzy-

mujemy:
1√
2π

∫
dxe−ikxδ(x) =

1√
2π

1√
2π

∫
dkeikxδ(k) =

1√
2π

Jako »e transformata odwrotna transformaty i transformata transformaty odwrotnej jest równa

funkcji wyj±iowej, wi¦c wykonuj¡c te operacje odpowiednio dla lewego i prawego przypadku

dostajemy:

δ(x) =
1
2π

∫
dkeikx δ(k) =

1
2π

∫
dxe−ikx

Te dwa równowa»ne wzory stanowi¡ tzw. fourierowskie przedstawienie delty, przydatne np. do

wyprowadzenia to»samo±ci Parsevala.


