Transformata Fouriera

Przyjmujemy nastepujaca definicje transformaty Fouriera i transformaty odwrotnej:

vi) = o= [are @) v = o= [ dketr)

gdzie catkowanie rozciaga sie od —oco do +oo.

Transformata Fouriera jest operacja liniowa:
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co wynika bezposrednio z liniowosci calki.

Wz6r na transformate funkeji sprzezonej:
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otrzymujemy sprzegajac cala catke. Wynikaja zent wlasnodci transformaty funkcji rzeczywistej i
czysto urojone;j:
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Wzér na transformate funkcji odbite;j:
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dostajemy wprowadzajac zmienng ' = —z. Wynika zen, ze jesli funkcja jest parzysta lub
nieparzysta, to jej transformata rowniez jest odpowiednio parzysta lub nieparzysta:
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Wzér na transformate funkceji przeskalowanej:
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dostajemy wprowadzajac zmienng ' = ax.
Wz6r na transformate funkeji przesunietej:
1 —ikx —ikxg
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otrzymujemy wprowadzajac zmienng x’ = x — x.
Wzér na transformate funkcji pomnozonej przez faze:
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wynika bezposrednio z definicji.



Wzér na transformate pochodnej:
L / dze % (2) = ikip(k)
V2T
dostajemy caltkujac przez czesci i uwzgledniajac fakt, ze 1 (+o00) = 0.

Wz6r na transformate funkcji pomnozonej przez zmienna:
b /dxeikxxw(a:) = i)' (k)
V2T

mozna otrzymaé np. wyprowadzajac jak poprzednio wzo6r na transformate odwrotng pochodnej
i biorac transformate zwykta obu stron.

Splot dwéch funkeji definiujemy nastepujaco:
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Wzér na transformate splotu:

L xefikx * ) = T
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otrzymujemy podstawiajac definicje splotu do wzoru na transformate, rozpisujac e % = e_ikz/e_ik(x_z/),

wprowadzajac zmienng y = x —x’ 1 zauwazajac, ze catka podwojna separuje sie na iloczyn dwoch
calek.

Wzér na transformate iloczynu dwéch funkcji:
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mozna dostaé np. wyprowadzajac jak poprzednio wzér na transformate odwrotng splotu i biorac
transformate zwykta obu stron.

Tozsamosé Parsevala:

/ da(2)" o) = / dkp(k)* o (k)

dowodzimy np. wychodzac od prawej strony, podstawiajac definicje transformat (k) i ¢(k),
zamieniajac odpowiednio kolejnosé catkowania i korzystajac z faktu, ze:

/dk:e“m =270 (x)

Delta Diraca i dystrybucje

Formalnie poprawne traktowanie dystrybucji (funkcji uogélnionych) wymaga stosowania teorii
Schwartza. My uwazamy dystrybucje T'(x) za obiekt, ktory moze, ale nie musi mie¢ sensu jako
zwykla funkcja, ale ktory mozna scatkowa¢ z dowolna znikajaca w +oo funkcja probna f(x).
Innymi stowy postulujemy, ze sens ma catka:
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W calce tej mozna w zwykly sposéb dokonywaé operacji takich jak sprzezenie zespolone, zamiana
zmiennych czy catkowanie przez czesci. Z kolei wszelkie réwnosci dotyczace dystrybucji maja
sens jako réwnosci odpowiednich calek, zachodzace dla dowolnej funkcji prébnej.

Rozwazmy funkcje theta Heaviside’a:
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potraktujmy ja jako dystrybucje i policzmy pochodng. Pochodne dystrybucji obliczamy catkujac
przez czesci:
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Okreslong w ten sposob dystrybucje 6'(z) nazywamy delta Diraca i oznaczamy 6(x). Definicja
delty jest zatem réwnoéé:
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W odro6znieniu od thety Heaviside’a delta Diraca nie ma juz sensu jako zwykta funkcja, a jedynie
jako dystrybucja, gdyz zadna funkcja nie spetnia tej rownosci.

Gdyby jednak chcia¢ wyobrazaé¢ sobie delte jako funkcje, to nalezatoby stwierdzi¢, ze musi ona
znika¢ wszedzie poza zerem, gdyz w przeciwnym razie catka z funkcja probna zawierataby wktady
spoza zera, wbhrew definicji. Z kolei podstawiajac w definicji funkcje probna f(z) = 1 otrzymu-

jemy:
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czyli pole pod wykresem delty jest rowne jednosci. Oznacza to, ze jej warto$é w zerze musi by¢
nieskoniczona.

Delte mozna sobie zatem wyobraza¢ jako bardzo waska i wypikowana w zerze funkcje. W istocie,
mozna jg modelowaé¢ takimi funkcjami. Catkujac je z funkcja probna, a nastepnie przechodzac
do granicy zerowej szerokosci i nieskoriczonej wysokosci przy zachowanym jednostkowym polu
otrzymuje sie doktadny wynik. Najprostszym takim modelem jest funkcja

() = {l/a —a/2 <z <a/2

0 w pozostatych punktach
Istotnie, oznaczajac przez F'(z) funkcje pierwotna funkcji probnej dostajemy:
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Wyprowadzmy teraz z definicji kilka podstawowych wtasnosci delty Diraca. Sprzezenie delty jest
réwne jej samej:
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co zapisujemy skrotowo jako:

6(z)" = d(x)

W analogii do zwyklych funkcji mozna zatem powiedzieé, ze delta jest rzeczywista.



Delta jest parzysta:

co pokazujemy wprowadzajac zmienng 2’ = —zx.
Wzér na delte przeskalowana:
d(ax) = =d(x) a>0
a

otrzymujemy wprowadzajac zmienng =’ = az.

Wz6r na delte przesunieta:
[ dadl — ao)s(a) = f(an)

otrzymujemy wprowadzajac zmienng ' = x — x.

Rozwazmy teraz kilka przyktadéw. Catkujac przez czesci obliczamy pochodna delty:
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Wprost z definicji otrzymujemy:
zd(z) =0 xd' (z) = —6(z)
Policzmy pochodna funkeji |z|:
|z|" = sgn(z)

gdzie
-1 z<0
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sgn’(z) = 26(x)

Wida¢, ze w sensie dystrybucji istnieja pochodne funkcji nierézniczkowalnych, a nawet niecia-
gltych. W punktach nieosobliwych nie réznia sie one od zwyktych pochodnych, w zatamaniach
pojawia sie sgn(z), a w nieciagtosciach §(z).

7 kolei:

Policzmy teraz transformate Fouriera i transformate odwrotna delty. Wprost z definicji otrzy-
mujemy:
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Jako ze transformata odwrotna transformaty i transformata transformaty odwrotnej jest réwna
funkcji wyjsiowej, wiec wykonujac te operacje odpowiednio dla lewego i prawego przypadku

dostajemy:
— 1 ikx _ 1 —ikx
o(z) = 5 /dkze o(k) = oy /dme

Te dwa réwnowazne wzory stanowia tzw. fourierowskie przedstawienie delty, przydatne np. do
wyprowadzenia tozsamosci Parsevala.



