
Rozwi ↪azania zadań domowych z serii I

1. Tenisísci

Ojciec, pragn ↪ac zmobilizować syna do doskonalenia techniki gry w tenisa,
obiecuje mu nagrod ↪e, jeśli ten wygra co najmniej dwa mecze z rz ↪edu z oj-
cem i mistrzem klubu wg. jednego ze schematów: albo ojciec-mistrz klubu-
ojciec albo mistrz klubu-ojciec-mistrz klubu. Jak ↪a kolejność meczów po-
winien wybrać syn, jeśli prawdopodobieństwo zwyci ↪estwa w pojedynku z
ojcem wynosi po = 0.8; a z mistrzem pm = 0.4?

Rozw.

W pierwszym schemacie (omo) prawdopodobieństwo przynajmniej dwóch
wygranych pod rz ↪ad wynosi p1 = popmpo + (1− po)pmpo + +popm(1− po)
(odpowiednio: trzy wygrane, przegrana i dwie wygrane oraz dwie wygrane
i przegrana). Po zsumowaniu

p1 = pmpo(2 − po)

W schemacie (mom) analogiczne prawdopodobieństwo wynosi:

p2 = pmpo(2 − pm)

ale pm < po a zatem p2 > p1, trzeba wi ↪ec wybrać schemat mistrz-ojciec-
mistrz.

2. Pude�lko Bertranda

W pude�lku s ↪a trzy szufladki, jedna z nich zawiera dwie z�lote monety,
druga - dwie srebrne, a trzecia - jedn ↪a z�lot ↪a i jedn ↪a srebrn ↪a. Wybieramy
przypadkowo jedn ↪a z monet z jednej z szufladek. Za�lóżmy, że wybrana
moneta okaza�la si ↪e z�lot ↪a. Jakie jest prawdopodobieństwo, że druga moneta
z tej samej szufladki jest z�lota?

Rozw.

P (obie z�lote / pierwsza z�lota) =
P (obie z�lote)

P (pierwsza z�lota)
=

1
3
1
2

=
2
3

3. Potrójny pojedynek

Trzej rewolwerowcy A, B, C spotykaj ↪a si ↪e na potrójnym pojedynku. Wia-
domo, że prawdopodobieństwo, że A trafi do celu wynosi pA = 0.3; C trafia
do celu z prawdopodobieństwem pC = 0.5 a B zawsze trafia. Rewolwe-
rowcy po kolei oddaj ↪a po jednym strzale: najpierw A, potem B a nast ↪epnie
C, potem znowu A itd. dopóki nie zostanie jeden. Jak ↪a strategi ↪e powinien
przyj ↪ać A, żeby mieć jak najwi ↪eksze szanse wygranej?

Rozw.



Powinien strzelić w gór ↪e, tj. specjalnie spud�lować. Wtedy w nast ↪epnej
rundzie B zabija C (jako bardziej groźnego), a potem A b ↪edzie strzela�l
w B i zabije go (i wygra) z prawdopodobieństwem 0.3. Jak �latwo si ↪e
przekonać, inne sposoby post ↪epowania daj ↪a zdecydowanie mniejsze praw-
dopodobieństwa przeżycia.

4. (*) Diagnoza

Opracowano test wykrywaj ↪acy pewn ↪a bakteri ↪e, która wyst ↪epuje średnio u
co tysi ↪ecznego badanego. Test nie jest doskona�ly i w 5% przypadków daje
wynik pozytywny u ludzi, którzy nie s ↪a nosicielami tej bakterii. Jednakże
w przypadku nosicieli jest nieomylny - wykrywa bakteri ↪e ze 100% sku-
teczności ↪a. Jakie jest prawdopodobieństwo, że osoba, w przypadku której
test da�l wynik pozytywny, rzeczywíscie jest nosicielem bakterii?

Rozw.

P (nosiciel / +) =
P (nosiciel ∩ +)

P (+)

ale
P (+) = P (nosiciel) + 0.05(1 − P (nosiciel)) =

5095
105

oraz
P (nosiciel ∩ +) = P (nosiciel) =

1
1000

czyli

P (nosiciel / +) =
100
5095

≈ 2%

Niektórzy z Państwa komentowali, że test jest kiepski. To nie do końca tak
- wi ↪ekszość testów tego typu ma podobne charakterystyki. Np. popularny
test ELISA (enzyme linked immunosorbent assay) na obecność wirusa HIV
polega na obserwacji wskaźnika absorbcji (tzw. MAR - mean absorbance
ratio) przeciwcia�l wirusa HIV. Niestety, niektóre inne, podobne, przeciw-
cia�la obecne we krwi (np. z grupy HLA) też powoduj ↪a wzrost MAR,
a zatem ludzie zdrowi mog ↪a mieć podwyższony wskaźnik MAR. Z kolei
niektórzy chorzy maj ↪a bardzo s�laby system odpornościowy, który produ-
kuje ma�lo przeciwcia�l, co daje stosunkowo niski MAR. Poniższa tabela
przedstawia wyniki szczegó�lowych badań:



poziom MAR Zdrowi Chorzy
< 2 202 0
2 − 3 73 2
3 − 4 15 7
4 − 5 3 7
5 − 6 2 15
6 − 12 2 36
> 12 0 21

297 88

Rzecz jasna, trzeba jakoś określić, kiedy b ↪edziemy mówili, że test daje
wynik pozytywny, a kiedy - negatywny. Jak widać nie ma rozwi ↪azania
idealnego: zbyt wysokie obci ↪ecie zwi ↪eksza liczb ↪e zdrowych testuj ↪acych
pozytywnie, a zbyt niskie - powoduje, że cz ↪eść chorych uzyska wynik
negatywny. Zwykle przyjmuje si ↪e wartość progow ↪a MAR=3, co jednak
oznacza, że mamy oko�lo 7% wyników pozytywnych u ludzi, którzy nie s ↪a
nosicielami i 2% wyników negatywnych u nosicieli. Warto to skonfron-
tować z danymi nt. liczby przypadków HIV (2003):

HIV Populacja Pr(HIV)) Pr(HIV/+)
USA 950 tys. 295mln 0.032 0.316
Wielka Brytania 51 tys. 60.4 mln 0.0084 0.10
Polska 14tys 38.6mln 0.0036 0.05

Obliczaj ↪ac prawdopodobiństwo bycia zarazażonym HIV w powyższej ta-
belce, przyj ↪eto że - jak szacuj ↪a lekarze - zarażonych jest ok. 10 razy wi ↪ecej
niż oficjalnie zarejestrowanych przypadków HIV. A zatem, jeśli np. w Pol-
sce otrzymamy pozytywny wynik testu ELISA, to prawdopodobieństwo,
że jesteśmy nosicielami wynosi zaledwie 5%. To argument przeciw maso-
wym testom na AIDS (a pomys�ly takie by�ly, np., stan Illinois wprowa-
dzi�l w 1988 obowi ↪azkowy test przed wst ↪apieniem w zwi ↪azek ma�lżeński).
Podobne problemy wyst ↪epuj ↪a np. przy używaniu detektora k�lamstw do
testowania wypowiedzi ludzi, którzy w przeważaj ↪acej wi:ekszości mówi ↪a
prawd ↪e: znaczne wi ↪eksze jest prawdopodobieństwo tego, że detektor si ↪e
pomyli�l niż tego, że faktycznie z�lapalísmy mówi ↪acego na k�lamstwie...
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