Rozwiazania zadan domowych z serii 1

1. Tenisisci

Ojciec, pragnac zmobilizowa¢ syna do doskonalenia techniki gry w tenisa,
obiecuje mu nagrode, jesli ten wygra co najmniej dwa mecze z rzedu z 0j-
cem i mistrzem klubu wg. jednego ze schematéw: albo ojciec-mistrz klubu-
ojciec albo mistrz klubu-ojciec-mistrz klubu. Jaka kolejnos¢ meczéw po-
winien wybra¢ syn, jesli prawdopodobienstwo zwyciestwa w pojedynku z
ojcem wynosi p, = 0.8; a z mistrzem p,, = 0.47

Rozw.

W pierwszym schemacie (omo) prawdopodobieristwo przynajmniej dwéch

wygranych pod rzad wynosi p1 = popmpo + (1 - po)pmpo + +popm(1 - po)
(odpowiednio: trzy wygrane, przegrana i dwie wygrane oraz dwie wygrane
i przegrana). Po zsumowaniu

P1 = PmPo(2 — Do)

W schemacie (mom) analogiczne prawdopodobienistwo wynosi:

D2 = DPmPo(2 — Pm)

ale p,, < p, a zatem ps > pp, trzeba wiec wybraé schemat mistrz-ojciec-
mistrz.

2. Pudelko Bertranda

W pudetku sa trzy szufladki, jedna z nich zawiera dwie zlote monety,
druga - dwie srebrne, a trzecia - jedna zlota i jedna srebrna. Wybieramy
przypadkowo jedna z monet z jednej z szufladek. Zalézmy, ze wybrana
moneta okazala sie zlota. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze druga moneta
z tej samej szufladki jest zlota?

Rozw.

P(obie zlote)
P(pierwsza zlota)

P(obie zlote / pierwsza zlota) =
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3. Potrdjny pojedynek

Trzej rewolwerowcy A, B, C spotykaja sie na potréjnym pojedynku. Wia-
domo, ze prawdopodobieristwo, ze A trafi do celu wynosi p4 = 0.3; C trafia
do celu z prawdopodobienstwem pc = 0.5 a B zawsze trafia. Rewolwe-
rowcy po kolei oddaja po jednym strzale: najpierw A, potem B a nastepnie
C, potem znowu A itd. dopdki nie zostanie jeden. Jaka strategie powinien
przyjaé¢ A, zeby mieé jak najwieksze szanse wygranej?

Rozw.



Powinien strzeli¢ w gore, tj. specjalnie spudlowa¢. Wtedy w nastepnej
rundzie B zabija C (jako bardziej groznego), a potem A bedzie strzelal
w B i zabije go (i wygra) z prawdopodobieristwem 0.3. Jak latwo sie
przekona¢, inne sposoby postepowania daja zdecydowanie mniejsze praw-
dopodobienstwa przezycia.

. (*) Diagnoza

Opracowano test wykrywajacy pewna bakterie, ktora wystepuje srednio u
co tysiecznego badanego. Test nie jest doskonaty i w 5% przypadkéw daje
wynik pozytywny u ludzi, ktérzy nie sa nosicielami tej bakterii. Jednakze
w przypadku nosicieli jest nieomylny - wykrywa bakterie ze 100% sku-
tecznodcia. Jakie jest prawdopodobienistwo, ze osoba, w przypadku ktérej
test dal wynik pozytywny, rzeczywiscie jest nosicielem bakterii?

Rozw.
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Niektérzy z Panstwa komentowali, ze test jest kiepski. To nie do konica tak
- wiekszo$¢ testéw tego typu ma podobne charakterystyki. Np. popularny
test ELISA (enzyme linked immunosorbent assay) na obecno$é wirusa HIV
polega na obserwacji wskaZnika absorbcji (tzw. MAR - mean absorbance
ratio) przeciwciat wirusa HIV. Niestety, niektére inne, podobne, przeciw-
ciala obecne we krwi (np. z grupy HLA) tez powoduja wzrost MAR,
a zatem ludzie zdrowi moga mie¢ podwyzszony wskaznik MAR. Z kolei
niektérzy chorzy maja bardzo staby system odpornosciowy, ktéry produ-
kuje malo przeciwcial, co daje stosunkowo niski MAR. Ponizsza tabela
przedstawia wyniki szczegdtowych badan:



poziom MAR Zdrowi Chorzy

<2 202 0
2-3 73 2
3—-4 15 7
4-5 3 7
5—6 2 15
6—12 2 36
> 12 0 21

297 88

Rzecz jasna, trzeba jakos okresli¢, kiedy bedziemy mowili, ze test daje
wynik pozytywny, a kiedy - negatywny. Jak widaé¢ nie ma rozwiazania
idealnego: zbyt wysokie obciecie zwieksza liczbe zdrowych testujacych
pozytywnie, a zbyt niskie - powoduje, ze czes¢ chorych uzyska wynik
negatywny. Zwykle przyjmuje si¢ wartos¢ progowa MAR=3, co jednak
oznacza, ze mamy okoto 7% wynikéw pozytywnych u ludzi, ktérzy nie sa
nosicielami i 2% wynikéw negatywnych u nosicieli. Warto to skonfron-
towaé z danymi nt. liczby przypadkéw HIV (2003):

HIV Populacja Pr(HIV)) Pr(HIV/4)

USA 950 tys. 295mln 0.032 0.316
Wielka Brytania 51 tys. 60.4 mln 0.0084 0.10
Polska 14tys 38.6mln 0.0036 0.05

Obliczajac prawdopodobinstwo bycia zarazazonym HIV w powyzszej ta-
belce, przyjeto ze - jak szacuja lekarze - zarazonych jest ok. 10 razy wiecej
niz oficjalnie zarejestrowanych przypadkéw HIV. A zatem, jesli np. w Pol-
sce otrzymamy pozytywny wynik testu ELISA, to prawdopodobienistwo,
ze jesteSmy nosicielami wynosi zaledwie 5%. To argument przeciw maso-
wym testom na AIDS (a pomysty takie byly, np., stan Illinois wprowa-
dzit w 1988 obowiazkowy test przed wstapieniem w zwiazek malzeriski).
Podobne problemy wystepuja np. przy uzywaniu detektora ktamstw do
testowania wypowiedzi ludzi, ktérzy w przewazajacej wi:ekszosci méwia
prawde: znaczne wieksze jest prawdopodobienstwo tego, ze detektor sie
pomylil niz tego, ze faktycznie ztapaliémy moéwiacego na klamstwie...
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