
Fizyka statystyczna

Odpowiedzi do serii zada« nr 4

zadanie 1

Niech n+ b¦dzie liczb¡ spinów o energii ε, natomiast przez n− oznaczymy liczb¡ spinów o energii −ε.
Energia ukªadu jest równa: E = (n+ − n−)ε. Pytanie brzmi: na ile sposobów (Ω) mo»emy zrealizowa¢
taki makrostan o energii E? Jako »e cz¡stki s¡ nierozró»nialne to Ω jest równa po prostu liczbie ró»nych
kon�guracji n+, n−, które daj¡ energi¦ E. Napiszmy, »e E = cε i przyjmijmy, »e c ≥ 0. Zauwa»ymy
nast¦pnie, »e ilo±¢ stanów realizuj¡cych energi¦ ujemn¡ E jest równa (z symetrii) ilo±ci stanów dla energii
|E| � wystarczy wi¦c rozwa»y¢ przypadek c ≥ 0.

Odpowiednie stany mo»emy uszeregowa¢ nast¦puj¡co (u»ywaj¡c zapisu (n+, n−)): (c, 0), (c+1, 1), ..., (c+
k, k), gdzie k speªnia warunek [c+2k] = N , [x] to caªkowita cz¦±¢ x, a N to liczba spinów. Licz¡c te stany
otrzymujemy wynik:

Ω =
[
N − c

2

]
+ 1. (1)

St¡d mamy entropi¦ ukªadu:

S = k ln
([

N − c

2

]
+ 1

)
, (2)

a skoro E = 0, to c = 0 i:

S(E = 0) = k ln
([

N

2

]
+ 1

)
∼= k ln

([
N

2

])
. (3)

zadanie 2

Oznaczymy przez n+ liczb¦ odcinków ªa«cucha DNA, które s¡ skierowane na prawo oraz przez n−
liczb¦ odcinków skierowanych na lewo. Przy tym o± �x� jest skierowana standardowo na prawo. Je±li
N jest liczb¡ odcinków tworz¡cych ªa«cuch, wielko±¢ a oznacza dªugo±¢ pojedynczego odcinka, a X jest
poªo»eniem ruchomego ko«ca ªa«cucha (gdy drugi koniec jest zamocowany w x = 0) to mo»emy napisa¢
równania:

n+ − n− =
X

a
, (4)

n+ + n− = N. (5)

Dla danego X liczba stanów jest równa liczbie wyborów n+ odcinków spo±ród wszystkich N , pami¦taj¡c
jednak, »e energia zale»y tylko od |X|, czyli nie zale»y od znaku X, mno»ymy ten wynik przez dwa, aby
uwzgl¦dni¢ drug¡ poªow¦ stanów. Mamy wi¦c wynik:

S(E) = k ln
(

2
N !

n+!n−!

)
, (6)

gdzie:

n+ =
X

2a
+

N

2
, (7)

n− =
N

2
− X

2a
. (8)

Wprowad¹my oznaczenie x = |X|
Na , wówczas entropia po zastosowaniu przybli»enia Stirlinga przyjmie

posta¢:

S = −Nk

(
1 + x

2
ln

1 + x

2
+

1− x

2
ln

1− x

2

)
. (9)

Temperatura jest równa:

T =
[
∂S

∂x

∂x

∂E

]−1

=
Fa

k

(
1
2

ln
[
1 + x

1− x

])−1

, (10)

gdzie F jest siª¡ rozci¡gaj¡c¡ ªa«cuch. Po rozwi¡zaniu tego równania ze wzgl¦du na x otrzymamy wzór:

|X| = Na tanh
(

Na

kT

)
. (11)
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zadanie 3

Niech n+ b¦dzie liczb¡ spinów o energii ε, natomiast przez n− oznaczymy liczb¡ spinów o energii −ε.
Energia ukªadu jest równa: E = (n+ − n−)ε. Pierwsze pytanie brzmi: na ile sposobów (Ω) mo»emy
zrealizowa¢ taki makrostan o energii E? Liczba sposobów jest równa liczbie mo»liwych wyborów n+

spinów spo±ród wszystkich N . Zatem entropia jest równa:

S(E) = k ln
(

N !
n+!n−!

)
. (12)

Po wykorzystaniu wzoru Stirlinga (lnn! ∼= n lnn− n) otrzymujemy:

S(E) = k (N lnN − n+ lnn+ + n− lnn−) . (13)

Temperatura natomiast jest równa:

T =
[

k

2ε
ln

(
1−N/Eε

1 + N/Eε

)]−1

. (14)

zadanie 4

Zacznijmy od obliczenia prawdopodobie«stwa wygranej gracza A (czyli tego który czeka na seri¦ OOR).
W tym celu zauwa»my, »e gracz A wygra wtedy i tylko wtedy, je±li w dwóch pierwszych rzutach wypadn¡
dwa orªy. Inna sytuacja zawsze doprowadzi do wygranej gracza B. Zatem: P (A) = 1/4.

Obliczmy teraz ±redni czas oczekiwania na seri¦ OOR (niezale»nie od gry). Przyjmijmy oznaczenia:
t(R) � oczekiwania na seri¦, je±li mamy ju» orªa i podobnie z t(O) i t(OO). Mo»emy teraz napisa¢ równania
ª¡cz¡ce te trzy czasy, mianowicie:

t(R) = 1/2 (1 + t(O)) + 1/2 (1 + t(R)) , (15)

t(O) = 1/2 (1 + t(OO)) + 1/2 (1 + t(R)) , (16)

t(OO) = 1/2 · 1 + 1/2 (1 + t(OO)) . (17)

Przykªadowo, pierwszy nawias w równaniu (15) zawiera liczb¦ 1, gdy» losuj¡c wykonujemy jeden ruch oraz
t(O), gdy» je±li wylosujemy orªa to szanse wygranej gracza A wygl¡daj¡ dokªadnie tak, jakgdyby±my mieli
jednego orªa. Przed nawiasem stoi czynnik 1/2, gdy» z takim prawdopodobie«stwem wylosujemy orªa.
Rozwi¡zuj¡c ukªad tych równa« otrzymujemy liczby: t(R) = 8, t(O) = 6 oraz t(OO) = 2. Zauwa»my
teraz, »e czas oczekiwania na seri¦ OOR speªnia równanie:

tA = 1/2 (1 + t(O)) + 1/2 (1 + t(R)) = 8. (18)

Równanie to otrzymujemy �startuj¡c� w chwili, gdy nie wykonali±my jeszcze »adnego rzutu.
W podobny sposób konstruujemy równania na kolejne szukany czasy. Zaczynaj¡c od czasu dla serii

ROO:
t(O) = 1/2 (1 + t(O)) + 1/2 (1 + t(R)) , (19)

t(R) = 1/2 (1 + t(R)) + 1/2 (1 + t(RO)) , (20)

t(RO) = 1/2 · 1 + 1/2 (1 + t(R)) . (21)

oraz równanie na szukany czas tB :

tB = 1/2 (1 + t(O)) + 1/2 (1 + t(R)) . (22)

Po rozwi¡zaniu dostajemy ponownie: tB = 8, pomimo »e prawdopodobie«stwo wygranej gracza B jest
wi¦ksze ni» P (A).

Odpowiednie równania na czas trwania gry maj¡ posta¢:

t(O) = 1/2 (1 + t(OO)) + 1/2 (1 + t(R)) , (23)

t(R) = 1/2 (1 + t(R)) + 1/2 (1 + t(RO)) , (24)

t(RO) = 1/2 · 1 + 1/2 (1 + t(R)) . (25)

t(OO) = 1/2 · 1 + 1/2 (1 + t(OO)) . (26)

oraz równanie na szukany czas tgry:

tgry = 1/2 (1 + t(O)) + 1/2 (1 + t(R)) =
13
2

. (27)
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