Fizyka statystyczna
Odpowiedzi do serii zadan nr 4

zadanie 1

Niech ny bedzie liczba spinéw o energii €, natomiast przez n_ oznaczymy liczba spinéw o energii —e.
Energia uktadu jest rowna: E = (ny — n_)e. Pytanie brzmi: na ile sposobow () mozemy zrealizowaé
taki makrostan o energii £7 Jako ze czastki sa nierozréznialne to €2 jest réwna po prostu liczbie réznych
konfiguracji n4,n_, ktére daja energie F. Napiszmy, ze E = ce i przyjmijmy, ze ¢ > 0. Zauwazymy
nastepnie, ze ilo$¢ stanéw realizujacych energie ujemna FE jest rowna (z symetrii) ilosci stanow dla energii
|E| — wystarczy wiec rozwazyé przypadek ¢ > 0.

Odpowiednie stany mozemy uszeregowa¢ nastepujaco (uzywajac zapisu (ny,n_)): (¢,0), (c+1,1), ..., (c+
k, k), gdzie k spelnia warunek [c+2k] = N, [z] to catkowita cze$¢ x, a N to liczba spinéw. Liczac te stany

otrzymujemy wynik:
N —
Q= [ 5 c} +1. (1)

Stad mamy entropie uktadu:

askoro E=0,toc=01i:

s-0-an([3] ) [2])

Oznaczymy przez ny liczbe odcinkéw tancucha DNA, ktore sa skierowane na prawo oraz przez n_
liczbe odcinkéw skierowanych na lewo. Przy tym o$ ,x“ jest skierowana standardowo na prawo. Jesli
N jest liczba odcinkéw tworzacych tancuch, wielko§é a oznacza dlugosé pojedynczego odcinka, a X jest
polozeniem ruchomego konca laricucha (gdy drugi koniec jest zamocowany w z = 0) to mozemy napisac
rOéwnania:

zadanie 2

X
a X 4
ny —n a’ ()
ny +n_ = N. (5)

Dla danego X liczba stanéw jest rowna liczbie wyboréw n odcinkéw sposrod wszystkich N, pamietajac
jednak, ze energia zalezy tylko od | X, czyli nie zalezy od znaku X, mnozymy ten wynik przez dwa, aby
uwzgledni¢ drugg polowe stanéw. Mamy wiec wynik:

N!
S(E)=kIn (2) , (6)
nyln_!
gdzie:
X N
=—+4+ = 7
ny 2 + 97 ( )
N X
=== —. 8
ST 9 T ®
Wprowadzmy oznaczenie z = %, wowczas entropia po zastosowaniu przyblizenia Stirlinga przyjmie
postac:
142, 142 1—z, 1—=x
=—-N 1 1 .
S k ( 5 n— + 5 In— ) (9)
Temperatura jest réwna:
89S 0z Fa (1, [14+z]\"
T=|—— =— =1 10
[axaE} k (2“{1:0}) ’ (10)
gdzie F jest sita rozciagajaca tancuch. Po rozwigzaniu tego réwnania ze wzgledu na x otrzymamy wzor:
Na
X| = Natanh [ — | . 11
X1 = Natonn (37 1)



zadanie 3

Niech n4 bedzie liczba spinéw o energii €, natomiast przez n_ oznaczymy liczba spindw o energii —e.
Energia ukladu jest rowna: F = (ny — n_)e. Pierwsze pytanie brzmi: na ile sposobéw () mozemy
zrealizowaé taki makrostan o energii E7 Liczba sposobéw jest réwna liczbie mozliwych wyboréw n.
spinéw sposrod wszystkich N. Zatem entropia jest réwna:

S(E) = kIn <n+]:;'_,> . (12)

Po wykorzystaniu wzoru Stirlinga (Inn! & nlnn — n) otrzymujemy:

S(E)=k(NInN —nylnny+n_Ilnn_). (13)

Temperatura natomiast jest rowna:

zadanie 4

Zacznijmy od obliczenia prawdopodobienistwa wygranej gracza A (czyli tego ktory czeka na serie OOR).
W tym celu zauwazmy, ze gracz A wygra wtedy i tylko wtedy, jesli w dwoch pierwszych rzutach wypadna
dwa orly. Inna sytuacja zawsze doprowadzi do wygranej gracza B. Zatem: P(A) =1/4.

Obliczmy teraz sredni czas oczekiwania na serie OOR (niezaleznie od gry). Przyjmijmy oznaczenia:
t(R) — oczekiwania na serie, jesli mamy juz orta i podobnie z t(0) 1 t(OO). Mozemy teraz napisa¢ réwnania
taczace te trzy czasy, mianowicie:

tH(R) = 1/2(1+ t(0)) + 1/2 (1 + t(R)), (15)
£(0) = 1/2 (1 + t(00)) + 1/2 (1 + t(R)), (16)
H00) =1/2-1+1/2(1+t(00)). (17)

Przykladowo, pierwszy nawias w rownaniu (15) zawiera liczbe 1, gdyz losujac wykonujemy jeden ruch oraz
t(0), gdyz jesli wylosujemy orta to szanse wygranej gracza A wygladaja dokladnie tak, jakgdyby$my mieli
jednego orla. Przed nawiasem stoi czynnik 1/2, gdyz z takim prawdopodobieristwem wylosujemy orta.
Rozwiazujac uklad tych réwnan otrzymujemy liczby: ¢(R) = 8, t(O) = 6 oraz t(O0O) = 2. Zauwazmy
teraz, ze czas oczekiwania na serie OOR spelnia réwnanie:

ta=1/2(1+40))+1/2(1+tR)) =8. (18)

Roéwnanie to otrzymujemy ,startujac“ w chwili, gdy nie wykonaliSmy jeszcze zadnego rzutu.
W podobny sposéb konstruujemy réwnania na kolejne szukany czasy. Zaczynajac od czasu dla serii

ROO:

H0) =1/2(1+t(0)) +1/2(1 + t(R)) , (19)
#(R) =1/2(1 +t(R)) + 1/2 (1 + t(RO)), (20)
H(RO) = 1/2-1+1/2 (1 + t(R)). (21)

oraz rOwnanie na szukany czas tg:
tg =1/2(1+t(0))+1/2(1+t(R)). (22)
Po rozwiazaniu dostajemy ponownie: ¢t = 8, pomimo ze prawdopodobieistwo wygranej gracza B jest

wieksze niz P(A).
Odpowiednie réwnania na czas trwania gry maja postac:

#(0) = 1/2(1 + H(00)) + 1/2 (1 + t(R)), (23)
t(R) =1/2(1 + t(R)) + 1/2 (1 + t(RO)), (24)
H(RO) =1/2-1+1/2 (1 +t(R)). (25)
H00) =1/2-1+1/2 (1 +t(00)). (26)
oraz réwnanie na szukany czas tg.,:
fyry = 1/2(1+1(0)) +1/2 (1 + 4(R)) = . (27)



