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Zadania domowe, seria 8 � rozwi¡zania

zadanie 1
(a) Lewa strona równo±ci ma posta¢: σ2

N = 〈N2〉 − 〈N〉2, natomiast prawa (P): P = kT
(

∂〈N〉
∂µ

)
T,V

.

�rednie N jest równe: 〈N〉 = z∂z ln Ξ, gdzie Ξ jest wielk¡ sum¡ statystyczn¡, a z = exp(βµ).
Wielka suma statystyczna jest równa: Ξ =

∑
N zNZ(T, N, V ), gdzie Z jest kanoniczn¡ sum¡

statystyczn¡. Wystarczy teraz wykona¢ ró»niczkowanie 〈N〉 i zauwa»y¢, »e wynik jest równy
szukanemu σ2

N .
(b) W tym podpunkcie przyjmiemy oznaczenie: N = 〈N〉. Aby otrzyma¢ nasze równanie

skorzystamy z wyniku podpunktu (a), tzn. b¦dziemy przeksztaªca¢ pochodn¡
(

∂N
∂µ

)
T,V

, a»

otrzymamy odpowiedni zwi¡zek. Skorzystajmy najpierw z równania:(
∂N

∂µ

)
T,V

= −
(

∂N

∂V

)
T,µ

(
∂V

∂µ

)
T,N

, (1)

które otrzymujemy korzystaj¡c z faktu, i» je±li trzy zmienne s¡ powi¡zane pewn¡ zale»no±ci¡
typu: F (x, y, z) = 0, tak »e jedn¡ z nich mo»na traktowa¢ jako funkcj¦ dwóch pozostaªych, to
zachodzi równo±¢: (

∂x

∂y

)
z

(
∂y

∂z

)
x

(
∂z

∂x

)
y

= −1. (2)

Korzystaj¡c raz jeszcze z powy»szej równo±ci dostajemy:(
∂p

∂N

)
T,V

= −
(

∂p

∂V

)
T,N

(
∂V

∂N

)
T,p

. (3)

Z równo±ci Maxwella: (
∂µ

∂V

)
T,N

= −
(

∂p

∂N

)
T,V

. (4)

Dodatkowo wiemy jeszcze, »e: (
∂N

∂V

)
T,p

=
N

V
, (5)

poniewa» liczba cz¡stek jest równa iloczynowi koncentracji przez obj¦to±¢. �¡cz¡c odpowiednio
powy»sze równania otrzymujemy nasz¡ to»samo±¢.
(c) Korzystaj¡c z wyniku (b) oraz z równania stanu gazu doskonaªego w przypadku wielkiego
rozkªadu kanonicznego (pV = k 〈N〉T ) otrzymujemy:

σ2
N = 〈N〉 . (6)

zadanie 2
Prawdopodobie«stwo znalezienie n cz¡stek w rozwa»anej obj¦to±ci jest równe:

P (n) = Ξ−1znZn = Ξ−1zn Zn
1

n!
, (7)

gdzie Ξ jest wielk¡ sum¡ statystyczn¡, z = eβµ, Z jest kanoniczn¡ sum¡ statystyczn¡, natomiast
Z1 jest kanoniczn¡ sum¡ statystyczn¡ dla jednej cz¡stki gazu. Ostatnia równo±¢ zachodzi ze
wzgl¦du na fakt, »e cz¡stki nieoddziaªuj¡ i s¡ nierozró»nialne.
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Obliczmy teraz ±redni¡ liczb¦ cz¡stek 〈n〉. Jak wiemy: 〈n〉 = z∂z ln Ξ. Wielka suma jest natomiast
równa: Ξ =

∑∞
n=0 zn Zn

1

n!
= ezZ1 , zatem: 〈n〉 = zZ1. Skoro tak, to szukane prawdopodobie«stwo jest

równe wªa±nie:

P (n) =
e−〈n〉 〈n〉n

n!
. (8)

zadanie 3
(a) Obliczmy najpierw wielk¡ sum¦ statystyczn¡:

Ξ =
∞∑

n=0

zn Zn
1

n!
= ezZ1 , (9)

gdzie oznaczenia s¡ takie jak w zadaniu 2. Teraz wielki potencjaª termodynamiczny:
Ω = −kT ln Ξ = −kTzZ1. Kanoniczna suma statystyczna dla pojedynczej cz¡stki gazu jest równa:

Z1 =
∑

δε=−ε,ε

∫
d3p d3q exp

(
−β

~p 2

2m
− βδε

)
= V (2mπkT )3/2 2 cosh(ε/kT ). (10)

Dostajemy wzór:

S(T, µ, V ) = −
(

∂Ω

∂T

)
V, µ

= ∂T (kTzZ1)V, µ = zZ1

(
5

2
k − µ

T
− ε

kT
tanh

ε

kT

)
. (11)

(b) Szukaj¡c potencjaªu chemicznego (µ), skorzystamy ze wzoru: Ω = −pV , w taki sposób, »e
podstawimy wielki potencjaª obliczony w podpunkcie (a), a nast¦pnie rozwi¡»emy powstaªe
równanie ze wzgl¦du na µ. Otrzymujemy: kTzZ1 = pV , czyli

kTeβµV (2mπkT )3/2 2 cosh(ε/kT ) = pV. (12)

Zatem ostatecznie:

µ = kT ln

(
p

kT

(2mπkT )−3/2

2 cosh(ε/kT )

)
. (13)

zadanie 4∗

Rozwi¡»emy zadanie przy u»yciu rozkªadu kanonicznego. Suma statystyczna zwi¡zana z
defektami krysztaªu ma posta¢:

Z =
∑

n

N !

n!(N − n)!

N̄ !

n!(N̄ − n)!
e−βεn. (14)

Wyst¦puj¡cy w powy»szej sumie czynnik kombinatoryczny jest równe liczbie stanów ukªadu
realizuj¡cych energi¦ εn. Czynnik ten mo»emy wyprowadzi¢, losuj¡c najpierw atomy, które
zmieni¡ poªo»enie, a nast¦pnie poªo»enia mi¦dzyw¦zªowe, które zajm¡ te atomy. Czynnik
wykªadniczy szybko maleje z n, natomiast czynniki kombinatoryczne maj¡ maksimum dla n ∼= N

2
.

W sumie taka funkcja f(n) pod sum¡ ma dosy¢ ostre maksimum dla pewnek warto±ci n. Mo»emy
wi¦c przybli»y¢ szukane ±rednie n przez najbardziej prawdopodobn¡ warto±¢ n, czyli takie n, dla
którego pochodna wyra»enia pod sum¡ znika. Najpierw skorzystamy z przybli»enie Stirlinga, aby
zamiast silni mie¢ wyra»enia, które mo»na ró»niczkowa¢. Otrzymujemy:

ln f(n) ∼= N ln N + N̄ ln N̄ − 2n ln n− (N − n) ln (N − n)− (N̄ − n) ln (N̄ − n)− ε

kT
. (15)
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Zamiast szukaja¢ maksimum funkcji f(n), mo»emy znale¹¢ maksimum ln f(n). Otrzymujemy
równanie:

∂n ln f(n) = −2 ln n + ln (N − n) + ln (N̄ − n)− ε

kT
= 0, (16)

a st¡d:
n2

(N − n)(N̄ − n)
= e−βε. (17)

Skoro teraz n jest maªe w porównaniu do N i N̄ , to mo»emy równie» napisa¢:

n =
√

NN̄e−β/2ε. (18)

Jacek Zatorski
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