Fizyka statystyczna
IV rok
Zadania domowe, seria 8 — rozwigzania

zadanie 1

(a) Lewa strona réwnosci ma postac: 02, = (N2) — (N)?, natomiast prawa (P): P = kT (%ﬁ”) :
TV

Srednie N jest rowne: (N) = 20, InZ, gdzie = jest wielkg sumg statystyczna, a z = exp(Bu).
Wielka suma statystyczna jest rowna: Z =Y 2N Z(T, N, V), gdzie Z jest kanoniczna suma
statystyczna. Wystarczy teraz wykonaé¢ rozniczkowanie (N) i zauwazy¢, ze wynik jest rowny
szukanemu o3

(b) W tym podpunkcie przyjmiemy oznaczenie: N = (N). Aby otrzymaé nasze rownanie

skorzystamy z wyniku podpunktu (a), tzn. bedziemy przeksztalca¢ pochodna (%) az

7
TV
otrzymamy odpowiedni zwiazek. Skorzystajmy najpierw z rownania:

()= (@), (50),.. ®

ktore otrzymujemy korzystajac z faktu, iz jesli trzy zmienne sg powigzane pewng zalezno$cig
typu: F'(z,y,z) =0, tak ze jedng z nich mozna traktowac jako funkcje dwoch pozostatych, to

zachodzi ré6wnosé: 3 5 5
T Yy AN
(ay)z (az)x<ax>y‘ : @

Korzystajac raz jeszcze z powyzszej rownosci dostajemy:

(@), = (@), (o), ”
(@)=~ (ax),., ®

),

poniewaz liczba czastek jest réwna iloczynowi koncentracji przez objetosé. Laczac odpowiednio
powyzsze réwnania otrzymujemy nasza tozsamosc.

(c) Korzystajac z wyniku (b) oraz z rownania stanu gazu doskonatego w przypadku wielkiego
rozktadu kanonicznego (pV =k (N)T) otrzymujemy:

oy = (N). (6)

Z rownosci Maxwella:

Dodatkowo wiemy jeszcze, ze:

zadanie 2
Prawdopodobienistwo znalezienie n czastek w rozwazanej objetosci jest rowne:

Zn
P(n)=2"12"zn = =712

gdzie = jest wielkg sumga statystyczna, z = e’#, Z jest kanoniczng suma statystyczna, natomiast
Z; jest kanoniczng suma statystyczng dla jednej czastki gazu. Ostatnia rownosé zachodzi ze
wzgledu na fakt, ze czastki nieoddziatujg i sg nierozroznialne.



Obliczmy teraz $rednia liczbe czastek (n). Jak wiemy: (n) = 20, In =. Wielka suma jest natomiast

rowna: 2 =13 >z

rowne wlasnie:

iT,L = e*21 zatem: (n) = 2Z;. Skoro tak, to szukane prawdopodobieristwo jest

Pn) = ———. (8)

zadanie 3
(a) Obliczmy najpierw wielka sume statystyczna:

== 22— =", (9)

gdzie oznaczenia sg takie jak w zadaniu 2. Teraz wielki potencjal termodynamiczny:

Q) =—kTIn=Z = —kTzZ,. Kanoniczna suma statystyczna dla pojedynczej czastki gazu jest rownas:
Z /d3p d*qexp ( ﬁ— — 656) =V (2m7kT)*? 2 cosh(e/kT). (10)
de=—c,€

Dostajemy wzor:

o0 5
S(T,u,V)=— | = =0r (kTzZ =27 k————t nh — 11
(T, 1, V') <8T)vu r (kT2 1)14“ z 1( T % kT) (11)
(b) Szukajac potencjatu chemicznego (), skorzystamy ze wzoru: Q = —pV, w taki sposob, ze

podstawimy wielki potencjal obliczony w podpunkcie (a), a nastepnie rozwiazemy powstate
rownanie ze wzgledu na u. Otrzymujemy: k127, = pV, czyli

kTe®V (2mmkT)*? 2 cosh(e/kT) = pV. (12)
Zatem ostatecznie: 32
p (2mrkT)”
=kThh | ———— | . 1
a " (k:T 2 cosh(e/kT) (13)

zadanie 4*
Rozwiazemy zadanie przy uzyciu rozkladu kanonicznego. Suma statystyczna zwigzana z
defektami krysztatu ma postaé:

NI
7 = —Pen 14
Zn' N —n)Inl(N — n)!e (14)

Wystepujacy w powyzszej sumie czynnik kombinatoryczny jest réwne liczbie stanow uktadu
realizujacych energie en. Czynnik ten mozemy wyprowadzi¢, losujac najpierw atomy, ktore
zmienig polozenie, a nastepnie polozenia miedzyweztowe, ktore zajma te atomy. Czynnik
wyktadniczy szybko maleje z n, natomiast czynniki kombinatoryczne majg maksimum dla n = ];7
W sumie taka funkcja f(n) pod suma ma dosy¢ ostre maksimum dla pewnek wartosci n. Mozemy
wiec przyblizy¢ szukane Srednie n przez najbardziej prawdopodobng warto$¢ n, czyli takie n, dla
ktorego pochodna wyrazenia pod sumg znika. Najpierw skorzystamy z przyblizenie Stirlinga, aby
zamiast silni mie¢ wyrazenia, ktére mozna rézniczkowac¢. Otrzymujemy:

mfn)2NInN+NInN —2nlnn— (N —n)ln(N —n) — (N —n)In(N —n) — (15)

€
kKT



Zamiast szukaja¢ maksimum funkcji f(n), mozemy znalez¢ maksimum In f(n). Otrzymujemy

rownanie: ]

8nh1f(n):—21nn—|—1n(N—n)—|—ln(N—n)—ﬁ:O, (16)

a stad:
n? _ be
e R a7)

Skoro teraz n jest male w poréwnaniu do N i N, to mozemy réwniez napisac:

n =\ NNe P/ (18)
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