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Zad. 1

Czy podzbiór A :=
⋃∞
n=1

[
1
2n ,

1
2n−1

]
zbioru R z metryk¡ d(x, y) = |x− y| jest otwarty ? Czy A jest

zbiorem domkni¦tym?
Zad. 2

Jak wygl¡daj¡ otwarte, domkni¦te i spójne podzbiory N+ je±li metryka okre±lona jest wzorem
d(m,n) =

∣∣ 1
m −

1
n

∣∣. Czy metryka d0(m,n) = |m− n| okre±la te same podzbiory otwarte w N+ ?
Zad. 3

Rozwa»my metryk¦ �las� (�Manhattan�, �taxi�) na pªaszczy¹nie X = R2 : d(x,y) = |x1 − y1| +
|x2 − y2|. Sprawdzi¢, »e �elipsy� (a wªa±ciwie wn¦trza elips), czyli zbiory E postaci E = {x ∈
X : d(x,−c) + d(x, c) < 2a} gdzie c = (0, c) i 0 < c < a, s¡ sze±ciok¡tami (c odpowiada tu
mimo±rodowi elipsy, czyli odlegªo±ci ogniska od ±rodka geometrycznego). Znale¹¢ wierzchoªki tych
sze±ciok¡tów, czyli wyrazi¢ ich wspóªrz¦dne przez mimo±ród c, póªo± wielk¡ a (i ewentualnie, dla
wygody, póªo± maª¡ b :=

√
a2 − c2.

Zad. 4 Wykaza¢ z de�nicji, »e

a) lim
x→1−

exp

(
1

x− 1

)
= 0; b) lim

x→1+
exp

(
1

x− 1

)
=∞; c) lim

x→∞
ln

(
1 +

1

x

)
= 0.

Zad. 5 Obliczy¢ nast¦puj¡ce granice :

a) lim
x→−1

x4 + 3x2 − 4

x+ 1
; b) lim

x→0

√
1 + x+ x2 − 1

x
; c) lim

x→0

3
√
1 + x− 1

x
; d) lim

x→1

1− 3
√
x

1− 5
√
x
;

e) lim
x→0

tanx

sinx
; f) lim

x→π
4

cos 2x

sinx− cosx
; g) lim

x→0

√
1− cosx

sinx
; h) lim

x→0
x cotx;

i) lim
x→+∞

x(
√
x2 + 1− 3

√
x3 − 1); j) lim

x→+∞

(
3x− 1

3x+ 1

)2x−5

; k) lim
x→π

tan(kx+ x2/π)

tan(nx+ x2/π)
k, n ∈ N.

Zad. 6

Obliczy¢ (je±li istniej¡) granice : lewo-, prawo- i dwustronne nast¦puj¡cych funkcji w nast¦puj¡cych
punktach :

a) f(x) = e−1/x w punkcie x = 0; b) f(x) =
|x− 1|
x− 1

+ x w punkcie x = 1;

c) f(x) = arctan
1

1− x
w punkcie x = 1; d) f(x) =

x

x− 2
w punkcie x = 2;

e) f(x) = x sin
1

x
− cos

1

x
w punkcie x = 0; f) f(x) =

cos2 x− sin2 x

|x− π
2 |

w punkcie x =
π

2
.

Zad. 7

Dobra¢ parametry a, b, c tak, »eby funkcje f, g : R→ R okre±lone nast¦puj¡co :

a) f(x) =


sin ax
x dla x < 0
x3−1

x2+x−2 dla 0 ≤ x < 1

c dla x = 1
x2+(b−1)x−b

x−1 dla x > 1

; b) g(x) =

{
1

1+ea/x
dla x 6= 0

b dla x = 0
.

byªy ci¡gªe na R.
Zad. 8

Wykaza¢ ci¡gªo±¢ poni»szych funkcji w punkcie x0 ∈ R korzystaj¡c z de�nicji Heinego lub Cauchy'ego.

a) f(x) = 3x+ 1; b) f(x) = cosx; c) f(x) = arctanx;

d) f(x) = ex; d) f(x) =
1

x
, x0 6= 0; e) f(x) = cos

1

x
, x0 6= 0



Zad. 9

Opieraj¡c si¦ na de�nicji jednostajnej ci¡gªo±ci funkcji pokaza¢, »e funkcja f(x) = 1
x jest jednos-

tajnie ci¡gªa w przedziale [1,∞), ale nie jest jednostajnie ci¡gªa w przedziale (0,∞).
Zad. 11

Opieraj¡c si¦ na de�nicji jednostajnej ci¡gªo±ci funkcji pokaza¢, »e funkcja f(x) = x2 jest jednos-
tajnie ci¡gªa w przedziale (0, 2), ale nie jest jednostajnie ci¡gªa w przedziale (0,∞).
Zad. 12

Opieraj¡c si¦ na de�nicji jednostajnej ci¡gªo±ci funkcji pokaza¢, »e funkcja f(x) = |x| jest jednos-
tajnie ci¡gªa w zbiorze R.
Zad. 13

Wyznaczy¢ pochodne nast¦puj¡cych funkcji :
a) f(b) = ax+b

a+b , ¡) f(x) = (x− a)(x− b), b) y(x) = (x+ 1)(x+ 2)2(x+ 3)3,
c) f(x) = (x sin t+ cos t)(x cos t− sin t), ¢) f(t) = (x sin t+ cos t)(x cos t− sin t),
d) y(x) = (1 + nxm)(1 +mxn), e) f(x) = 1

x + 2
x2 + 3

x3 , ¦) f(x) = αx+β
γx+δ ,

f) f(x) = (1−x)p
(1+x)q , g) f(x) = 1√

x
+ 1

3
√
x
, h) f(x) = 3

√
1 + 3

√
1 + 3
√
x, i) f(x) = 3

√
1+x3

1−x3 ,

j) f(x) = n+m
√
(1− x)m(1 + x)n, k) f(x) = 1√

1+x2(x+
√
1+x2)

, l) f(x) = cos(2x)− 2 sin(x),

ª) f(x) = sin(cos2 x) cos(sin2 x), m) f(x) = 1
cosn x , n) f(x) = sin x−x cos x

cos x+x sin x ,

«) y(x) = tan(
√
x
7 ) cot(

√
x
7 ), o) f(x) = 1

sin2(x/a)
+ 1

cos2(x/a) , ó) f(t) = e−t
2

,

p) y(x) = etan(1/x), q) z(t) =
(

1−t2
2 sin t− (1+t)2

2 cos t
)
e−t, r) f(x) = a sin(bx)−b cos(bx)√

a2+b2
eax,

s) ξ(t) = ta
a

+ at
a

+ aa
t

, (a > 0), ±) f(x) = 1
4 ln

x2−1
x2+1 , t) y(x) = 1

2
√
6
ln x
√
3−
√
2

x
√
3+
√
2
,

u) f(x) = 1
1−k ln

1+x
1−x −

√
k

1−k ln
1+x
√
k

1−x
√
k
, (k > 0), v) r(t) =

√
t+ 1− ln(1 +

√
t+ 1),

w) f(x) = ln(x+
√
x2 + 1)−arcsinhx, x) φ(t) = ln tan

(
t
2 + π

4

)
, y) f(x) = ln b+a cos x+

√
b2−a2 sin x

a+b cos x ,

(0 < a < b), z) f(t) = t(sin(ln t)− cos(ln t)), ¹) y(x) = x+
√
1− x2 arccosx,

») f(x) = x arcsin
√

x
1+x+arctan

√
x−
√
x, α) f(x) = arcsin(sinx), β) f(x) = arccot

(
sin x+cos x
sin x−cos x

)
,

γ) y(x) = arcsin
(
1−x2

1+x2

)
, δ) y(t) = arccos

(
sin2 t−cos2 t

)
, ε) f(x) = em arcsin x(cos(m arcsinx)+

sin(m arcsinx)), ζ) f(x) = (log x)logx x, η) y(x) = arctan(tanhx), θ) f(x) = x
√
x,

ι) f(x) = ln x
√
lnx.

2


