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Różniczkowalność funkcji

Zadanie 1. Dla jakich wartości a, b ∈ R funkcja

f(x) :=

{
ax+ b, gdy a ≤ 0,(
1
x
arcsinx

)1/x2
, gdy 0 < x < 1

jest różniczkowalna.

Zadanie 2. Zbadać różniczkowalność funkcji w R danych wzorem

f(x) :=

{
x2arc ctg 1

x
, gdy x 6= 0,

0, gdy x = 0,

Zadanie 3. Sprawdzić różniczkowalność funkcji w podanych punktach:

f1(x) :=

{
3
√
x4, gdy x 6= 0,

0, gdy x = 0,
f2(x) :=

{
2x + 3x2, gdy x < 2,

log√2 x+ 7x, gdy x ≥ 2,

f3(x) :=

{
3
√
x2 cos 1

x
, gdy x 6= 0,

0, gdy x = 0,
f4(x) :=

{
x3 + x2 − 1

π
sin πx, gdy x ≤ 1,

x5 + x, gdy x > 1,
.

Obliczenie pochodnych

Zadanie 4. Obliczyć pochodne

y = ln ln tg x, y = 3tg
4(x2+5x), y = arc cos

√
1− 2x, y =

x3(x2 + 1)4√
x(x− 1)

.

y = ln

(
x2

2
+
√
tg x

)
, y = arc ctg3

(
3 lnx+ 2

4x+ 1

)
, y =

√
x2 + 1 cos(2x+ 1)

3x+1
,

y =

√
xarc tan(2x− 1)

lnx
, y =

e2x − 1

e2x + 1
, y = cos2

(
1−
√
x

1 +
√
x

)
.

y = arc cos
√
1− x2, y = ln

2x+
√
x

1− x2
.

Zadanie 5. Obliczyć pochodne

y = (ctg(x))x
3

, y = xarc sinx, y = xlnx, y = (cosx)arc tgx, y = (sin 2x)tg x.
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Zadanie 6. Obliczyć dziesia̧ta pochodna̧ funkcji

a) f(x) = xe2x, b) f(x) = x2 3
√
1− x, c) x3 log(5 + 2x).

Zadanie 7. Udowodnić metoda̧ indukcji, że

[f(x)g(x)](n) =
n∑
k=0

(
n
k

)
f (k)(x)g(n−k)(x).

Zadanie 8. Znajdź n-ta̧ pochodna̧ funkcji:

f(x) = (3x2 + 3x+ 1) ln(x+ 1), f(x) = ln
x2 − 1

x2 − 4x+ 4
.

Granice funkcji i L’Hôpital

Zadanie 9. Obliczyć lewostronna̧ i prawostronna̧ granicȩ funkcji w podanych punktach

a) f(x) = xe1/x, x = 0, b) f(x) =
x

2x+ e
1

x−1

, x = 1, c) f(x) =
x

1 + e
1
x

, x = 0.

Zadanie 10. Wyznaczyć granice:

limx→2
x3−4x2+4x
x3−12x+16

limx→π
2

cos 3x
cosx

limx→2
x4−16

x3+5x2−6x−16 limx→a
xm−am
xn−an

limx→+∞
e2x−1
sinx

limx→0
1−cos ax
1−cos bx

limx→+∞
ekx

xn
limx→+∞

x−sinx
x+sinx

Zadanie 11. Wyznaczyć granice:

limx→0 x ctg2x limx→+0
3
√
x log x

limx→π/2(tanx− secx) limx→1

(
1

logn
− x

x−1

)
limx→0

(
1

sinx
− 1

x

)
limx→0

1−cos ax
1−cos bx

Zadanie 12. Wyznaczyć granice:

limx→0 cos 3xtg5x limx→+0 x
2e
√
x

limx→1

(
5

x2−1 −
7

x7−1

)
limx→0

(
ctgx− 1

x

)
Zadanie 13. Wyznaczyć granice:

limx→π
4
(tg(x))tg2x limx→+∞(log x)

1
x

limx→+∞(1 + ex)
1
x limx→1+(x− 1)

a
log 2(x−1)
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Zadanie 14. Obliczyć granice przy x→ 0 nastȩpuja̧cych funkcji:

a) f(x) =
1

x2
− 1

sin2 x
, b) f(x) =

1

x2
− 1

tg2 x
, c) f(x) =

1

x2
− 1

tanh2x
.

Przebieg funkcji

Zadanie 15. Narysować wykres funkcji

f(x) = arc tg
x− 1

x+ 1
− arc tgx.

Zadanie 16. Zbadać przebieg funkcji f : R\]0, 1]→ R określonej wzorem

f(x) =

√
x3

x− 1
.

Zadanie 17. Dowiesć́, że (1 + x)p ≥ 1 + px dla x ∈]1,+∞[ oraz p ∈]−∞, 0] ∪ [1,+∞[.

Zadanie 18. Wyznaczyć przedziały monotoniczności nastȩpuja̧cych funkcji

(a) f(x) = (1− x2), (2) f(x) = 1− 24x+ 5x2 − 2x3, (3) f(x) = log |x|.

Zadanie 19. Zbadaj przebieg zmienności i naszkicuj wykres funkcji:

f(x) =
x3 + 2x2 − 8x

x2 − 9
, f(x) = ln(sin x), f(x) = x

x2 + 4

x2 − 25
.

Zadanie 20. Znaleźć ekstrema nastȩpuja̧cych funkcji

(a) f(x) =
x2

2
+

8

x2
,

10

4x3 − 9x2 + 6x
, f(x) = ln |x|.

Szeregi Taylora

Zadanie 21. Rozwina̧ć w szereg Taylora wokół podanego punktu nastȩpuja̧ce funkcje:

a) f(x) = 1−x+x2
1+x+x2

, x = 0 b) f(x) = sin x− x cos x, x = 0,

c) f(x) = 1
x
, x = 3 d) f(x) = x

√
x, x = 1,

e) f(x) = sin πx
4
, x = 2, f) f(x) = cos 1

2
x, x = 1

2
π,

Zadanie 22. Napisać wzór Taylora w x0 = 0 dla f(x) = log(1 + x).
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Zastosowania pochodnych

Zadanie 23. Jak z trzech jednakowych desek zrobić rynnȩ o najwiȩkszym przekroju
poprzecznym?

Zadanie 24. Wybrać takie miejsce na budowȩ mostu przez rzekȩ, aby długość drogi
ła̧cza̧cej dwa obiekty leża̧ce po różnych stronach rzeki była jak najmiejsza.

Zadanie 25. Jaki prostoka̧t utworzony z kawałka drutu o długości l ma najwiȩksze pole?

Zadanie 26. Od kanału o szerokości a odchodzi pod ka̧tem prostym kanał o szerokości
b. Jaka̧ najdłuż sza̧ drewniana̧ belka̧ można spławić z jednego kanału do drugiego.

Zadanie 27. Korzystaja̧c z rozwiniȩć odpowiednich funkcji oblicz
√
e z dokładnościa̧ do

0.001 posługuja̧c siȩ rozwiniȩciem ex.
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