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ZADANIA Z WYBRANYCH ZAGADNIE� MATEMATYKI

Metody algebry liniowej

Zadanie 1. Oblicz sin(πA), dla macierzy

A =

 0 1 0
−4 4 0
−2 1 2

 .
Zadanie 2. Znajd¹ ogólne rozwi¡zanie równania rekurencyjnego:

an + an−1 + an−2 = 0, (n ≥ 2).

Operatory samosprz¦»one

Zadanie 3. Niech A b¦dzie macierz¡ operatora C3 → C3 w bazie standardowej. Znajd¹ baz¦
ortonormaln¡ C3 diagonalizuj¡c¡ ten operator dla

a) A =

−3 −1 −1
−1 −2 0
−1 0 −2

 ,
b) A =

 3
2

1
2

1
2

1
2

3
2 − 1

2

1
2 − 1

2
3
2

 ,
c) A =

 5
3 − 1

3 − 1
3

− 1
3

7
6

1
6

− 1
3

1
6

7
6

 ,
d) A =

 3 −4 1
−4 0 −4
1 −4 3

 .
Iloczyn skalarny.

Zadanie 4. W przestrzeni V = R2[ · ] okre±lmy iloczyn skalarny (· ·) oraz operator T : V → V

wzorami (v w) =
+1∫
−1
v(t)w(t) dt, (Tv)(t) = v(t+ 1). Znajd¹:

a) baz¦ podprzestrzeni W⊥ dla W =
{
w ∈ V w(0) = w(1)

}
,

b) rzut prostopadªy wektora v0 na W dla v0(t) = t2,
c) jak¡± ortonormaln¡ baz¦ podprzestrzeni U⊥ dla U = R0[ · ],
d) wektor F ∗v0.
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Elementarny rachunek prawdopodobie«stwa

Zadanie 5 (Poker). Z talii 24 kart (�od dziewi¡tek�) losowo wybieramy pi¦¢. Jaka jest szansa,
»e otrzymamy dwie pary?

Zadanie 6. Rzucamy trzema kostkami do gry równocze±nie. Oblicz prawdopodobie«stwo
wyrzucenia trzech trójek, je±li wiadomo, »e suma wyrzuconych oczek wynosi 9?

Zadanie 7. Ponownie rzucamy trzema kostkami. Jakie jest prawdopodobie«stwo, »e nie
wypadªa »adna szóstka, je±li na ka»dej wypadªa inna liczba oczek?

Zadanie 8. W±ród n monet k jest asymetrycznych, orzeª wypada na nich z prawdopodobie«-
stwem 1

3 . W wyniku rzutu wybran¡ losowo monet¡ wypadª orzeª. Jakie jest prawdopodobie«-
stwo, »e ta moneta jest asymetryczna?

Zmienne losowe i rozkªady

Zadanie 9. Niech zmienna losowa X przyjmuje warto±ci {1, . . . , 10}, a jej rozkªad

ρ : {1, . . . , 10} −→ [0, 1]

jest dany przez:
ρ(1) = 1

10 , ρ(6) = 1
40 ,

ρ(2) = 1
20 , ρ(7) = 1

40 ,

ρ(3) = 2
10 , ρ(8) = 1

20 ,

ρ(4) = 3
10 , ρ(9) = 1

10 ,

ρ(5) = 1
20 , ρ(10) = 1

10 .

Oblicz warto±¢ oczekiwan¡ i wariancj¦ X oraz jej odchylenie standardowe.

Zadanie 10. NiechX b¦dzie ilo±ci¡ wyrzuconych orªów przy rzucie trzema monetami. Znajd¹
EX i D2X.

Zadanie 11. Rzucamy piªk¡ do kosza a» do chwili pierwszego tra�enia. Niech Y b¦dzie liczb¡
rzutów. Oblicz EY i D2 Y , je±li prawdopodobie«stwo tra�enia w pojedynczym rzucie wynosi
p ∈]0, 1[.

Zadanie 12. Niech X i Y b¦d¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi o warto±ciach w R, których
rozkªady maj¡ g¦sto±ci ρX i ρY . Oblicz g¦sto±¢ rozkªadu zmiennej X + Y , je±li

ρX(t) =
1√
2π

e−
t2

2 , ρY (t) =
1

2

{
1 |t| ≤ 1,

0 |t| > 1.

�a«cuchy Markowa

Zadanie 13. Niech macierz przej±cia dla procesu markowa o trzech stanach ma posta¢

P =


1
2

1
2

1
4

1
4 0 1

4

1
4

1
2

1
2

 .
W zale»no±ci od n oblicz prawdopodobie«stwo przej±cia ze stanu 1. do 3. w n krokach.
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Zadanie 14. Rozwa»my ªa«cuch Markowa o dwóch stanach 1. i 2. oraz macierzy przej±cia

P =

[
1
4

3
4

3
4

1
4

]
.

Sprawd¹ czy stany 1. i 2. s¡ powracaj¡ce czy chwilowe.

Zadanie 15. Niech macierz przej±cia ªa«cucha Markowa o N stanach b¦dzie taka:

1

N

1 1 . . . 1
...

...
. . .

...
1 1 . . . 1

 .
Czy ªa«cuch ten ma jakie± stany chwilowe?


