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ROZDZIAY 1

Wstep.

1. O metodzie.

W trakcie powstawania tego doktoratu metoda, ktéra uzywatem do konstrukcji kwan-
towej grupy Lorentza z relacjami komutacyjnymi Heisenberga ulegta doé¢ istotnej zmianie.
Zostato to wymuszone niemoznoscig rozwigzania pewnych probleméw przy uzyciu metody
zaproponowanej mi przez opiekuna naukowego. Roéznice miedzy pierwotnym i koficowym
podejsciem opisze w niniejszym rozdziale.

Przez grupe Lorentza bedziemy rozumieli jej podwdjne nakrycie, czyli grupe SL(2,C):

SL(2,C) = {(3‘ g) L, B,7,6 € C oraz ad — By = 1}.
Algebra wielomianéw od zmiennych «, 3,, d oraz ich zespolonych sprzezen jest x-algebra
Hopfa oznaczana O(SL(2,C)). Komnozenie, koodwrotnos¢ oraz kojedynka dzialaja na
generatorach w nastepujacy sposob:

Alv)=a®@a+®y kla)=0 e(a)=1
AB)=a@p+p®d  rk(B)=-8 £(B)=0 (1)
A(y)=7@a+diey  wy)=-y &ly)=0
A =7 @3+008 ko) =a  e8)=1

Klasyfikacja deformacji *-algebry Hopfa O(SL(2,C)) zostala podana w pracy [20]. Zna-
jac te klasyfikacje rozpoczeto proby konstrukeji C*-algebraicznych wersji opisanych w niej
przypadkow. W roku 2002, gdy zaczalem interesowaé sie teorig Grup Kwantowych, znane
byly C*-algebraiczne wersje dwoch z nich. Byly to Kwantowa Grupa Lorentza z rozktadem
Iwasawy [12] oraz Kwantowa Grupa Lorentza z rozkladem Gaussa [21]. W pracy mag-
isterskiej obronionej w 2003 roku staralem sie wykazaé istnienie C*-algebraicznej wersji
kolejnego przypadku tzw. Kwantowej Grupy Heisenberga-Lorentza. Na poziomie alge-
braicznym, jest ona opisana przez rodzine x-algebr Hopfa numerowanych rzeczywistym
parametrem s € R, generowanych przez czworke elementéw &, ﬁ s ) spetniajacych relacje:

af = pBa
ay = Yy
36 =06p
46 = 04
By =48
ad =0
0 =1+ 35



QB + s40* = 3 6 BB* + s60* = B*B + sara @
6" =4a By =4p W=y
ad* = §*a B0 =66 + sy @ A6 = 0"y 60 = §*0 + sA*
Komnozenie, koodwrotno$¢ oraz kojedynka dzialaja na generatorach w sposob standard-
owy:

A@=a0a+Be0y k@) =4 e(a) =1
AB)=a@b+006  wB)=-3 <(B)=0 )
Af)=F@a+oey w(H)=-5 &(§)=0
AG)=4@B+06®6, w(d)=ad e(d) =1

Jednym ze sposobéw opisu Grup Kwantowych na poziomie C*-algebr (tzw. Lokalnie
Zwartych Grup Kwantowych) jest podejscie stawiajace w centrum uwagi operator multyp-
likatywny unitarny. W przypadku klasycznej grupy G jest nim operator Kaca-Takesakiego
V € B(L*(G) ® L*(G)):

Vf(g.9") = fl9g'.9)

dla wszystkich f € L*(G) ® L*(G). Algebre funkcji ciaglych otrzymujemy przez §laj-
sowanie'pierwszej nogi operatora V' to znaczy:

Co(@) = [w@id)V - w e BLZG).T

Komnozenie jest implementowane przez V':
A(f)=V(fe 1)V
Operator Kaca-Takesakiego spelnia réwnanie pentagonalne:
ViaVig = VasVia V.

Niech teraz H bedzie dowolng przestrzenig Hilberta. Operator unitarny W dziatajacy
na H ® H nazywamy operatorem multyplikatwnym unitarnym jesli spelnia on réwnanie
pentagonalne.

Prof. S.L. Woronowicz zasugerowal mi, ze Lokalnie Zwarta Kwantowa Grupa Heisen-
berga - Lorentza powinna by¢ otrzymana w procedurze zwanej Deformacja Rieffela. Star-
tuje ona z podgrupy abelowej I' C G oraz bicharakteru ¥ na grupie dualnej I. Uzywajac
tych danych mozna skreci¢ operator Kaca Takesakiego V' € B(L?*(G) ® L*(G)) i otrzymac¢
nowy operator multyplikatywny unitarny W & B(L2(G) ® L2(G)). Sprawa wydawala sie
wiec prosta. Wybierajac podgrupe I' C SL(2,C) oraz odpowiedni bicharakter W nalezato
skonstruowaé¢ generatory &, ﬁ,ﬁ,g C*-algebry powstajacej ze slajsowania pierwszej nogi
operatora W :

(4)

A=TwoidW :w e BIASLE, O
i pokazaé, ze spelniaja one relacje (2).

Wryniki, ktére otrzymaltem w pracy magisterskiej byty nieco formalne. Potwierdzaty one
jednak podejrzenia, ze Lokalnie Zwarta Kwantowa Grupa Heisenberga-Lorentza powinna

(5)
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by¢ otrzymywana w Deformacji Rieffela. Gléwnym narzedziem z ktérego wtedy korzys-
talem bylo odwzorowanie kwantyzacji, ktore funkcji f = (w ® id)V € Co(SL(2,C)) przy-
porzadkowuje operator f = (w®id)IW € A. Rozszyfrujmy ten przepis. Niech R, €
B(L*(SL(2,C)) bedzie prawa reprezentacja regularng. Jeli dla funkcji f € Co(SL(2,C))
istnieje funkcjonal wy € B(L*(SL(2,C))). taki, ze f(g) = ws(R,), to kwantyzacja takie]
funkcji dana jest wzorem

f=(wy@id)W € A. (6)
Zalozmy na chwile, ze istnieje funkcjonal w, taki, ze a(g) = wa(R,). Wzor (6) prowadzitby
wtedy do formuly & = (w, ® id)IW. Analogicznie, jedli istniatyby funkcjonaty wg, w.,ws
takie, ze

Blg) = wp(Ry), (9) =wy(Ry), 6(g) =ws(Ry),
to pozostale generatory dane bytyby wzorami:

8= (wp @)W, 4= (w, ®IW, &= (ws @id)W.

Problem w tym, ze ograniczone funkcjonaly w,,...,ws o powyzszych wlasnosciach nie
istniejg. Nie przejmujac sie zbytnio tym faktem mozna wykonaé¢ formalne rachunki. Ponizej
opiszemy ich wynik.

Abelowa podgrupg I' € SL(2,C) uzyta do konstrukcji operatora W jest podgrupa
macierzy goérnotrojkatnych:

r:{((l) i) :ZGC} c SL(2,0),

a bicharakter dany jest formuta W(z1, 25) = exp (—2ilm(z2,)) gdzie s € R jest parametrem
rzeczywistym wystepujacym w relacjach (2). Niech 7; oraz T, beda lewo- i prawo-stronnymi
operatorami rozniczkowania wzdtuz podgrupy I'. We wspoétrzednych «,~,d sg one dane
wzorami

T, = —278% T, = 27%.
Odwzorowanie kwantyzacji zastosowane do funkcji «, 3,7, d daje nastepujaca czworke ope-

ratorow: R
&=a—39T; B=B— 36T — $aT; + 37T Ty o
Y= 0=0—37I
Dobra wiadomoscia jest to, ze spetniaja one relacje (2). Zla jest taka, ze nie wiadomo jaki
jest ich zwigzek z C*-algebrg A. W trakcie studiow doktoranckich staralem sie wykazaé, ze
sa one jej generatorami. Bazujac na formule (5) pokazatem, ze d,'ﬁ/,s sg stowarzyszone z
A. (Pojecie stowarzyszenia wprowadzam w nastepnym rozdziale.) Probujac pokazaé, ze ﬁ
takze jest stowarzyszony oraz, ze czworka &, B, &,3 generuje A napotykatem na techniczne
problemy zwigzane z nieoperatywnoscig definicji (5). Gléwnym problemem jest trudnosé
w sprawdzeniu czy dana funkcja jest kwantowalna. W konicu doszedtem do wniosku, ze
potrzebny jest nowy opis C*-algebry A. Jest on oparty na nastepujacym spostrzezeniu.
Elementy (7) sa kombinacjami szostki elementow o, 3,7, 6,7}, T,. W takim razie &, 3,4, 6
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powinny by¢ stowarzyszone z C*-algebra B generowang przez te szostke. Ponadto nat-
uralnym jest zadanie aby A zanurzato sie w M(B). C*-algebra B speliajaca powyzsze
wymagania jest B = C(SL(2,C)) x, I'* gdzie dzialanie p jest dane wzorem

p’*/lﬂ/2f(g> = f(’71_1972)-

Jest jasne, ze operatory «, 3,7, 0,1;,T, generuja B. Pozostaje jeszcze problem zanurzenia
C*-algebry A w M(B). Aby zobaczy¢ jak go rozwigzaé¢ przypomnijmy, ze C..(SL(2,C))
zanurza sie w M(B). Kryterium na to, czy b € M(B) jest takze elementem C,,(SL(2,C))
jest dane przez tak zwane warunki Landstada. Jednym z nich jest niezmienniczo$¢ na dzi-
alanie grupy dualnej p : 2 — Aut(B). W szczegolnosci elementy nieograniczone «, 3,7, 0
s3 niezmienniczne. Nasuwa to pomyst by tak zdeformowa¢ dzialanie grupy dualnej p aby
to elementy &, (3,7, byly niezmiennicze na nowe dziatanie (oznaczane z powodow, ktore
dalej stang sie jasne, symbolem p‘I’®‘I’) oraz by algebra Landstada dla zdeformowanego
dzialania byla izomorficzna z A. Rozwigzaniem jest dzialanie p¥®¥ ktoére na generatorach
a, 3,7,6,1;, T, dane jest wzorem:

ﬁj’ﬁ‘f( )=a+ ZZW
. 2
ﬁff;f(ﬂ) =3+ 4z15 + 4z2a + 1—621227
PR () =
pi%g’(é) =0+~ Zz’Y
AZ@%‘;’(TZ) =T+
AT =T, + 2

gdzie utozsamiliémy grupe dualnaﬂlﬂ2 z addytywna grupa C2. Utozsamienie algebry A z
algebra Landstada dla dzialania p¥®Y umozliwia nam uzycie teorii iloczynéw krzyzowych
Landstada do jej badania. W szczegblnosci elementy A otrzymujemy catkujac skrecone

dzialanie grupy dualne; p‘I’®‘I’

/ dzleng’l%g’(b) €A,
Cc2

gdzie b € B. Nikogo wiec nie zdziwi fakt, ze dla gladkich kwantowalnych funkcji f €
Co(SL(2,C)) mozna znalez¢ element by € B taki, ze

; TR

f = - ledZQij@ZZ (bf)
Uzywajac powyzszego wzoru oraz funktorialnych wtasnosci algebry niezmiennikéw Land-
stada udalo mi sie wykazaé, ze (3 jest stowarzyszony z C*-algebra A oraz czworka &, 3,7, 0

ja generuje. Ponadto korzystajac z faktu, ze A jest algebrg niezmiennikéw Landstada tatwo
byto wykaza¢ istnienie kojedynki na C*-algebrze A, co doprowadzito do kompletnego opisu
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teorii jej reprezentacji. Ostatnim wynikiem zamykajacym badanie Lokalnie Zwartej Kwan-
towej Grupy Heisenberga-Lorentza bylo pokazanie, ze kodziatanie na A jest dane wzorem

(3)-
2. Struktura Pracy.

W rozdziale 2 ustalamy podstawowe konwencje notacyjne oraz dos¢ szczegdétowo opisu-
jemy pojecia z teorii C*-algebr uzywane dalej w pracy. Ponadto cytujemy twierdzenia
dotyczace zwigzku operatoréw multyplikatywnych unitarnych z Lokalnie Zwartymi Gru-
pami Kwantowymi.

Rozdzial 3 zawiera podstawowe informacje dotyczace grupy Heisenberga. Jego na-
jwazniejsza czeS¢ dotyczy wlasnosci generatorow algebry grupowej grupy Heisenberga.

Rozdziat 4 poswiecony jest Deformacji Rieffela C*-algebr oraz Grup Lokalnie Zwartych.
Zaczynamy od omowienia pojecia [-produktu. Nastepnie pokazujemy jak Deformacja
Rieffela moze by¢ opisana w terminach deformacji odpowiedniego I'-produktu. Pozwala
to tatwo dowodzi¢ jej funktorialnych wtasnosci. Na koricu rozdzialu pokazujemy jak w
jezyku I'-produktow opisaé¢ Deformacje Rieffela Grup Lokalnie Zwartych oraz badamy odw-
zorowanie kwantyzacji.

W rozdziale 5 opisujemy Kwantowa Grupe Heisenberga-Lorentza na réznych poziomach.
Zaczynamy od powtoérzenia opisu poziomu x-algebr Hopfa. Nastepnie przechodzimy do
poziomu przestrzeni Hilberta, ktory sprowadza sie do wyr6znienia interesujacych reprezen-
tacji zwigzkow komutacyjnych spetnianych przez generatory &, B, @,5 za pomocy operato-
row dziatajacych na H (H jest tu oczywiscie przestrzenia Hilberta). Okazuje sie, ze struk-
tura komnozenia ma swoje odbicie réwniez na tym poziomie. Ostatnig i najwazniejsza
czeScig pracy jest opis Kwantowej Grupy Heisenberga-Lorentza na poziomie C*-algebr.
Jak wspominaliémy w poprzednim rozdziale jej konstrukcja opiera sie na Deformacji Rief-
fela. Pokazujemy, ze otrzymana C*-algebra A° generowana jest przez czworke elementow
Q, @, q, 5. Opisujemy tez zwigzek A® z Kwantowg Grupa Heisenberga Lorentza na pozio-
mie przestrzeni Hilberta. W ostatniej czesci pracy sprawdzamy, ze komnozenie dziala na
generatorach w sposéb standardowy.

3. Podziekowania.

Praca ta nie powstalaby bez pomocy prof. S.L. Woronowicza za ktéra chciatbym
wyrazi¢ swojg gleboka wdziecznosé. Czas ktoéry mi poswiecit, dyskusje i rady ktorych
mi udzielal sg nie do przecenienia. Skladam tez podziekowania uczestnikom seminarium
Algebry Operatorow 1 Grupy Kwantowe a w szczeg6lnosci prof. dr. hab. J. Derezinskiemu,
dr. hab. W. Puszowi oraz dr. P.M. Soltanowi za czas, ktory zechcieli poswieci¢ na
dyskusje zwigzane z tematyka tej pracy. Oddzielne podziekowania sktadam dr. hab. P.M.
Hajacowi. Finansowe wsparcie ktore otrzymatem przy okazji uczestnictwa w kierowanym
przez niego programie Noncommutative Geometry and Quantum Groups pozwolito mi sie
skupi¢ na sprawach czysto naukowych, w tym na pisaniu tej pracy. Na koniec chciatbym
podzickowaé mojej zonie za cierpliwo$¢, wsparcie i zrozumienie, ktérymi mnie obdarza na
codzien.






ROZDZIAY 2

Podstawowe definicje i notacja.

1. Przestrzenie Hilberta.

lloczyn skalarny dwoch wektoréw w przestrzeni Hilberta H oznaczany bedzie symbolem
(x|y). Wszystkie przestrzenie Hilberta beda nad cialem liczb zespolonych. Dla przestrzeni
H przestrzeni zespolenie sprzezong definiujemy jako H = {7 : x € H} ze strukturg przes-
trzeni wektorowej oraz iloczynem skalarnym danymi przez:

rT+y=x+y
AT = \x
(@[y) = (y|).

Bedziemy uzywa¢ notacji numerujacej nogi operatora. Jesli V' jest operatorem dzialajacym
na H ® H to Vis, Vi3, Vo3 83 operatorami dzialajacymi na H ® H ® H wzorem
Vie=V®I
Vas=1®V
Vis=UL)(VeIl)(I®X)
gdzie I jest operatorem jednostkowym a X jest operatorem flipu:
Y(rey) =y® .

Wazng role w pracy pelni przestrzen funkcjonalow liniowych na B(H), bedacych granicami
kombinacji liniowych funkcjonaléw postaci

B(H)>T — (z|Ty) € C,

gdzie x,y € H. Funkcjonaly takie nazywamy normalnymi a ich zbiér oznaczamy symbolem
B(H)..

Dla X C H symbolem X® bedziemy oznacza¢ normowe domkniecie liniowej powtoki
zbioru X. Niech B bedzie przestrzenia Banacha oraz Y C B. Roéwniez w tym kontekscie
bedziemy uzywaé¢ notacji Y.

2. C*-algebry.

W pracy tej bedziemy uzywacé teorii C*-algebr. Dla C*-algebry A, M(A) bedzie oznaczal
zbiér mnoznikéow. Element a € M(A) jest ograniczonymi odwzorowaniem liniowym na
przestrzeni Banacha A (w skrocie, jest elementem B(A)) takim, ze istnieje element a* €
B(A) spetniajacy réwnanie:

b ac = (a*b)*c (8)

11
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dla wszystkich b,¢c € A. Mozna pokaza¢ ze M(A) jest C*-algebra z jedynka. Ponadto
A zanurza si¢ w M(A) jako istotny ideal. Mianowicie kazdy element a € A wyznacza
element M(A) dany przez mnozenie lewostronne przez a. Niech A* bedzie przestrzenig
funkcjonalow na A. Dla aj,as,a € A oraz w € A* polézmy (a1 - w - as)(a) = w(asaay).
Definiuje to funkcjonal (a; - w - ay) € A*.

Naturalng topologia na M(A) jest tzw. topologia stict. Jest ona wyznaczona przez
rodzine péinorm

M(A) 3 a = |laz| + [la”y]|

gdzie z,y € A.

Omoéwimy teraz pojecie morfizmu C*-algebr A i B. Homomorfizm 7 : A — M(B) nazy-
wamy morfizmem C*-algebr A i B jesli zbior m(A)B jest gestym podzbiorem B. Zbior mor-
fizmow oznaczany bedzie symbolem Mor(A; B). Mozna pokazaé, ze morfizm m € Mor(A; B)
rozszerza sie do homomorfizmu 7 : M(A) — M(B). Rozwiazuje to kwestie ich sktadania:
dla 7 € Mor(A;B) oraz p € M(B; C) istnieje morfizm p o 7w € Mor(A; C).

Przyklad 1. Niech J bedzie idealem w C*-algebrze A. Dla a € A oraz j € J polézmy
wy(a)j =aj € J. 9)
Formutla ta definiuje odwzorowanie 7; : A — M(J). Latwo zobaczy¢, ze m; € Mor(A;J).

Przejdzmy do omoéwienia pojecia elementu stowarzyszonego z C*-algebra. Zostalo ono
wprowadzone i zbadane przez S.L. Woronowicza w pracy [17|. Zacznijmy od definicji:

Definicja 1. Niech A bedzie C*-algebrg oraz T' bedzie liniowym odwzorowaniem okre-
slonym na gestej dziedzinie D(T) C A. Méwimy, ze T jest elementem stowarzyszonym z A
i piszemy T'n A wtedy i tylko wtedy gdy istnieje element z € M(A) taki, ze ||z|| < 1 oraz

( x € D(T), ) ( Istnieje a € A taki, ze )
y=Tx z=(1—-2"2)%a oraz y = za.

Mozna pokazaé, ze element z € M(A) jest jednoznacznie wyznaczony przez 1. Be-
dziemy go oznacza¢ symbolem zp i nazywaé z-transformata elementu 7. Element 2} €
M(A) jest z-transformatg elementu stowarzyszonego, ktory bedzie oznaczany symbolem
T*. Zbior elementoéw stowarzyszonych z C*-algebrg A oznaczamy symbolem A”.

Niech A, B beda C*-algebrami, 7 € Mor(A; B). Okazuje sie, ze w(zr) € M(B) wyz-
nacza element stowarzyszony z C*-algebra B, oznaczany dalej symbolem 7(7") n B. Mozna
pokazaé, ze w(T*) = n(T)*.

Przejdziemy teraz do opisu elementu stowarzyszonego T'n A w terminach jego wykresu
Graph(T) C A ® A. Zauwazmy, ze C*-algebra A & A jest jednoczesnie modutem Hilber-
towskim nad C*-algebra A. Struktura modutu dana jest wzorem (ay, asz)a = (a1a, aza) dla
wszystkich aq, as,a € A. Tloczyn skalarny o wartosciach w A dany jest formula:

(a1, a2)|(a}, a5)) = aja) + aga).
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Bardzo dobrym Zrédtem informacji, dotyczacym modutéw Hilbertowskich jest ksiazka [7].
Wykres elementu stowarzyszonego T jest domknietym podmodulem w A @ A. Ponadto

Graph(T)* = {( e ) e D(T*)}

oraz Graph(T') @ Graph(T)* = A @ A. Stwierdzenie 2.2 z pracy [19] pokazuje, ze jest to
kompletna charakterystyka podmodutéw pochodzacych od elementéw stowarzyszonych:

Stwierdzenie 1. Niech A bedzie C*-algebrg oraz G C A @ A bedzie domknietym pod-
modutem. Niech py (p2) bedzie rzutem na pierwszq (drugg) sktadowg w C*-algebrze A® A.
Zatozmy ze piG, poG* sq gestymi podzbiorami w A oraz G & G+ = A A. Wtedy G jest
wykresem elementu stowarzyszonego T n A.

Niech T bedzie domknietym operatorem okreslonym na gestej dziedzinie D(T") C A.
Zalozmy, ze dziedzina D(T) jest prawym modulem w A oraz T'(bc) = T'(b)c dla wszystkich
b € D(T) oraz ¢ € A. Przypusémy, ze istnieje gesto okreslony operator 7't taki, ze:

1. D(T") jest prawym modutem w A oraz T"(bc) = T*(b)c dla wszystkich b €

D(TT), c € A.

2. a*Th = (T*a)*b dla wszystkich a € D(T'") oraz b € D(T).
Latwo zobaczy¢, ze T jest operatorem domykalnym oraz jego domkniecie takze spelnia
powyzsze warunki. Od tej pory bedziemy zaktadaé, ze T jest domkniety. Zauwazmy,
ze jesli T jest elementem stowarzyszonym z C*-algebrg A to TT = T* spelnia powyzsze
zalozenia. Ponizej pokazemy, ze przy pewnych dodatkowych zalozeniach prawdziwe jest
tez twierdzenie odwrotne. W tym celu rozwazmy operator T7T. Jego dziedzing jest zbior

D(T*T)={be D(T):The D(TH)},
oraz dla x € D(TT) ktadziemy T T (x) = T (T (x)).
Lemat 1. Niech T oraz T bedq operatorami dziatajgcymi na C*-algebrze A o wlas-

no$ciach opisanych powyzej. Jesli zbior (1 +TTT)D(T*T) jest gesty w A to element T
jest stowarzyszony z A oraz T* =TT,

Dowéd. Latwo sprawdzi¢ ze Graph(T') jest domkniety podmodulem w A & A oraz

{( _?a ) ra€ D(T+)} C Graph(T)™.

W takim razie D(T") C py(Graph(T)*) stad pe(Graph(T)*') jest zbiorem gestym w A.
Sprawdzimy teraz, ze Graph(T)® Graph(T)*+ = A® A. Niech w,w’ beda funkcjonatami
dziatajagcym na A takimi, ze w @ w’ zeruje si¢ na Graph(T') @ Graph(T)t. W szczegdlnosci
w(a —T*(b)) 4+ w'(T(a) +b) =0, (10)
dla wszystkich a € D(T') oraz b € D(T™"). Niech a € D(T*T). Potézmy b = —T'(a). Wtedy
réwnanie (10) daje w(a+T7T(a)) = 0. Z gestosci zbioru (1+7T17T) D(T*T) w A dostajemy
w = 0. Kladac a = 0 w (10) dostajemy w’(b) = 0 dla wszystkich b € D(T"), co pokazuje
ze w' = 0. W takim razie w ®w’ = 0 oraz Graph(T) @ Graph(T)* = A® A. Widzimy wigc,
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ze Graph(T') spelnia zalozenia Stwierdzenia 1 czyli T' jest elementem stowarzyszonym z
A. O

Ponizsze Twierdzenie (Twierdzenie 2.3 [19]) daje uzyteczne narzedzie stuzace do kon-
strukcji elementow stowarzyszonych.
Twierdzenie 1. Niech A bedzie C*-algebrqg, a,b,c,d € M(A) oraz Q = ( Z’ _ai )
Zatozmy ze:
ab = cd
a*A jest geste w A
dA jest geste w A
Q(A® A) jest geste w A D A.
Wtedy istnieje element stowarzyszony T'n A taki, ze
1. dA jest istotng dziedzing T oraz

Tdx = bx

dla wszystkich © € A.
2. Dla wszystkich v,y € A mamy

( x € D(T) )(:) (ay:ap)

oraz y =Tx
Jesli Q) jest elementem odwracalnym to D(T) = dA.

Niech T},T5 bedzie parg operatoréw stowarzyszonych z A. Moéwimy, ze T} i T, silnie
komutujg jesli 2y, komutuje z 27, oraz z z7,. Zdefiniujmy zlozenie silnie komutujacych
elementow. Dziedzing ztozenia jest zbior D(T113) = {x € A : x € D(Ty),Thx € D(Ty)}
oraz Ty T5(x) = T\ (T5(x)) dla wszystkich x € D(T17,). Okazuje sie, ze ztozenie 1175 silnie
komutujacych elementéow stowarzyszonych jest odwzorowaniem domykalnym. Korzystajac
z Twierdzenia 1 pokazemy, ze odpowiednie domkniecie jest elementem stowarzyszonym z
A. Fakt ten jest uogoélnieniem Twierdzenia 6.1 z pracy [10], w ktérym opisano konstrukcje
iloczynu tensorowego elementéow stowarzyszonych.

Twierdzenie 2. Niech A bedzie C*-algebrg oraz T1, Ty n A bedzie parg silnie komutujg-
cych elementow stowarzyszonych. Operator ThTy z dziedzing D(T1T3) jest domykalny oraz
jego domkniecie jest stowarzyszone z A. Ponadto, jesli D jest istotng dziedzing dla Ty to
(1+ T7T,) D jest istotng dziedzing dla TyT.

Dowdd. Zauwazmy, ze zbior (1 — 27, sz)%(l — 27, le)%A jest podzbiorem D(TT3) oraz

X 1 . 1
TTo(1 — 23,20,)2 (1 — 27, 27, )2 = 21, 21, 7. (11)
Spostrzezenie to nasuwa nastepujaca posta¢ operatora () (patrz poprzednie twierdzenie):
Q: ( (1_ZT2ZT2>2(1_ZT1’ZT1)2 _ZTl’ZTQ ) .

(1 29,25,)2 (1 — 2,23,)2
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Mozna sprawdzi¢, ze () spelnia zalozenia Twierdzenia 1. Sprawdzmy np. ze Q(A @ A) jest
zbiorem gestym w A. W tym celu liczymy QQ*:

QRE"
— ( (I_Z;:QZTQ)(l _Z;lle)_‘_Z}QZTQZ}lZTl O )
0 (L — 2y 27,) (1 — 2, 27,) + 27y 27, 21,27,

Korzystajac ze Stwierdzenia 6.2 z pracy [10]| latwo pokazaé, ze QQ* ma gesty obraz w
A @ A skad @ takze ma gesty obraz.

Niech T bedzie elementem stowarzyszonym danym przez macierz operatoréw () w sensie
Twierdzenia 1. Jego istotng dziedzing jest zbior (1 — Z}QZR)%(l — 27, le)%A. 7 réwnania
(11) wynika, ze T' w obcieciu do swojego rdzenia (1 — 27, zTQ)%(l — 27, le)%A pokrywa sie z
operatorem 777;. W takim razie do wykazania, ze domkniecie 7775 jest réwne 1" wystarczy
pokazaé, ze D(T11,) C D(T). Korzystajac z punktu 2 Twierdzenia 1 widzimy, ze wlasnosé
ta wynika z ponizszego ciagu réwnosci:

1 1 1 1
(1 - ZT1Z}1>§(1 - ZTQZ;2>§(T1T2)'Z‘ = (1 - ZTQZ;Q)i(l - ZT1Z}1>§T1(T2:U)
w21
= ZT1((1 - ZTQZT2)2T2:E = ZT1ZT2$7
gdzie skorzystalismy z faktu, ze (1 — zTiz}i)%Tiy = zpy dla wszystkich y € D(T;) oraz
1=1,2.

Przejdzmy do dowodu drugiej czeSci twierdzenia. FLatwo zobaczyé¢ ze jesli D' jest
zbiorem gestym w A to podzbior (1 + TyTy)"2(1 + T3T) 2D jest istotng dziedzing dla
Ty Ts. Niech teraz D bedzie istotna dziedzing dla Ty. Wtedy D’ = (1+717Ty) "2 (14+1513)2D
jest podzbiorem gestym w A. W takim razie podzbior

A+ TT) 2 (1 + T3T) 21+ TyT) 2 (1 + T3 1) D = (1 + T7Ty) ' D
jest istotng dziedzing dla 7175. Konczy to dowodd twierdzenia. U

Niech A bedzie C*-algebra oraz v n A bedzie elementem stowarzyszonym takim, ze
2, € M(A) jest elementem centralnym. Rozwazmy ideal A, = ZV—A”'”. Korzystajac z
Przykladu 1 wiemy, ze istnieje morfizm 7, € Mor(A; A,). Stosujac go do elementu 7 A
otrzymujemy element stowarzyszony ma. (v) 7 A,.

Lemat 2. Niech A bedzie C*-algebrg oraz v n A bedzie elementem stowarzyszonym z
A takim, ze z, € M(A) jest elementem centralnym, A, C A bedzie ideatem oraz ma (7)1
A, bedzie elementem stowarzyszonym rozwazanym powyzej. Wtedy w4 (7y) jest elementem
odwracalnym oraz odwrotnosé ma, (7))~ jest elementem stowarzyszonym z A.,.

Dowod. Element stowarzyszony odwrotny do w4 (y) bedziemy dalej oznaczali sym-
bolem v~ 1. Zdefiniujemy go przez wprowadzenie jego z-transformaty. Okazuje sie, Ze ma
ona nastepujaca postac¢ z,-1 = Phase(y)*m4, ((1 + 7*7)‘%) gdzie Phase(y) € M(A,) jest
unitarnym elementem, ktory wprowadzimy ponize;.

Rozwazmy nastepujaca funkcje:

C > z+— f(z) = Phase(2)z(1 + |2|?)"2 € C.
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Latwo zobaczy¢, ze jest ona ciggla i ograniczona. Ponadto

(f(Mar)" f(v)az = (zya1)" 2ya2
dla wszystkich a;,a, € A. W takim razie odwzorowanie A, > z,a — f(7)a € A, rozszerza
sie do bijektywnej izometrii dzialajacej na A, ktéra oznaczamy symbolem Phase(y). Ko-
rzystajac ze Stwierdzenia 0.1 z pracy [19] widzimy, ze Phase(y) jest unitarnym elementem
M(A,).
O

Udowodnimy jeszcze jeden uzyteczny

Lemat 3. Niech A bedzie C*-algebrg oraz T'n A. Niech D bedzie podzbiorem gestym w
A. Wtedy (1 + T*T)_%D jest dziedzing istotng dla T'.

Dowdd. Niech z € D(T). Polézmy y = (1 + T*T)2z. Istnieje ciag y; € D zbieiny
do y. W takim razie (1 + T*T) 2y, zbiega do z oraz T'(1 + T*T) 2y; = zpy; zbiega do
zry = Tx. O

Whiosek 1. Niech A bedzie C*-algebra oraz T'n A. Niech D bedzie podzbiorem gestym
w A. Wtedy (1 + T*T)~'D jest dziedzing istotng dla 7.

Dowéd. Zauwazmy, ze jesli D jest zbiorem gestym w A to (1 + T*T)_%D jest rowniez
zbiorem gestym. Stosujac Lemat 3 do zbioru D’ = (1 + T*T)‘%D dostajemy nasz wniosek.
O]

Kolejnym pojeciem uzywanym w tej pracy jest C*-algebra generowana przez zbidr el-
ementow stowarzyszonych. Zostalo ono wprowadzone przez S.L. Woronowicza w pracy
[17].

Definicja 2. Niech T, T5,...,Ty beda elementami stowarzyszonymi z C*-algebra A.
Moéwimy, ze A jest generowana przez 17,7T5,..., T jesli dla kazdej przestrzeni Hilberta
H, C*-algebry B dzialajacej na H w sposob niezdegenerowany oraz reprezentacji m €
Rep(A; H) mamy

( 7(T;) n B dla wszystkich

i=1,2... N )j<”€hM“&B))

Ciag elementow stowarzyszonych (T3, T, ..., T},) jest elementem stowarzyszonym z C*-
algebrag C" ® A. Nasuwa to nastepujace uogolnienie powyzszej definicji:

Definicja 3. Niech A i C bedg C*-algebrami oraz T bedzie elementem stowarzyszonym
z C ® A. Méwimy, ze A jest generowana przez 1 jesli dla kazdej przestrzeni Hilberta H,
kazdej C*-algebry B dzialajacej na H w niezdegenerowany sposob oraz kazdej reprezentacji
7 € Rep(A; H) mamy

(«M@ﬂﬂnC®B>¢<wemmABw

Twierdzenie 4.2 z pracy [17] daje kryterium pozwalajace odpowiedzieé¢ na pytanie kiedy
element T'n C' ® A generuje C*-algebre A.
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Twierdzenie 3. Niech A, C bedg C*-algebrami oraz T bedzie elementem stowarzys-
zonym z C' @ A. Zatdzmy ze:

I. T rozdziela reprezentacje co oznacza, zZe jesli o1, ps € Rep(A; H) sq réznymi re-
prezentacjami to (id @ ¢1)(T) # (id ® 2)(T).
I1. Istnieje C*-algebra F oraz element r € M(F ® A) spetniajgce nastepujgce dwa

warunk::
1. Dla kazdej przestrzeni Hilberta H, C*-algebry B dziatajgcej na H w

niezdegenerowany sposéb oraz m € Rep(A; H) mamy
(id®@m)r € M(F ® B)
( (dom)T)nCo B ) = | oraz [(id @ m)r](F ® B)
jest gesty w F' Q@ B.
2.Istnieje niezerowy funkcjonat w na F taki ze (w @ id)(r(f @ 1)) € A
dla wszystkich f € F.

Wtedy A jest generowane przez T

Uzywajac powyzszego twierdzenia mozna podaé nastepujace kryterium na to kiedy
elementy stowarzyszone 11,75, ..., Ty generuja C*-algebre:

Twierdzenie 4. Niech T1,T,...,T, bedq elementami stowarzyszonymi z C*-algebrg
A. Podzbior M(A) ztozony z elementéw postaci (1 + TrT;)~Y, (14 T,TF)™Y, exp(=T¢T;),
exp(=T1;T}) bedzie oznaczany przez Q2. Zatdzmy ze:
L. Tv, Ty ..., T, rozdzielajg reprezentacje: jesli o1, po € Rep(A; H) sq réznymi repre-
zentacjami, wtedy istnieje i € 1,..., N takie, ze: (id ® p1)(T;) # (id ® v2)(T3).
I1. Istniejqg elementy 1,712, ..., 1 € Q takie, ze tloczyn rirs .. .7 € A.

Wtedy A jest generowana przez 11,15, ..., Ty.

3. Grupy Kwantowe.

Lokalnie zwarte grupy kwantowe sg skomplikowanymi obiektami matematycznymi. Je-
den z eleganckich sposobow ich opisu bazuje na operatorze multyplikatywnym unitarnym.
Podejscie to zostalo zapoczatkowane przez Baaj’a i Skandalis’a w pracy [1]. Lepiej pasujaca
do opisu lokalnie zwartych grup kwantowych wersje teorii operatoréw multyplikatywnych
unitarnych podal S.L.. Woronowicz w pracy [18]. Ponizsze twierdzenia i definicje, w wiek-
szosci pochodza wtasnie z niej.

Definicja 4. Niech H bedzie przestrzenig Hilberta, W bedzie unitarnym operatorem
dzialajacym na H ® H. Méwimy, ze W jest operatorem multyplikatywnym unitarnym jesli
spetlnia on réwnanie pentagonalne:

W23W12 = W12W13W23-

Definicja 5. Niech H bedzie przestrzenia Hilberta, W € B(H ® H) bedzie operatorem
multyplikatywnym unitarnym. Mo6wimy, ze I jest poreczny jesli istnieje samosprzezony,
dodatni operator () dzialajacy na H oraz unitarny operator W dzialajacy na H ® H taki,
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ze ker@Q = {0}, W(Q @ Q)W*=Q ® Q oraz

(z@uWlz0y) = (20 Q(u)|W]ze Q™ ()

dla wszystkich z,z € H, y € D(Q™") i u € D(Q).

Twierdzenie 5. Niech H bedzie osrodkowq przestrzeniq Hilberta, W € B(H® H) bedzie
porecznym multyplikatywnym unitarnym operatorem. Niech

Wtedy

A={(w@idW :w € B(H)*}”'”>

A=Tdo) W) weBE)

. A oraz A sq¢ oSrodkowymi C*-algebrami dziatajgcym na H w niezdegenerowany

5posab.

W eMA®A).
. Istnieje doktadnie jeden morfizm A € Mor(A; A ® A) taki, ze

(Zd® A)W = W12W13.

A jest kotgezny: (id @ A)A = (A ® id)A. Ponadto {A(a)(I ®0b) :a,be A A}
oraz {(a @ I)A(D) : a,b € A® A} sq liniowo gestymi podzbiorami w A ® A.

. Istnieje doktadnie jeden domkniety operator k dziatajgcy na przestrzeni Banach

A, taki Ze {(w @ id)W :w € B(H).} jest istotng dziedzing k oraz
E((w @ id)W) = (w @ id) (W)
dla kazdego w € B(H),.. Dziedzina D(k) jest podalgebrg A oraz K jest antimultip-
likatywne: rk(ab) = k(b)k(a) dla wszystkich a,b € D(k). Obraz k(D(k)) pokrywa
sie z D(k)* oraz k(k(a)*)* = a dla wszystkich a € D(k).
Operator Kk postada rozktad biequnowy:

k=RorT:
2

gdzie Ti jest analitycznym generatorem jednoparametrowej grupy (7;)icr automor-

fizmow C*-algebry A oraz R jest inwolutywnym antyautomorfizmem komutujgcym
z automorfizmami 7, dla wszystkich t € R. W szczegdlnosci D(k) = D(T%‘). R
oraz T, 8q jednoznacznie WYznaczone prrez k.

. Niech W oraz Q) bedqg operatorami z Definicji 5. Wtedy dla kazdego t € R oraz

a € A mamy:
Tt(CL) — intCLQ_zit.
Ponadto, uzywajgc notacji eksponencjalnej dla R, spelnione jest rownanie

WTOR = 77,

Definicja 6. Niech H bedzie przestrzeniag Hilberta, A bedzie C*-algebra dzialajaca na
H w niezdegenerowany sposob oraz A € Mor(A; A ® A) bedzie kotagcznym morfizmem.



19

Para (A, A) bedzie nazywana grupa kwantowa, jesli istnieje poreczny, multyplikatywny
unitarny operator W € B(H ® H) taki, ze

A={(w®id)W :w € B(H),}
Ala) = W(a® I)W*.

Nastepujace Twierdzenie (punkt 6 Twierdzenia 1.6, [18]) bedzie uzyteczne w dalszej
czeScl pracy:

-1
Y

Twierdzenie 6. Niech H bedzie przestrzeniq Hilberta, W € B(H®H) bedzie porecznym
multyplikatywnym unitarnym operatorem, A A bedqg grupami kwantowymi danymi przez
W (patrz Twierdzenie 5). Niech H' bedzie przestrzeniq Hilberta, m € Rep(A; H') bedzie
reprezentacjg C*-algebry A na H' oraz D € B(H') bedzie osrodkowg C*-algebry dziatajgcq
w niezdegenerowany sposéb na H'. Wtedy

<(7r ®id)W € M(D ® A)) = <7r € Mor(A; D)).

Powyzsze Twierdzenie jest rownowazne temu, ze element YW*Y € M(A ® fl) generuje
C*-algebre A.






ROZDZIAY 3

Grupa Heisenberga.

W niniejszym rozdziale zbierzemy informacje dotyczace grupy Heisenberga. Beda one
potrzebne przy konstrukcji Kwantowej Grupy Heisenberga-Lorentza. Zacznijmy od og6l-
nych wiadomo$ci na temat reprezentacji grup Liego w C*-algebrach.

1. Reprezentacje grup Liego w C*-algebrach.

Podane ponizej fakty, pochodza w wiekszosci z rozdziatu drugiego pracy [10].
Niech G bedzie grupa Liego oraz A bedzie C*-algebrg. Mo6wimy, ze odwzorowanie
u: G — M(A) jest unitarng reprezentacja grupy G jesli:
1. u(g) jest elementem unitarnym dla wszystkich g € G.
2. u(g192) = u(g1)u(g2) dla wszystkich g1, g2 € G.
3. Dla wszystkich a € A, odwzorowanie G > g — u(g)a € A jest ciagle w normie.

Uwaga 1. Niech C*(G) bedzie C*-algebra grupows grupy G. Wiadomo, ze istnieje wza-
jemnie jednoznaczna odpowiednio$¢ miedzy unitarnymi reprezentacjami G w algebrze A a
morfizmami Mor(C*(G); A). Niech 7w bedzie morfizmem: 7m € Mor(C*(G); A). Konstrukcja
unitarnej reprezentacji u, polega na obcieciu morfizmu 7 do grupy G, ktora jest zanurzona
w M(C*(G)): ur(g9) = m(g). Ponadto dla kazdej reprezentacji unitarnej u grupy G na
C*-algebrze A istnieje doktadnie jeden morfizm 7, € Mor(C*(G); A) taki, ze m,(g) = u(g).

Niech g bedzie algebra Liego grupy G oraz £ bedzie algebra obwiedniag. Z definicji,
g jest zbiorem prawo-niezmienniczych pél wektorowych. Podobnie £ jest zbiorem prawo-
niezmienniczych operatoréw rézniczkowych. Na &£ istnieje antyliniowa, antymultyplika-
tywna operacja inwolucji: £ > M — M™ € £ taka ze X+ = —X dla wszystkich X € g.

Niech u bedzie reprezentcjg unitarng grupy Liego G na C*-algebrze A. Moéwimy, ze
a € A jest elementem gladkim jesli odwzorowanie G > g — u(g)a € A jest gladkie. Zbior
elementow gladkich oznaczamy symbolem D> (u). Dla M € £ definiujemy operator du(M)
dziatajacy na D*°(u) wzorem:

du(M)a = Mu(g)a}g:e.

Mozna pokazaé, ze du(M) jest operator domykalnym. Od tej pory przez du(M) bedziemy
rozumieli odpowiednie domkniecie. Powstaje pytanie: kiedy du(M) jest elementem sto-
warzyszonym z A? Warunek wystarczajacy opisuje Twierdzenie 2.1 z pracy [10]:

Twierdzenie 7. Niech u bedzie unitarng reprezentacjg grupy G na C*-algebrze A
it niech M € E. Zatéimy, ze jedynym gtadkim, ograniczonym rozwigzaniem réwnania
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rézniczkowego MTMf = —f jest funkcja tozsamosciowo réwna zeru. Wiedy du(M) n A,
du(M*)n A oraz du(M)* = du(M™).

Innym kryterium rozstrzygajacym problem stowarzyszenia jest nastepujace:

Twierdzenie 8. Niech u bedzie unitarng reprezentacjq grupy G w C*-algebrze A.
Ustalmy M € & oraz zatézmy, ze zbior (1 + du(M™)du(M)) D™ (u) jest gesty w A. Wtedy
du(M),du(M*)n A oraz du(M)* = du(M™).

Dowod. Dowdd jest zastosowaniem Stwierdzenia 1 gdzie T = du(M) oraz T =
du(M). O
Uwaga 2. Latwo jest pokazaé, ze elementy algebry Liego g spelniaja zalozenia Twier-

dzenia 7. Niech X; bedzie baza algebry Liego g. Operator Nelsona A =Y " XX, € €
takze spelnia zalozenia Twierdzenia 8.

2. Grupa Heisenberga i jej algebra Liego.

Niech H bedzie grupa Heisenberga. Jest to grupa Liego z rozmaito$cia grupowa postaci
C x R oraz mnozeniem:

(z,0)(2',t") = (2 + 2/, t + ' + Im(22)).
Algebra Liego h grupy Heisenberga H jest rzeczywisty przestrzenia wektorowa rozpieta
przez trzy elementy X, Y, Z spelniajace nastepujace relacje komutacyjne
X,Y]|=2 [X,Z]=][Y,Z]=0.

Elementy XY, Z sg polami wektorowymi danymi przez prawostronne rézniczkowania za-
dane przez jednoparametrowe podgrupy ['x, I'y, 'z odpowiednio, gdzie

'y ={(t,0) : t € R}

Iy ={(—it,0) : t € R}

L'y ={(0,2t) : t € R}.

Mozna sprawdzi¢, ze X = a% + y%, Y = _a% + x%, Z = 2%.

Wprowadzmy pola wektorowe a = X + Y € £ oraz A = 2iZ € £. Zauwazmy, ze \ jest
elementem samosprzezonym algebry obwiedniej: A™ = ) oraz spelniony jest nastepujacy
zwiazek komutacyjny: [a,a™] = .

Niech f bedzie funkcjg ciggla na H. Symbolem R(.; bedziemy oznacza¢ operator
prawego przesuniecia funkcji:

R(z,t)f(zlv t/> =f ((Z/v t/)(z7t)) :

Bezposrednim rachunkiem sprawdzamy ze, af = Q%R(zﬂ) fl.=0 dla kazdej funkcji gtadkiej
f. Podobnie, dla C*-algebry A, reprezentacji grupy Heisenberga u na A oraz elementu
gtadkiego x € D*°(u) mamy:

0
du(a)r = Z&U(Z,())l“zzo. (12)
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3. Algebra Grupowa Grupy Heisenberga.

Niech C*(H) bedzie algebra grupowa grupy Heisenberga oraz U bedzie kanoniczna
reprezentacja grupy H w algebrze grupowej: H > (z,t) — U(z,t) € M(C*(H)). Reprezen-
tacja dU jest wierna, co pozwala utozsamiaé element 1" € £ z operatorem dU (7). Korzys-
tajac z Uwagi 2 widzimy, ze A € & jest stowarzyszony z C*-algebra C*(H). Zauwazmy ze

U(z+2,0) =U(z,0)U(2',0) exp <%ilm(zz’)) : (13)

Dalej pokazemy, ze takze a € £ jest stowarzyszony z C*(H). Powolujac sie na Twierdzenie
8 widzimy, iz w tym celu wystarczy wykazac¢, ze podzbior

(1+a*a)D>(U) C C*(H) (14)

jest gesty. Dowdd powyzszego zawierania poprzedzimy konstrukcja potgrupy operatorow
exp(—ta™a) € M(C*(H)). Rozpocznijmy od wprowadzenia kilku pomocniczych obiektow.
Dla z € C, x € R oraz t € R, polézmy

Texptx |z|?2 coth tx
h = — e R,. 15

Wzoér ten definiuje jednoparametrowa rodzine ciagtych funkcji h, € C(C x R).

Lemat 4. Niech h; bedzie rodzing funkcji rozwazang powyzej. Wtedy:

1. Dla ustalonych x € R oraz t € Ry funkcja hy(-,x) : C 3 z — hy(z,x) € Ry jest
catkowalna oraz
exptx

e (- )l =

2. Ustalmy z € C oraz v € R. Odwzorowanie R, > t — h(z,x) € R, jest
rozniczkowalne oraz

coshtx’

9, B | 2|22
aht(z, T) = (m + (1 — coth(tx))) hi(z, ). (16)

3. Niech t,t' € R, orazt € [%,t’}. Wtedy
t t
|he(-,2) — hy (-, )1 §4t—2 <1+?) ' —t) (17)

dla wszystkich x € R.
4. Dla ustalonego t € Ry mamy

Tim [|Ay (-, ) = (- )]s = 0

5. limy_g hy(z,z) = 0(2) gdzie § jest deltq Diraca.
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Dowéd. Punkty 1,2 i 5 sprowadzaja sie do wykonania bezposredniego rachunku. Za-
jmijmy sie punktem 3 dla x > 0 ( przypadek = < 0 dowodzimy analogicznie.) Korzystajac
z punktu 2 oraz z Twierdzenia Lagrange’a widzimy, ze

(M +a(l— coth(t”x))) hon (2, )

|hi(z,2) = ho(z,2)] < (' — 1) sup 4 sinh®(t"z)

e[t t]

Latwo zobaczy¢, ze

sup
teltt]

(M + (1 — coth(t”fl?))) he (2, )
4 SiIlh2 (t”l’) t )

| 2|2 22 rexp(t'z) ( | 2|22 coth t’x)
< | —/———— + z(coth(tz) = 1) | ————exp | ——— | .
- (4 sinh?(tx) ( (tz) = 1) 4 sinh(tx) P 4
Scatkowanie powyzszej nieréwnosci ze wzgledu na zmienng z daje
[Pe(- ) = (-, )2

x exp(—tx) exp(t'zx) x exp(t'zr) ,
< sinh(tx) sinh(tz) coth(t'z) - sinh(tz) sinh?(tx) cothQ(t’x)> =1

tl t/2 ,
< 4<t—2+t—3) (t'—1t)
t/

jesli tylko 5 <t < t'. Punkt 4 wynika z Twierdzenia Lebesgeua o zbieznosci zmajory-

zZowanej. O

<

Uwaga 3. W ostatnim kroku powyzszego oszacowania wykorzystaliSmy nastepujace
nieré6wnosci:

x sinh(t'z) t exp(t'x)

ST < D exp(t — ¢
sinh(tz) — texp( 2,

z ktorych wynikaja ponizsze oszacowania:

<2
cosh(t'z) —

. < 17
sinhtxr — ¢

/

z exp(—tx) exp(t'z) / /
sinh(tz) sinh(tx) coth(t'z) < 2t_2 exp((t' — 2t)x))

T exp(t/x) t/2 /
4— t' —2t)x).
sinh(tx) sinh?(tz) coth?(t'z) — ¢ exp(( )x)

Korzystajac z zalozenia t' — 2t < 0 oraz x > 0 dostajemy teze punktu 3 naszego Lematu.

Dla x € R oraz t € R, polozmy
Hi(z) = / dzh, (z %x) U(2,0) € M(C* (H)). (18)
C

Z Lematu 4 wynika, ze powyzsza calka istnieje w sensie topologii strict na M(C*(H)) oraz
H; ma nastepujace wlasnosci :

L || Hy(x)]| < 2.
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2. Dla ustalonego t € R, odwzorowanie R 5 z — H,(z) € M(C*(H)) jest ciagle w
normie. _

3. Dla kazdego x € R mamy lim; o H;(z) = 1 w sensie topologii strict na M(C*(H)).

4. Dlat € [%,t’} € R, mamy

~ ~ t t
sup || Hy(v) — Hy(2)|| < 4 (1 + —) (t" —1).
z€eR t t

7 punktu 1 i 2 wynika, 7ze odwzorowanie H, : R 3 x — H,(x) € M(C*(H)) jest ciagle w
normie i ograniczone. W takim razie jest ono elementem C*-algebry M(C(R) ® C*(H)).
Z punktu 4 widzimy, ze odwzorowanie R, 3 ¢ — H, € M(Cu(R) ® C*(H)) jest ciagle
w normie. Natomiast punkt 3 pokazuje, ze lim;_ . H, = 1 w sensie topologii strict na
M(Cx(R) ® C*(H)).

Przejdzmy do konstrukeji polgrupy exp(—ta*a) € M(C*(H)). Formalnie sprowadza sie
ona do zastapienia zmiennej rzeczywistej x we wzorze (18) przez element samosprzezony
AnH. Jednakze wiaze sie to z pewnymi technicznymi problemami dotyczacymi zbieznosci
calek. Ponizej opiszemy elegancki sposéb ich pokonania.

Operator A n C*(H) jest elementem centralnym, tzn. f(\) € M(C*(H)) komutuje ze
wszystkimi elementami M(C*(H)) dla wszystkich f € C(R). W takim razie odwzorowanie

CoR)@C'(H) > f@x— f(N)z e C(H)
rozszerza si¢ do morfizmu 7, € Mor(Cy(R) ® C*(H); C*(H)). Dla liczby dodatniej t € R
polézmy
Hy = my(Hy) € M(C"(H)). (19)

Niech f € C.(R) bedzie funkcja ciagla o zwartym nosniku oraz y' € C*(H). Wtedy
dla y = f(\)y oraz t € Ry, odwzorowanie C > z +— h; (z,3)) U(z,0)y € C*(H) jest
catkowalne w sensie normowym. Faktycznie

1 rexptr | 2|22 coth tz
h MU0 fNy|| < 2r) —— e !
(252) 0| < s | rn) TSR e (<RI gy
Texptx |2|? inf g |z coth tz| ,
< 2r)— — .
- ilég I/ x)4sinhtx < 4 Iyl

T exp tr
4sinhtx

Zauwazajac, ze inf,cg |z cothtz| > 0 oraz sup,cp ‘f(2:z:) ‘ < oo dostajemy catkowal-

no$¢. Latwo sprawdzié, ze

Hy = /C dzh, <z %)\) U(z0)y. (20)

Lemat 5. Niech H bedzie grupg Heisenberga, H, € M(C*(H)) bedzie rodzing ele-
mentow zdefiniowanych powyzej. Wtedy H,; jest normowo ciqglq potgrupg kontrakcji oraz
limy g H; = 1 w sensie topologii strict na M(C*(H)).
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Dowdd. Niech y = f(\)y gdzie f € Co(R) jest funkcja o zwartym nosniku oraz
y' € C*(H). Pokazemy, ze odwzorowanie R > ¢ — H; € M(C*(H) jest polgrupa operatorow.
Korzystajac z formuly (20) liczymy

1 1
Htlthy = / dZdZ/htl <Z, 5)\) th <Z/, 5)\) U(Z, O)U(Z/, O)y
C2

1 1
:/ dzdz'hy, <z, —)\) hy, <z', —)\) exp (—éiIm(zz')) U(z+2,0)y
o2 2 2 4
/ / 1 / 1 A —
= / dz (/ dz"hy, (z -z, —)\) hi, (z : —)\) exp (——1Im(zz ))) U(z,0)y.
- - 2 2 1

Tozsamosci dla funkeji hiperbolicznych oraz wlasnosci funkeji Gaussa daja:

1 1 Ao 1
/cdz/htl (z -7, §>\) hi, (z', §>\) exp (—lem(zzl)) = htrtt, (z’ §>\) '

W takim razie
1
Hy Hy,y = / dzhy, 14, (z, 5)\) U(z,0)y = Hy, +1,y,
C
co pokazuje, ze H;, ,, = Hy H;,. Reszta wlasnosci polgrupy operatoréw H; wynika tatwo
z wlasnosci operatorow H; € M(C,(R) ® C*(H)) udowodnionych w Lemacie 4. O
Pokazemy teraz, ze generatorem potgrupy H; jest —a™a.

Lemat 6. Niech U bedzie kanoniczng reprezentacjq grupy Heisenberga w C*(H), H, €
M(C*(H)) bedzie potgrupg operatoréw wprowadzong powyzej, [ € Coo(R) bedzie funkcjg
cigglta o zwartym nosniku oraz y' € D*(U). Potézmy y = f(\)y'. Wtedy

1. Odwzorowanie R, >t — Hyy € C*(H) jest rézniczkowalne.
2. Hiy € D*(U).
3. %th = —ataHy = —Hy(aay)

Dowéd. Z Lematu 4 wynika, ze

d. 2202 A ) 1
Eth—/(ch (m+§ 1 — coth E ht Z7§>\ U(Z70)y7 (21)

co dowodzi punkt 1 naszego lematu. PrzejdZzmy do punktu 2. Rozwazmy odwzorowanie
C> 2+~ U(z,0)Hy € C*(H).
Zauwazmy, ze:

U(z,0)Hy = / dz'hy (z', %)\) U(z,0)U(2',0)y.
C

Korzystajac z relacji (13) dostajemy

U(z,0)Hy = / dz'hy <z', %A) exp (—%ilm(zz')) U(z+2,0)y.
C
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Zamiana zmiennych 2’ — 2’ — z prowadzi do formuty
1 A

U(z,0)Hy = / dz'hy (z’ -z, §>\) exp (—Zilm(zzl)) U(',0)y.

C

Przypomnijmy, ze dla x € D*(U) mamy ax = 2%U(2, 0)x|,—o. Stad

0 , 1 A ,
aHyy = / dz' 2$ (ht (z — 2, 5)\) exp (—lem(zz )))

Korzystajac z (15) dostajemy

SR I ——)

A tA 1
Lol () )
co pokazuje, ze:

oty (oo (2) 1) [ (<) iz
U)

Rownos¢ atz = —22U(z,0)z dla wszystkich z € D*(U

A tA
ataHuy = 1 <coth < 5 ) - 1)
/ 0 =1 - / 1 A =
X /(Cdz 25 ((z Z)hy (z , 2)\) exp ( 411m(zz )))

Rézniczkujac po Zz dostajemy

N L . S tA 1
! ath_/ch< s (2) 2\ Otg)) )=t ) U0

Poréwnujac powyzsze wyrazenie z rownaniem (21) widzimy, ze

d
%th = —a"aHy.

U(Z,0)y.

daje

U(Z,0)y.

2=0

O

Z Lematu 5 wynika ze odwzorowanie R, > ¢ — exp(—t)H; € M(C*(H)) jest ciagle w

normie oraz catkowalne. Polozmy = = / exp(—t)H; € M(C*(H)).
Ry

Lemat 7. Niech U bedzie kanoniczng reprezentacjqg grupy Heisenberga w algebrze gru-
powej C*(H) oraz = € M(C*(H)) bedzie elementem zdefiniowanym powyzej. Wtedy dla
wszystkich y € D*(U) mamy Zy € D*(U) oraz

(14 a*a)Zy =y. (22)
W szczegdlnosci zbior (1 + a™a) D*(U) jest gesty w C*(H) oraz an C*(H).
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Dowéd. Korzystajac z punktu 3 Lematu 6 widzimy ze

d
ataZy = —/ exp(—t)— Hyy.
. at

Calkowanie przez czesci daje
ataZy =y — Ey,
co dowodzi (22). Dowod drugiej czesci powyzszego twierdzenia wynika z Twierdzenia 8. [J

Na koniec tego rozdziatu, udowodnimy uzyteczne w dalszej czedci pracy

Stwierdzenie 2. Niech H bedzie osrodkowq przestrzeniq Hilberta oraz (ay, A1) i (ag, \o)
bedzie parg reprezentacyi algebry Liego b grupy Heisenberga na H catkowalnych do komutu-
jacych reprezentacyi grupy Heisenberga. Wtedy operatory a+as oraz A1 + Ay sqg domykalne
oraz (a1 +az, \1+X2) jest catkowalng reprezentacjq algebry Liego ). Ponadto jesli \y = —Xo
oraz kerA\; = {0} to a1 + aq jest operatorem normalnym oraz ker(a; + as) = {0}.

Dowéd. Niech U, U* bedzie parg komutujacymi reprezentacjami grupy Heisenberga
prowadzacych do reprezentacji (aj, A1) oraz (as, Ag). Dla (2,t) € CxR potézmy U (z,t) =
U (z,t)U*(z,t) € B(H). Latwo pokazac, ze odwzorowanie

CxR>(2,t) — U*(2,t) € B(H)

jest reprezentacja grupy Heisenberga. Niech (a3, A3) beda generatorami infinitezymalnymi
tej reprezentacji. Z definicji reprezentacji U wynika, ze \; + Ay = A3 oraz a; + as C as3.
Wykazemy, ze takze inkluzja przeciwna az C a; + ao jest prawdziwa. Zauwazmy, ze zbior
D(a1) N D(az) ND(A) N D(A2) jest gesty w H. Faktycznie, zbior

(1 + (]J){Ch)_l(l + a§a2)_1(1 + )\T)\l)_l(l + )\;>\2>_1H

jest podzbiorem D(a;) N D(az) N D(A;) N D(A2) gestym w H. Z Wniosku 1 wynika, ze
(1+ asaz)™" (D(a;) N D(az) ND(A;) N D(Xy)) jest istotng dziedzing dla as. W takim razie
inkluzja a3 C a; + as bedzie dowiedziona jesli pokazemy, ze

(1 + a}:ag)_l (D((Zl) N D((ZQ) N D()\l) N D()\Q)) C D(CL1> N D((J,g). (23)

Przypomnijmy, ze (1 + ajas)™' = / dt exp(—t)H;* gdzie
R

1
Hfgl’ = / tht (Z, 5)\3) Uag(Z,O)IL'.
C

W takim razie

U (2,0)(1 + ajaz) 'z :/ dt exp(—t)
R4

X /dz'ht (z', %)\3) exp (%ilm(zz')) U (2, 0)U"(z,0)z.
C
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Pamietajac, ze a1y = 22U (z, O)Z‘z:O widzimy, ze (1 + aja3) "'z € D(a;) oraz

a(1+akas) 'z = (1+akas) tayx

1 A A
+ / dt exp(—t) / dz'z' hy (z', —>\3) exp (—lilm(z?)) U (', 0)5 .
R, C 2 2 2
Podobnie pokazujemy, ze (1 + afa;) ™'z € D(ay) co dowodzi (23).
PrzejdZzmy do dowodu drugiej czesci twierdzenia. Zalézmy, ze A\ = —\y. Wtedy A3 =0
wiec a; + ao jest operatorem normalnym. Podobnie, operator
n=A"(a; — ay)
jest normalny (gdzie przy jego definicji skorzystaliSmy z tego,ze A; jest odwracalny). Mozna
sprawdzi¢, ze unitarne operatory exp(ilm(zn)) implementuja przesuniecia operatora a;+as:
exp(iIm(zn))(a; + az) exp(—ilm(zn)) = a; + as — z.

Jesli a; +a, mialoby w spektrum zerowa warto$¢ wlasng, to z powyzszego wzoru, wszystkie
liczby zespolone bylyby wartoSciami wlasnymi tego operatora. Jednakze dla o$rodkowe;j
przestrzeni Hilberta jest to niemozliwe, gdyz wektory wlasne operatoréw normalnych sg
ortogonalne. W takim razie ker(a; + as) = {0}. O






ROZDZIAY 4

Deformacja Rieffela.

Deformacja Rieffela jest narzedziem stuzacym do konstrukeji kwantowych przestrzeni w
tym kwantowych grup. Nasze podejscie do tego zagadnienia r6zni sie od podejscia Rieffela.
Bazuje ono na teorii Landstada iloczynéw krzyzowych i pozwala wprowadzi¢ odpowiednie
C*-algebry bez uzycia tzw. calek oscylacyjnych, ktore byto gtléwnym narzedziem uzywanym
przez Rieffela.

1. Teoria Landstada iloczynéw krzyzowych przez grupy abelowe.

W niniejszym rozdziale zaprezentujemy teorie Landstada iloczynéw krzyzowych C*-
algebr przez lokalnie zwarte grupy abelowe. Szczegélowe ujecie tematu mozna znalezé w
[11]. Zacznijmy od nastepujacej definicji.

Definicja 7. Niech I'" bedzie lokalnie zwartg grupa abelowa, B bedzie C*-algebra.
Przypusémy, ze mamy dany morfizm \ z grupy I" w grupe unitarnych mnoznikéw M(B)

ciaggly w topologii strict oraz dzialanie p grupy dualnej I na C*-algebrze B. Jesli spelniony
jest warunek:

ﬁa,()w) = <:>/77>)\“/
to trojke (B, A, p) nazywamy [-produktem.

Korzystajac z Uwagi 1 widzimy, ze unitarna reprezentacja A : I' — M(B) indukuje
morfizm \ € Mor(C*(F);B). Pokazemy, ze A jest injektywne. Uzywajac transformaty
Fouriera mozemy utozsamié¢ algebre grupowa C*(I') z algebra funkcji na grupie dualne;
Coo(I'). Prowadzi to do morfizmu A € Mor(Co(I'); B). Dla4 € I' oraz f € Coo(I') polézmy
m(f)(%) = f(¥ +4). Formuta ta definiuje grupe automorfizmow 75 € Aut(Cy(I)).
Morfizm A splata automorfizmy p i 7:

A(75(f)) = ps(A(f)) dla wszysktich f € Coo(T). (24)
Rownanie (24) wystarczy sprawdzié¢ na charakterach u, € M(Co(T')) zadanych przez ele-
menty v € I
u (%) = (v,4') dla wszystkich 4’ € T

Zauwazmy, ze

W takim razie
75(uy) = (7, )y (25)
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Z drugiej strony A(u,) = A\, € M(B) oraz

P4 (A(u'y)) = p3(Ay) = (1, M A (uy). (26)
Roéwnania (25),(26) daja (24).

Wtasnosé splatania reprezentacji p i 7 przez A pokazuje, Ze ker A C C ( ) jest niezmi-
ennicze na przesuniecia. Ponadto ker A jest idealem w C ( ) wiec jest ono zawarte w
pewnym nietrywialnym ideale maksymalnym. W takim razie istnieje element ~, € r taki,
ze jesli A(f) = 0 to f(50) = 0. Dzieki niezmienniczosci ker A na przesuniecia dostaJemy
f(3) = 0 dla kazdego 4 € I wiec f = 0. Stad ker A = {0} czyli morfizm X\ zanurza C., ( )

w algebre mnoznikow M(B). W dalszej czesci pracy bedziemy zazwyczaj traktowac Coo( )
jak podalgebre M(B).

Definicja 8. Niech (B, ), p) bedzie I'-produktem oraz x € M(B) bedzie elementem
algebry mnoznikow. Moéwimy, ze = € M(B) spelnia warunki Landstada jesli

(i)  ps(x) = = dla wszystkich 4 € T,
(7i) Odwzorowanie vy +— /\»Yl’%\f{ jest normowo ciagte, (27)
(1i1) fxg € Bdla f,g € Co(I).

Symbolem A bedzie oznaczaé zbiér elementéw spelniajacych powyzsze warunki.

W konkretnych rachunkach Wygodnie jest zozsmarowaézeprezentacje A\, € M(B) przy
pomocy funkcji b € L'(I'): Ay = 1 h( V)Aydy € M(B). Zauwazmy, ze A, € M(B) pokrywa
sie z transformata Fouriera §(h) € Cy ( ) C M(B).

Pokazemy, ze nasza definicja jest réwnowazna definicji Landstada, w ktorej trzeci
warunek miatl nastepujaca postac:

Asz, x)\; € B dla wszystkich f,g € L'(T). (28)

Ponizszy argument jest wersja rozumowania z pracy [13]. Warunek (iii) z (27) jest stabszy
niz oryginalny warunek Landstada. Jednak wraz z pozostalymi dwoma implikuje on (28).
Rzeczywiscie, niech € M(B) spelnia warunki Landstada (27). Ustalmy ¢ > 0. Korzys-
tajac z warunku (i7) (27), mozemy znalez¢ otoczenie O elementu neutralnego e € I' takie,
ze
|Ayz — 2z, || < e dla wszystkich v € O.
Niech xo oznacza znormalizowana funkcje charakterystyczng zbioru O:
1 . 1
_ ) s IeslineO
xo(7) { 0 jesliyeTl\O
Wtedy ||,z — 2\, || < e. Biorac mniejsze otoczenie jesli to konieczne, mozemy zalozy¢,
ze |[AfAyo — Af|| < e. Ponizszy rachunek
AT =M — Ao + A Ao = (Ap2 — A Ao @) + (A A0 — Ap2A o) + ArzA
pokazuje, ze ||Arx — Az, || < e(l|z| + || Af]]). Czyli Ajz mozemy przyblizy¢ elementami

postaci A\rzA,, € B. W takim razie \;x € B. Symetryczny argument pokazuje ze
LL’)\f € B.
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Mozna sprawdzi¢, ze elementy A C M(B) tworza C*-algebre oraz formuta
A3 ar pyla) = aX, € A

zadaje ciggle dzialanie grupy I' na A. C*-algebra A bedzie nazywana algebra Landstada.
Okazuje sie ze wlozenie A w M(B) jest morfizmem C*-algebr. W takim razie algebra
mnoznikow M(A) zanurza sie w M(B). Warunki Landstada dla mnoznikéw M(A) maja
postac:

(i)  ps(x) = = dla wszystkich 4 € T;
xeM(A) | & | (i) Dla wszystkich a € A, odwzorowanie (29)
v — AyxAla jest ciagle w normie.

Zauwazmy, ze pierwszy i drugi warunek (27) implikuje warunki (29).

Przyktady I'-produktéow pojawiaja sie przez konstrukcje iloczynu krzyzowego. Niech A
bedzie C*-algebra oraz p : I' 3 v — p, € Aut(A) bedzie ciaglym dziataniem grupy I' na A.
Iloczyn krzyzowy A x,I" ma nastepujace wlasnosci:

e Istnieja morfizmy ¢4 € Mor(A, A x, T) oraz A € Mor(Co(T'), A %, T) takie, ze
=1l = [I-1
ta(AANCo(I)) = AMCo(I))ea(A) =Ax,T.

e Istnieje dzialanie grupy dualnej p na A x, I' takie, ze

ps(a) = a dla kazdego a € A,
ps (M) = A\(75(z)) dla kazdego = € Coo(T),

~

gdzie 75 € Aut(Cy (L)) jest automorfizmem przesuniecia o element 7.

Jak opisaliSmy w Uwadze 1 morfizm X pochodzi od reprezentacji grupy I' w A x, I, ktérg
takze bedziemy oznaczali symbolem \. Latwo sprawdzi¢, ze trojka (A x, I', A\, p) jest I'-
produktem.

Niech (B, A, p) bedzie I'-produktem, (A, p) bedzie algebra Landstada z dzialaniem p
grupy I' implementowanym przez A. Okazuje sie, ze I'-produkt (B, A, p) jest izomorficzny
ze standardowym I'-produktem na iloczynie krzyzowym A x,I". Méwiac precyzyjnie mozna
udowodnié nastepujace

Twierdzenie 9. Trdjka (B, \, p) jest I'-produktem wtedy i tylko wtedy gdy istnieje C*-
system dynamiczny (A, T, p) taki, ze B = A x,'. System ten jest jedyny z doktadnoscig
do wspdtzmienniczego izomorfizmu. Algebra A jest algebrq Landstada I'-produktu (B, X, p)
a p dane jest wzorem p,(a) = \,a\:.

Uwaga 4. Dowdd powyzszego twierdzenia mozna znalez¢ w [11]. Gléwnym problemem
jest pokazanie istnienia dostatecznie wielu elementéw spelniajacych warunki Landstada.
Rozwigzanie dane jest przez calkowanie dziatania p po grupie dualnej. Méwimy, ze element
x € M(B)4 jest p-catkowalny jesli istnieje element y € M(B), taki, ze

wly) = / w(ps(2))dA
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dla wszystkich w € M(B)*. Element y oznaczany bedzie przez €(x). Podobnie, dowolny
element x € M(B) nazywamy p-catkowalnym, jesli jest on kombinacja liniowa dodatnich,
p-catkowalnych elementow. Zbior elementoéw p-catkowalnych bedziemy oznaczaé¢ symbolem
D(€&). Odwzorowanie usredniania rozszerzamy przez liniowosé do D(€&):

¢ : D(€) — M(B).

Dla duzej klasy elementéw = € D(€&), &(x) jest elementem algebry Landstada A. Jest

tak dla elementoéw postaci fibf, gdzie b € B oraz fi, fo € Coo(f) N L2(f‘). Ponadto,
odwzorowanie

B >b— €&(fibf2) € M(B) (30)
jest ciaggle i mamy nastepujace oszacowanie norm:
IECALLI < [ f2ll2llBl]f2 12 (31)
gdzie || - ||> jest norma L?. Udowodnimy teraz nastepujaca réwnosé
~ ~ cls
{e(hvf) s be B, fi,fre Cou(D)NLXD)} = A (32)

Niech a € A oraz fi, f2, f3, f1 beda ciggltymi funkcjami o zwartych nosnikach na I'. Roz-
wazmy element x = Ap Ap,alpAg,. Zauwazmy, Ze

v = ()3 (f2)aF(f)3(f2) oraz F(f1),.... F(f2) € (D).
Korzystajac z (30) widzimy, ze x € D(€). Liczymy:

&(x) = / Py (Ap Ap @A Apy)dy
Z/d%&(/ dyrdryadysdya fr(71) f2(V2) Ay 4y @G 1 f3(73) f4(74))

= /d? / dyrdryadrysdya (.71 + 72 + 73 4+ 7a) F1(71) f2(72) Ay 440 @A g 1y [3(3) fa(74)-

7 wlasnoéci transformaty Fouriera dostajemy:

€(r) = /d%d%d%ﬂylﬂz(a)fl(71)f2(72)f3(73)f4(—’71 — Y2 — V3).

Jesli teraz f1, fo, f3 daza do delty Diraca oraz f4(0) = 1 to E(ApAparpAy,) dazy do a w
normie. Dowodzi to (32).

Ponizszy lemat bedzie uzyteczny w dalszej czesci pracy:

Lemat 8. Niech (B, \, p) bedzie I'-produktem oraz V C A bedzie p-niezmienniczym
podzbiorem algebry Landstada takim, ze (Coo(I')V Coo(I))s = B. Wtedy V% = A.

Dowéd. Dowdd powyzszego lematu jest podobny do dowodu formuly (32). Niech
f1, f2, f3, f1 beda ciagltymi funkcjami na I" o zwartych no$nikach. Z (32) wynika, ze

{€A\n (ApoAp)As) v € VIP = Al (33)
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Prosty rachunek pokazuje, ze

E(Ap (ApvAg)Ap) = /d%d%d%mlmz () fr(71) f2(72) f3(73) fa(=71 — v2 — 73)-
Funkcja podcatkowa

I3 (71,72, 73) = Py (V) F1(71) f2(02) f3 () fa( =71 — 72 — 3) € V
jest normowo ciggla i ma zwarty nosnik, wiec

C(Ap (ApvAp)Ap) € V.
W takim razie, z rownania (33) dostajemy VI = A. O

Pokazemy teraz, ze morfizmy I'-produktéw zachowujace wszystkie struktury indukuja
morfizmy algebr Landstada.

Stwierdzenie 3. Niech (B, \, p) oraz (B, N, p') bedq I'-produktami z algebrami Land-

stada A, A’. Zatézmy, ze m € Mor(B, B’) jest morfizmem o nastepujgcych wtasnosciach

o (A,) =\

o (p5(b)) = p(m(D)).
Wtedy m(A) C M(A’). Ponadto |4 € Mor(A,A’"). Jesli m1(B) C B’ to n(A) C A'. Jesli
m(B) =B ton(A) = A

Dowdéd. Pokazemy najpierw, ze m(A) C M(A').
Niech a € A. Wtedy
p5(m(a)) = m(ps(a)) = m(a).
W takim razie 7(a) jest p'-niezmiennicze. Odwzorowanie
'3y = Nm(a)N =7(\aX) € M(A)

jest ciagle w normie wiec m(a) spelia pierwszy i drugi warunek Landstada (27), co
pokazuje, ze m(a) € M(A').

Wykazemy teraz, ze zbior m(A)A’ jest gesty w A’. Wiemy, ze zbior 7(B)B’ jest
gesty w B'. W takim razie 7(C*(I")A)A’C*(I") = C*(I")w(A)A’ C*(T") jest liniowo gestym
podzbiorem B’. Ponadto

)\'Vﬁ(a)a')\;* = W(Ava)\fy))\;a')\;*,
wiec zbior m(A)A’ jest zamkniety na dzialanie p. W takim razie zbior m(A)A’ spelnia
zalozenia Lematu 8 wiec jest on gesty w A'.

Jak do tej pory udowodnilismy, ze w|4 € Mor(A,A’). Zalézmy teraz, ze w(B) C
B’. Niech a € A spelnia warunki Landstada (27). Wtedy, jak pokazali$émy na poczatku
dowodu, 7(a) spetnia pierwszy i drugi warunek Landstada (27). Ponadto

fr(a)g = 7(fag) € B dla wszystkich f, g € Coo(T).

W takim razie w(A) spelnia rowniez trzeci warunek Landstada co pokazuje, ze 7(a) € A'.
Jesli m(B) = B’ to rownos¢

E(fim(b) fa) = m(E(f1bf2)) (34)
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oraz wlasno$¢ (32) pokazujg ze w(A) = A'.
Aby udowodni¢ (34) wezmy w € M(B')*. Wtedy

w(m(€(f1bf2))) = w o m(€(f1bf2)))
= d’AYW(PA‘y(fl?T(b)fz))

w / 035 (Fin (B) f2)) = w(€(fin (D) f2)).

Wiee 7(€(fibfa)) = €(fim(b) fa). O

Niech (B, A\, p), (B, N, p') beda I'-produktami oraz = € Mor(B;B’) bedzie surjekty-
wnym morfizmem spaltajacym p z p’ takim, ze w(\,) = \. Morfizm 7 prowadzi do ciagu
doktadnego C*-algebr:

0 —kerm — B5 B —0,

oraz do kanonicznego morfizmu o € Mor(B; kerm) zwiazanego z wlozeniem ideatu (patrz
Przyklad 1). Jadro ker 7 jest niezmiennicze na dzialanie p oraz trojka (ker m, v o A, plxern)
jest I'-produktem.

Stwierdzenie 4. Niech (B, \,p), (B, N, p) bedq I'-produktami z algebrami Landstada
A, A", m € Mor(B, B') bedzie surjektywnym morfizmem splatajgcym p z p' takim, ze m(\,) =
AL, Niech @ € Mor(A; A') bedzie indukowanym przez m morfizmem algebr Landstada oraz
niech o € Mor(B;kerm) bedzie kanonicznym morfizmem zwigzanym z wtozeniem ideatu
kerm w algebre B.

Trojka (kerm,a o A, plyern) jest I'-produktem. Niech J C M(kerm) bedzie jej algebrq
Landstada. Istnieje ciqg doktadny

0—>J A5 A S0,

Cigg ten jest I'-wspotzmienniczy.

Dowdd. Istnienie surjektywnego morfizmu 7 € Mor(A;A’) wynika z poprzedniego
stwierdzenia. Aby wykaza¢ istnienie powyzszego ciagu doktadnego pokazemy, ze morfizm
a € Mor(B; kerm) utozsamia ker 7 C M(B) z J C M(ker ).

Niech wiec = € ker 7 oraz a(x) = 0. Element x spelnia warunki Landstada, w szczego6l-
nosci xf € B dla wszystkich f € Coo(f‘). Stad xf € kerw oraz a(xf) = 0 Jednakze
a w obcieciu do ker 7 jest identycznoscig a wiec zf = 0 skad x = 0. Dostajemy wiec
injektywnos$¢ o na ker 7.

Surjektywnosé dostajemy ze wzoru a&(b) = €(a(b)) dla wszystkich b € D(€) oraz z
rownania (32). O
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2. Deformacja C*-algebry z dzialaniem grupy abelowej oraz 2-kocyklem na
grupie dualnej.

W poprzednim rozdziale oméwiliémy pojecie I'-produktu. W tym, pokazemy jak de-
formujac I'-produkty otrzymywaé¢ deformacje ich algebr Landstada. Niech wiec (B, A, p)
bedzie I'-produktem.

Ciggla funkcje ¥ : I' x I' — T' nazywamy 2-kocyklem je§li spelnia ona nastepujace
réwnanie:

W (1,92 +93) ¥ (F2,93) = V(31 + Y2, ¥3) ¥ (51, 52)-
Dla 4,4 potézmy W (%) = ¥(4,7). Prowadzi to do rodziny funkcji ciagtych W : I
T!. Uzywajac wlozenia A € Mor(C.(I'); B) otrzymujemy rodzine elementéw unitarnych
U; = A(¥5) € M(B). Warunek 2-kocyklu daje nastepujacy warunek na Us:

U‘\/1+’Yz = \Ij(ﬁ/la &Q)U’s’lﬁ;}/l (U‘m)' (35)

Twierdzenie 10. Niech (B, )\, p) bedzie I'-produktem oraz ¥ bedzie 2-kocyklem na I.
Odwzorowanie

p5 i B3 b pi(b) = Ulps(b)Us € B
jest automorfizmem C*-algebry B dla wszystkich 4 € . Ponadto
p¥ T34 — pY € Aut(B)
jest mocno ciggtym dziataniem grupy I na B oraz tréjka (B, N, p") jest T-produktem.
Dowéd. Z réwnania (35) wynika, ze

'5511 +92 (b) = U;y: 142 P31+ (0)Us, 44,
= \I](,%, &2)(];:1 pA“fl (U“A/2)*:6“71 (:5“72 (b)>ﬁ“/1 (U'Q/2)U'AY1 \Il(:ylv ;Y?>
= U3, oy (U3, 3, (0)Us, ) Us, = 3, (95, (b))

Widzimy wiec, ze p¥ jest dziataniem I’ na B.
Przylézmy p¥ do M\, :

ﬁgfl()‘“/> = U;/A)’AY(A’Y)U’AY = <:>/77>ij<)‘“/Ugf = <f3/77>/\’7

Ostatnie rownanie wynika z przemienno$ci I'. W takim razie, (B, A, p¥) jest [-produktem.
0]

Korzystajac z powyzszego twierdzenia mozemy opisa¢ procedure Deformacji Rieffela.
Danymi potrzebnymi do deformacji C*-algebry jest trojka (A, p, ¥) sktadajaca sie z C*-
algebry A, dziatania p lokalnie zwartej abelowej grupy I' oraz 2-kocyklu ¥ na . Zdefor-
mowana C*-algebra bedzie oznaczana przez AY. Takie trojki bedziemy nazywaé¢ danymi
Rieffela. Deformacje przeprowadzamy w trzech krokach.

(1) Konstruujemy iloczyn krzyzowy B = A x,I'. Niech (B, ), p) bedzie standardowa
strukturg I'-produktu na iloczynie krzyzowym.



38

(2) Korzystajac z Twierdzenia 10 wprowadzamy zdeformowana strukture I'-produktu
(B, V).
(3) Algebra A" jest algebra Landstada I'-produktu (B, X, p¥).

Niech z € AY. Zauwazmy, ze formula
Py (x) = Ayl (36)

definiuje dzialanie p¥ grupy I na AY. Co ciekawe to nie formuta definiujgca dzialanie sie
zmienia lecz, jedynie dziedzina na ktorej to dziatanie jest zdefiniowane. Trojka (AY, T, p¥)
bedzie nazywana skreconym systemem dynamicznym. Z Twierdzenia 9 tatwo wynika

Stwierdzenie 5. Niech trdjka (A, p, V) bedzie danymi Rieffela, (AY,T, p¥) bedzie skre-
conym systemem dynamicznym. Wtedy

v
Ax,I'=A" %, T.
Powyzsze stwierdzenie implikuje dwa ciekawe wnioski.

Wnhiosek 2. Niech trojka (A, p, V) bedzie danymi Rieffela prowadzacymi do C*-algebry
AY. Zdeformowana C*-algebra AY jest nuklearna wtedy i tylko wtedy gdy A jest nuklearna.

Dowdd powyzszego wniosku wynika ze Stwierdzenia 5 oraz z nastepujacego, dobrze
znanego

Twierdzenie 11. Niech A bedzie C*-algebrg z dziataniem p grupy abelowej I'. A jest
nuklearng C*-algebrq wtedy i tylko wtedy gdy A x, ' jest nuklearna.

Drugi wniosek opisuje zachowanie sie IC-grup w przypadku I' = R™.

Whiosek 3. Niech p bedzie dziataniem grupy R” na algebrze A, trojka (A, p, ¥) bedzie
danymi Rieffela oraz AY bedzie algebrg Landstada zdeformowanego R"-produktu. Wtedy
Ki(A) = K;(AY).

Do dowodu powyzszego wniosku uzyjemy nastepujacego Twierdzenia:
Twierdzenie 12. Niech A bedzie C*-algebrq z dziataniem p grupy R™. Witedy
ICZ(A) = ICH_l(A >4p ]Rn)

Powyzsza réwnosé KC-grup jest nazywana izomorfizmem Connesa-Thoma. Dowo6d zostalt
podany w pracy [4]. Polaczenia izomorfizmu Connesa-Thoma ze Stwierdzeniem 5 daje
ponizszy cigg roéwnosci:

]CZ(A) = ICZ'_H(A N p Rn) = ’Ci_;.l(A\II NP\D Rn) = K:(A\II),

ktory pokazuje prawdziwo$¢ Wniosku 3.
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3. Morfizmy, reprezentacje i ciggi dokladne skreconych algebr Landstada.

Niech (B, A, p) bedzie I'-produktem, ¥ bedzie 2-kocyklem na grupie dualnej I, H bedzie
przestrzenig Hilberta oraz m € Rep(B; H) bedzie reprezentacja. Rozszerza sie ona do
algebry mnoznikéow M (B). W szczegdlno$ci mozemy ja ograniczyé do algebry A oraz AY.

Twierdzenie 13. Niech (B, )\, p) bedzie I'-produktem, V bedzie 2-kocyklem na grupie
dualnej [ orazm € Rep(B; H). Reprezentacja w jest réznowartosciowa na algebrze A witedy
i tylko wtedy gdy jest ona réznowartosciowa na algebrze AY.

Dowdd. Idea dowodu jest nastepujaca: zalézmy ze a € AY jest zerowane przez 7 oraz
7 jest roznowartosciowe na A. Wtedy mozna pokazaé, ze "Transformata Fourieraglementu
a:

Gy = /ﬁ&(a)‘—v)dﬁ’
jest zero. Stad a = 0.

Moéwiac scidlej, niech a € AY oraz 7(a) = 0. Z niezmienniczosci a na skrecone dzialanie
p¥ wynika, ze py(a) = UsaU;. W takim razie
P ()U5aU5 p5 (9 f*A—y) = p5(fagf™A—). (37)

A

dla wszystkich f,g € C(I'). Pamietajac, ze element a nalezy do kerw, dostajemy
(5 (F)U3aU5 p5 (9" A=) = 0,

co wraz z rownaniem (37) daje W(ﬁ&(fagf*)\_y)) = 0. Niech f,g € L2(f‘) oraz ¢ bedzie
odwzorowaniem usredniania wzgledem nieskreconego dziatania grupy dualnej p. Pokazemy,
ze &(fagf*A_,) = 0. Rzeczywiscie, dla w € B(H), mamy

w (W(Qf(fagf*)\_y))) =wo W(Q(fagf*)\—v))
= [ di(n(p(assr-)) =0,

W takim razie
w(w(@f(fagf*)\_,y))) = 0 dla wszystkich w € B(H),,

co pokazuje, ze w(€(fagf*A_,)) = 0. Ale €(fagf*A_,) € A oraz 7 jest réznowartosciowe
na A wiec

E(fagf*A_,) = 0 dla wszystkich f,g € Coo(fz) N Lz(f‘Q). (38)
Powyzsza wtasnos§¢ implikuje rownosé: a = 0. Faktycznie, niech f. bedzie ciggiem funkcji
zbieznym do delty Diraca takim jak w Twierdzeniu (7.8.7) z ksigzki [11]. Twierdzenie to
gwarantuje, ze dla y postaci y = fagf* mamy:

lim / E(YA )M Ardy = y.
Z rownania (38) dostajemy E(yA_,) = &(fagf*A_,) = 0 wiec
y = fagf* =0 dla wszystkich f,g € L*(I'?) N Cuo(I?).
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W takim razie a = 0. O
Pokazemy teraz, ze pewne morfizmy algebr indukuja morfizm ich Deformacji Rieffela.
Definicja 9. Niech (A, p, V) beda danymi Rieffela z grupg I' oraz (A’, p/, V') beda

danymi Rieffela z grupa I". Niech ¢ : I' — I" bedzie ciaglym surjektywnym homomor-

fizmem, ¢ : I — T bedzie homomorfizmem dualnym oraz m € Mor(A;A’). Méwimy
ze para (m, ¢) jest morfizmem danych Rieffela (A, p, ¥) oraz (A’, p/, V') jesli spelnione sa
nastepujace warunki
(i) o* (W) =Vo (¢" ®¢") =V,
(i) p'ypm(a) = m(py(a)).
Korzystajac z uniwersalnych wtasnosci iloczynu krzyzowego mozna pokazaé, ze morfizm
(7, ¢) danych Rieffela indukuje morfizm iloczynow krzyzowych: 7 € Mor(Ax,I'; A’xp'T”).
Dziata on w nastepujacy sposob:

m(a) = m(a), w(f)=foo"
dlaa € Aoraz f € Coo(f). FLatwo mozna sprawdzié, ze 7 spelnia zalozenia Stwierdzenia

3 7z I-produktem (A x, I',\, p¥) oraz I"-produktem (A’ x, [, N, p'""). Korzystajac z
Twierdzenia 13 oraz ze Stwierdzenia 3 dostajemy

Stwierdzenie 6. Niech (7, ¢) bedzie morfizmem danych Rieffela (A, p, V) i (A", ¥, p')
oraz T € Mor(A %, I'; A’ x p'T") bedzie indukowanym morfizmem iloczynéw krzyzowych.
Witedy m®(AY) € M(A™Y") oraz 7| 4o € Mor(AY; A"Y"). Morfizm m € Mor(A; A’) jest injek-
tywny wtedy i tylko wtedy gdy injektywny jest morfizm 7®| 4o € Mor(AY; A™"). Podobnie,
m(A) = A" wtedy i tylko wtedy gdy n®(AY) = A™Y'.

Pokazemy teraz, ze pewne ciggi doktadne C*-algebr pozostaja doktadne po Deformacji
Rieffela. Niech (J, T, ps), (A, T, p), (A", T, p') beda uktadami dynamicznymi z grupa I oraz
niech dany bedzie I'-wspdlzmienniczy ciag doktadny C*-algebr. :

0—-J—ASA =0 (39)

Wspoélzmienniczy morfizm 7 indukuje surjektywny morfizm iloczynéw krzyzowych: n €
Mor(A x, I'; A’ x,, I'). Posyla on element a € A C M(A x,I') na 7(a), natomiast na
C*-algebrze C*(I') dziala identycznosciowo. Jadro m moze by¢ utozsamione z J x,, I
Dostajemy wiec nastepujacy cigg doktadny C*-algebr:

0—Jx,, I'—Ax, [ 5 A x, T —0. (40)

Zauwazmy, ze m € Mor(A x,I'; A’ 1, I') spetnia zalozenia Stwierdzenia 4 z I'-produktami
(A x, I X\ p) oraz (A" x, I', N, p'). Wlasnoé¢ ta jest niezmiennicza na deformacje I'-
produktoéw przy pomocy bicharakteru W. Korzystajac wiec ze Stwierdzenia 4 dla zdefor-
mowanych [-produktéw (A x, T, A\, p¥) oraz (A’ x, I, X, p'V) dostajemy nastepujace

Twierdzenie 14. Niech (J,T',p;), (A, T, p), (A", p") bedqg uktadami dynamicznymi z
grupg I'. Niech
0—-J—-ALA -0
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bedzie I'-wspdtzmienniczym ciggiem dokiadnym C*-algebr, U bedzie 2-kocyklem na grupie
dualnej T oraz JY, AY, A" bedg algebrami Landstada otrzymanymi z danych Rieffela
(J,p5, V), (A, p, V), (A, p/, V). Wtedy istnieje I'-wspdtzmienniczy cigg doktadny

O—>JW—>A\I’7T—W>A"1’—>O

gdzie morfizm ™ € Mor(AY; A™Y) jest obcieciem m € Mor(A x, ', A’ x,y I') do algebry
AY c M(A %, T).

Rozwazmy teraz szczegélny przypadek sytuacji opisanej powyzej. Zalézmy, ze A jest
algebra przemienng z dzialaniem p grupy abelowej I'. Niech f € M(A) bedzie elementem
niezmienniczym na to dzialanie: p,(f) = f dla kazdego v € I'. Rozwazmy ideal J gen-

erowany przez f: J = fAH'H. Jest on niezmienniczy na dzialanie grupy: p,(J) = J, w
takim razie ciag doktadny C*-algebr

0—-J—-ALA/J—0
spelnia zalozenia Twierdzenia 14. Gwarantuje ono istnienie ciggu dokladnego skreconych
C*-algebr:
A\
0—J" - AY Z» (A/))Y — 0.
7 niezmienniczosci funkcji f na dzialania p wynika, ze jest ona centralnym elementem
M(A x, I') spelniajacym warunki Landstada (29). W szczegélnodci f jest centralnym
elementem M(AY). Niech fA‘I’H'H bedzie idealem generowanym przez f € M(AY). Naszym
celem bedzie wykazanie rownosci:
7 dowodu Stwierdzenia 4 wynika, ze zbior
{€"(gin):je ghel’®)ncu()}

jest gesty w J¥. Ponadto €Y(g(fa)h) = f&¥(gah) dla kazdego a € A. Z gestosci zbioru
fA w J dostajemy (41).
Powyzsze rozwazania mozemy podsumowaé nastepujacym twierdzeniem.

Twierdzenie 15. Niech (A, p, V) bedg danymi Rieffela z przemienng C*-algebrg A,
f € M(A) bedzie elementem niezmienniczym na dziatanie p oraz J = f—A”'” bedzie ideatem
generowanym przez f € M(A). Wtedy f € M(AY), C*-algebry J* ifA‘I’”'” sq izomorficzne
oraz nastepujgcy cigg jest doktadny:

¥

0—J" - AY Z» (A)))Y = 0.

Uwaga 5. Niech (A,p, V) beda danymi Rieffela z przemiennag C*-algebra A oraz
T € A" bedzie elementem niezmienniczym na dzialanie p. Wtedy zr jest niezmien-
niczy na dziatanie grupy p. Z definicji dziatania p¥ (patrz Twierdzenie 10) wida¢, ze
2r € M(AY). Aby wykaza¢, ze T n AY rozwazmy zbior C*(I')(1 + T*T)"1AY C*(T) =
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(14 T*T)~* C*(I')AY C*(T"). Jest on niezmienniczy i gesty w A x, I'. W takim razie, z
Lematu 8 widzimy, ze zbior (1 + T*T) tAY jest gesty w AY a wiec T'n AY.

4. Deformacja Rieffela grup lokalnie zwartych.

W niniejszym rozdziale zastosujemy procedure deformacji Rieffela do algebry funkcji
cigglych na grupie lokalnie zwartej G. W rezultacie otrzymamy lokalnie zwarta grupe
kwantows.

4.1. Od podgrupy abelowej z dualnym 2-kocyklem do lokalnie zwartej grupy
kwantowej. Zacznijmy od ustalenia notacji. Niech G 3 g — R, € B(LQ(G)) bedzie
prawg reprezentacja regularna, Co.(G) C B(L?*(G)) bedzie algebra funkcji ciagtych na G
znikajacych w nieskoniczonosci, CH(G) C B(LQ(G)) bedzie zredukowang algebra grupowa
generowang przez prawe przesuniecia R, oraz V € B(L?(G x G)) bedzie operatorem
Kaca-Takesakiego: V f(g,9') = f(99’,g') dla wszystkich f € L?*(G x G). Symbolem
Ag € Mor(Co(G); Coo(G) @ Coo(G)) oznaczaé bedziemy komnozenie na algebrze Coo(G).
Jak wiadomo, operator Kaca-Takesakiego jest multyplikatywnym unitarnym porecznym
operatorem dla pary (C..(G), Ag) (patrz Definicja 6). W szczegolnosci jest on elementem
M(Ci(G) ® Co(G)) implementujacym komnozenie:

Aq(f) =V(f ®1)V* dla wszystkich f € C(G).

Ponadto, §lajsowanie"jego pierwszej nogi daje podzbior gesty w Co.(G):

Coo(@) = [w@id)V - w e BZG).T (42)
Jego poreczno$¢ wynika z nastepujacego roéwnania:
(ratlV]zey)=ZetV |z®y) (43)

spelnionego dla wszystkich v, 2,t € L*(G).

Niech I' C G bedzie domknieta podgrupa abelowa grupy G oraz r bedzie jej grupa
dualna. Morfizm A; € Mor(Coo(f);Coo(f) ® Coo(f)) oznacza¢ bedzie komnozenie na
Coo(T'). Reprezentacja grupy I’

I's~y+— R, € M(Ci(G))

indukuje morfizm 7% € Mor( Coo (I'); C;(G)) (patrz Uwaga 1).

Ustalmy 2-kocykl ¥ na grupie dualnej I. Okazuje sie, ze dzialanie I'> na algebrze
Coo(G) przez prawe i lewe przesuniecia oraz odpowiednio dobrany dwukocykl na I2 daja
dane Rieffela produkujace lokalnie zwarta grupe kwantowa. Opiszemy te sytaucje krok po
kroku.

Dla kazdego v € I" oraz f € C(G) polézmy
P (F)(g) = flg7)-
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Wzor ten definiuje ciaggle dziatanie I' na C.(G). Niech Bf bedzie C*-algebra iloczynu
krzyzowego Coo(G) % =T oraz (B, A, p) bedzie standardowym I'-produktem na Bf. Stan-

dardowe zanurzenia C*-algebr Coo(G) i Coo(I') w M(B®) umozliwiajg rozpatrywanie nas-
tepujacych elementow:

V(" @id)¥, V*(1® f)V € M(CHG) @ BY)
gdzie f € C(T'). Latwo pokazaé, ze V*(1 ® \,)V = R, ® \, dla kazdego v € T co
implikuje ponizsza rownosé
V(1 ® )V = (78 2id)Ax(f) dla wszystkich f € Coo (D). (44)

Jak zostalo opisane w poprzednim rozdziale mozemy zdeformowaé standardowsg struk-
ture [-produktu na B® do (BT ), p%).

Stwierdzenie 7. Niech tréjka (BT, )\ pY) bedzie zdeformowanym T -produktem oraz
V(rlt @ id)¥ € M(CHG) @ BR) bedzie unitarnym elementem rozpatrywanym powyzes.
Wtedy V (m® @ id) W jest niezmienniczy na dziatanie id @ pY¥.

Dowd6d. Z réwnania dwukocyklu wynika, ze
(id® pY) ¥ = (id ® p;) ¥
= @ U;)"Ap(U) V.
Niezmienniczo$é¢ drugiej nogi V' na dziatanie p daje
(id @ py )V = (I @ U;)((i[d @ ps)V)(I @ Uy)
={UUHVIRU;) = V(7 @1d)An(Us)* (I @ Uy).

Ostatnia r6wnosé¢ jest konsekwencja (44).
W koncu

(id @ p2)[V (7" ® id) V]
= V(r? @id)An(Us) (I @ Us)(I @ Us)* (7" @ id) Ap(Us) (77 @ id) ¥
= V(r* ®id)W.

Grupa abelowa I' dziala na C.,(G) takze przez lewe przesuniecia p’:

PE(f)(g) = f(v"g) dla wszystkich f € Coo(G).

Niech B* oznacza iloczyn krzyzowy BY = Coo(G) x,. T oraz (B, ), p) bedzie standardowy
strukturg ['-produktu. Dla kazdego 71,72 € [ potézmy

‘;[]*(?}/17;}/2) = \Il(ﬁ/lu _:YI - &2)
W ten sposob dostajemy funkcje U* € C,(I'?). Standardowe zanurzenia Coo(G) oraz Coo (T')
w M(BL) umozliwiajg rozpatrywanie nastepujacych elementow:

(r" ®@id) (¥*)V , V(1 & f)V* € M(CL(G) ® B)
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A

gdzie f € C(I'). Latwo pokazaé, ze dla kazdego v € I' mamy V(1 ® A\,)V* =R, ® A, co
implikuje nastepujaca rownosc:
V(1@ )V = (78 @id)Ap(f) dla wszystkich f € Coo ().
Niech ¥ bedzie 2-kocyklem zdefiniowanym ponize;j:
U(41,92) = U(—A1, —32) dla wszystkich (5;,%2) € 2.
Za jego pomoca deformujemy standardowa strukture I'-produktu na BL do (BE, A, p¥).

Stwierdzenie 8. Niech trdjka (BL,)\,/”)‘T’) bedzie zdeformowanym I'-produktem oraz
(rf®@id) (¥*) V € M(C;(G) ® B*) bedzie unitarnym elementem opisanym powyzej. Wtedy
(rf ®@id) (I*)V € M(C(G) @ BL) jest niezmienniczy na dziatanie id @ p*.

Dowéd. Latwo zobaczyé, ze

U (Y1, % +9) = ¥ (%, =91 — Y2 =) = V(92 V)Y (1 + T2, V)Y (1, F2)-

W takim razie

(id @ py) (¥7) = (I @ Uy) Ap(Us )" 0.
Ponadto
(dep")V =T U VI T) = (I U,) (x% @ id)Ap(T;)V.
Kontynuujac jak w dowodzie Stwierdzenia 7 dostajemy nasza teze. 0]

Niech p bedzie dzialaniem I'> na C,(G) przez prawe i lewe przesuniecia:

Pne()(9) = f('Yl_lg%)a

B bedzie C*-algebra iloczynu krzyzowego Coo(G) %, I'? oraz (B, A, p) bedzie standardowg
strukturg I'*-produktu na B. Standardowe zanurzenie C.(G) w M(B) pozwala traktowac
V jako element M(C?(G) ® B). Ponadto, mamy dwa zanurzenia A", \t C*-algebry Coo(I)

w M(B) pochodzace od lewego i prawego dziatania I'. Dla wszystkich funkeji f € Coo(T)
spelnione sa nastepujace réwnosci

V@A)V = (7" @ A1) Ax(f)

VA @AY = (7 @ A AL() (4)
Mozna je wyprowadzi¢ z nastepujacej, prostej do sprawdzenia relacji
(4 ® Ay VA © X, ) = (R, @ DV (R, @ 1), (46)

Wprowadzmy elementy W%, WF:
UF = (@ AF)(0), U = (7 @ M) (V) € M(CiH(G) ® B).
Mnozac WL,V oraz UF otrzymujemy unitarny element

VY =0V er e M(CiH(G) ® B).
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Standardowg strukture I*-produktu na B mozemy zdeformowa¢ przy pomocy 2-kocyklu
U ® ¥ na I, co prowadzi do I'>-produktu (B, ), p¥®¥). Algebra Landstada tego I'*-

produktu bedzie oznaczana symbolem C,(G)Y®Y.

Stwierdzenie 9. Niech (B, A, /3(1;@‘1’) bedzie zdeformowanym I'?-produktem natomiast
VY e M(C:(G) ®B) bedzie unitarnym elementem wprowadzonym powyzej. Wtedy V'V jest
niezmienniczy na dziatanie id ® p¥®Y. Ponadto

(id®@ Ay ) VY ([d@ A, )= (R, @ DVY (R, @ I). (47)

71,72

dla wszystkich v1,v2 € I'.

Dowdd. Niezmienniczoéé V'V na dzialanie id ® ﬁ‘f’@’ tatwo wynika ze Stwierdzen 7, 8.
Wykazemy wzor (47). Grupa I jest przemienna, wiec

(@ Ay ) V(A @ X, ) = (A © Ay, ) VIR Gd @A, )
=V Id @ Ay, )V (Id@ X )P

Z rownania (46) wynika, ze
(1d @ Moy ) V¥(id 6 X

V1,72

)=V"R_,, @ )V(R,, ® I)¥"
=(R_,, @ DVVIH(R, @)
=(R_,, @ HVY(R,, ® I).
Dowodzi to (47). O
Niech V' € B(L?*(G)) bedzie operatorem Kaca-Takesakiego. Wiadomo, ze zbi6r
{(w®id)V :w € B(L*(G)), }
jest gesty w Co(G). Naszym kolejnym celem bedzie pokazanie, ze zbior
{weid)V¥:w e B(L*(G)),}

jest gesty w COO(G)‘T’@’.

Twierdzenie 16. Niech (B, ), [)‘T@‘I’) bedzie zdeformowanym I'%-produktem oraz V¥ €

M(C:(G) ® B) bedzie unitarnym elementem wprowadzonym powyzej. Wiedy
V={(w®id)V¥:w e B(L*(G)) }
jest gestym podzbiorem COO(G)‘I@‘I’.

Dowdd. Po pierwsze musimy pokazac, ze (w®id)VY spelnia warunki Landstada dla
IZ-produktu (B, A, p*®Y) gdzie w € B(L*(G)),. Odpowiednig gestoscia zajmiemy sie w
drugiej czesci dowodu.

_ Pierwszy warunek Landstada jest réwnowazny z niezmienniczo$cig V¥ na dzialanie
pY®Y (Stwierdzenie 9).
Z Rownania (47) wynika, ze

Myl (W@IVYINE = (R, -w-R_,, ®1d)V" dla wszystkich v;,7, € T (48)

V1,72
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Normowa ciaglos¢ odwzorowania I'> 5 (v1,72) — R,, -w - R_,, € B(L*(G)). pokazuje, ze

element (w ®id)VY spelnia drugi warunek Landstada.
Zeby sprawdzi¢ trzeci warunek Landstada musimy pokazaé, ze

fil(w ®id)VY]fs € B dla wszystkich fi, fo € Coo(I' x T).
Rozwazmy nastepujacy zbior
R N cls
W= {AllweidV]f: fifre Cull x D)}
Pokazemy, ze YW = B, co jest mocniejsza wlasnoscia niz (49). Latwo zobaczy¢, ze

W = {N ()N (ho) (7 (hs) - - 7" (ha)) @ id) (V)N (hs) A" (he) -

I b he € Coo(D), 1 € B(LA(@)) 3"

Dalej
N (R )M (he)[((7 7 (hs) - - 7 (ha)) @ 3d) (V)N (hs) A" (ho)
= )\R(hl)[(u & ld)(ﬂ'R (029 )\L)(\If*(hg X hg))V(ﬂ'R & )\R)(\If(fu (024 h5))])\L(h6),

wiec

W = {N (b)) [(p @ id) (R @ M) (¥* (hg ® ha))V (1 @ M) (U (hy @ h5))]A (he) € B :
hi,ha, .. he € Coo(T), 1 € B(L2(G)) }".

Dzieki unitarnoséci ¥ i ¥* dostajemy
W = { N (1) [(p ®@1d) (7R ® A*)(hs ® ha)V (TR @ M) (hy @ h5)| N (he) € B :
hiha ... he € Coo(D), 1 € B(LZ(G))*}CIS
= { N (h)AE () [((7 (R3) - o - 77 (ha)) @ 1) (V)INF (hs) A" (D) -

I, by .. he € Coo(D), € B(LA(@)) 3"

Ponadto mamy
{NE RN () (" (hs) - - w1 (h2)) @ id)(V) (ha @ hs)IA (hs)N" (he) -

hihs ... g € Coo(D), € B(L2(G)) V"

—{Alw @iV fs: f1, fr € Coo(l x ), w € B(L(G)) . }*"

co daje
cls

W= {fillwid)V]fs: fi, f € Co(l' x I),w € B(L*(@)),}

(51)

Zbior {(w®id)V 1w € B(L*(G)), } jest gesty w Coo(G) w takim razie W = B co dowodzi

prawdziwosci formuty (50).

Pokazalismy, ze elementy zbioru V spelniajg warunki Landstada. Do udowodnienia
gestosci V w CNOO(G)‘I@‘I’ uzyjemy Lematu 8. Z rownania (48) wynika, ze V jest zamkniety
na dziatanie p*®¥. Ponadto réwnanie (51) pokazuje, ze C*(I'*)V C*(I'*)** = B. W takim

razie zalozenia Lematu 8 sg spetnione co daje gestosé V w Co(G)¥®Y.

O
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Uwaga 6. Reprezantacja algebry C..(G) na L?(G) jest wspolzmiennicza (dzialanie

I'? jest implementowane przez lewe i prawe przesuniecia: L., R, € B(LZ(G))>. W takim
razie indukuje ona reprezentacje C*-algebry B = C(G) %, I'2. Jej wiernos¢ na Coo(G)

jest oczywista, wiec z Twierdzenia 13 dostajemy wiernoéé¢ na C..(G)Y®Y. Wprowadzong

kan

w ten sposob reprezentacje COO(G)‘T@‘I’ na L?*(G) bedziemy oznaczaé¢ 7. Tym samym

symbolem bedziemy oznacza¢ opisang powyzej reprezentacje B na L?(G) .

Niech 7" € Rep(Coo(G) %, I'?; L*(G)) bedzie reprezentacja wprowadzona powyze;.
Rozwazmy nastepujacy operator:

W = (ider")VY € B(L*(G) ® L*(G)).

Twierdzenie 17. Operator unitarny W € B(L2(G) ® L2(G)) wprowadzonym powyzej
spetnia rownanie pentagonalne:

WisWozWip = WizWas.
Dowéd. Przypomnijmy, ze
UF = (7 @ M) (0), UL = (7 @ A1) (U*) € M(CHG) ® B).
WprowadZmy pare operatorow:
X = (id@7=)(¥), Y = (ide ") (V") € B(L*(G) ® L*(G)). (52)
Podstawiajac 43 — (=91 — 92 — 43) do réwnania 2-kocyklu
U (91,92 +93) (52, ¥3) = ¥ (91 + 72, 93) ¥ (91, %2)

i biorac zespolone sprzezenie dostajemy

(51, =9 = 93)V (52, =91 — Y3 — J2) = W%, 32) (51 + Y2, =1 — 2 — Y3)-

W takim razie

U (A1, 43) O (B2, A1 + 43) = U(51,92) ¥ (51 + A2, 93)
gdzie U*(41,92) = ¥(%1, =91 — 42). Operator V' implementuje komnozenie co w polaczeniu
z powyzszymi rownosciami oraz z (52) daje
X1 ViaYa3Vip = Yi3Vi3Yo3 Vs
Vi Xo3Via X1a = V3 X13Vo3 Xo3.

PrzejdZzmy do sprawdzenia réwnania pentagonalnego:
Wi, WosWia = X5V Y WasYiaVis X1
= X5 V5Ya3Va3 Xo3Vip X1
= (X7, V15 Y23 Vi2) (V5 Va3 Viz) (Vi X 23 V12 X12)
= (Y13V13Ya3V13) (ViaVas ) (Vo3 X13Va3 X 23)
= Yi3V13Yo3X13Vo3X03 = (Y13V13X13) (Ya3Vaz Xoz) = WisWos.
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W drugiej rownosci wykorzystaliémy komutacje drugiej nogi Y z pierwszymi nogami X, Y
oraz V. 0

Wzor na operator W zostal podany przez M. Enocka oraz L. Vainermana w pracy [6].
Niezaleznie odkryt go tez S.L. Woronowicz.

Dla 4 € T potézmy u(y) = ¥(—4,4). Prowadzi to do funkcji u € Cy(I'). Aplikujac
7 € Mor(Co(I'); C(G)) do u € M(Coo(I)) dostajemy operator
J =" (u) € M(C:(G)) C B(L*(G)). (53)
Jak wiadomo, grupy kwantowe pochodza od porecznych operatoréw unitarnych. Udowod-
nimy, ze W € B(L*(G) ® L*(G)) jest poreczny.
Twierdzenie 18. Niech W € B(L*(G) ® L*(G)) oraz J € B(L*(G)) bedg unitarnymi
operatorami wprowadzonymi powyzej. Wiedy
1. W jest poreczny. N
2. Operator Q jest réwny 1, a operator W jest rowny (J @ 1)W*(J* ® 1) gdzie

utozsamilismy L2(G) z L*(G) za pomocq sprzezenia zespolonego.

Dowéd. Ustalmy z,y, z,t € L*(G), v1,%2, 73,71 € L
Z porecznosci operatora Kaca-Takesakiego (wzor (43)) dostajemy

(z@t(Ry, @ L,)V[(Ryy @ R,z ®@y) = (R-ryy2 @ L, t|V|Ry,2 ® Ry,y)
= (Ryyz @ Loy t|V7|R_y,z ® Ry, y)
= (ZRt|(R—y; @ Ly,)VT[(R—y, ® Ry,)[T® ).
Zastosowanie dobrze znanych réwnosci
V*I®R,)V =R, R,
VI ® Lg)V" = Ry ® Ly
oraz przemienno$¢ [' prowadzi do:

(E ® t|(R—'y3 ® va)V*(R—v1 ® R’m)m ® y) =

_ N e 54
ED Ry @ Rog) V(R s ® Lo )|T ® 9)- (54)

W takim razie:
(z @ t|(Ry, ® L)V (Ryy, ® Ry, )|z @y) =
(Z @ tl(Roystru ® Ry )V (Boqyry ® L) [T ® ).
Uzywajac argumentow ciggloSci rozszerzymy teraz powyzszg rownos$¢. Niech u, bedg uni-
tarnymi generatorami C*(I"). WprowadZmy nastepujace morfizmy

B8 € Mor(C*(I) @ C*(I); C1(G) ® CI(G)) - B(u, ®u) = Ry ® Ry,
B¢ € Mor(CH(1) @ C*(); CHG) @ G G)) - OH{uy, ®u) = Ry ® L,
oraz automorfizm © € Aut(Cu(I'?)):
O(f)(A1,%2) = f(=A1,%1 + 42) dla wszystkich f € Coo(I'?).

(55)
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Latwo sprawdzi¢, ze
Oty @ Uyy) = Uy 1y @ Uy

W takim razie, rownanie (55) mozna przepisa¢ w nastepujacej formie :
(& @ (P] (tyy ® 1y ) VT (tyy ® ) |2 @ )
= (Z@ P10 O(tyy ® Uy, )V P 0 O(uy, @ )T ® ).
Zastosowanie liniowosci i ciagglosci daje:
(@ PP (fIVOI(9)z ®y) = (Z@t|2f 0 O(g)V* P 0 O(f)[T @ )
dla wszystkich f,g € M(C*(I') ® C*(I')). W szczegdlnosci
(z @ |27 (THVOF(V) |z @y) = (Z@ | (Pf o O(V)) V* (Of 0 O(F¥)) [T ®y).  (56)

Z réownania (52) wynika, ze X = ®&(¥), Y = &L(T*). Ponadto z warunku 2-kocyklu
dostajemy

O(P)(F1,%2) = U(—H1, %1 +42) = ¥ (51, %2) U (0, %2) ¥ (—H1, %)
oraz
W(0, 42 + 0)W(0,%2) = ¥(0 +0,72)¥(0,0).
W takim razie U(0,42) = ¥(0,0) co daje
PR oO(V) = ¢F(W(u® I))¥(0,0) = X*(J @ 1)¥(0,0). (57)
Podobnie pokazujemy, ze:
DL o O(T") = Y*(J* @ 1)T(0,0). (58)
Wstawiajac (57) oraz (58) do (56) dostajemy
(2@t YVX|[z@y)=CZt|(JR DX VY (J @ I)TQvy).
Pamietajac, ze W = YV X widzimy, ze W = (J @ HNW*(J* @ 1)i Q = 1. O

Niech W € B(L*(G) ® L*(G)) bedzie porecznym multyplikatywnym unitarnym op-
eratorem rozwazanym powyzej. Niech A C B(L?(G)) bedzie C*-algebra otrzymana ze
slajsowania'pierwszej nogi operatora W:

A=TwoidW:weB.(L2G)) .

Twierdzenie 5 zapewnia ze jest to grupa kwantowa z komnozeniem zadanym wzorem:
Asa— W )W e M(A® A).

7 Twierdzenia 16 wynika, 7e obraz Co (G)¥®¥ w wiernej reprezentacji 7" na L*(G) (patrz
Uwaga 6) pokrywa sie z C*-algebra A. Widzimy wiec, ze C,(G)Y®Y posiada strukture
grupy kwantowej pochodzaca z A.
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Naszym kolejnym celem bedzie podanie wzoru na komnozenie C. (G)¥®Y ktéry nie
korzysta z operatora multyplikatywnego unitarnego W. Przypomnijmy, ze p oznacza dzi-
alanie grupy I'’? na C*-algebrze C,.(G) przez prawe i lewe przesuniecia. Komnozenie Ag
ma nastepujaca wlasnos¢ wspolzmienniczosci:

AG (p“/l Y2 (f)) = (p’YLO ® pO,“{z) (AG(f))
dla wszystkich f € C(G), W takim razie Ag indukuje morfizm iloczynéow krzyzowych:

A € Mor(Coo(G) X I'*; Coo(G) X I'? ® Co (G) % T?).
Dziata on na f € C(G) jak komnozenie
A(f) = Ag(f) € M(Cox(G) ® C(G)) € M(Coo(G) ¥ I'* @ Coo(G) x I?)
oraz funkcje h € Coo(I'?) posyla na
A(h) = (AN @ AN h € M(Coo(G) x I? ® Coo(G) x I?).
Przypomnijmy, 7ze U* € M(COo (fQ)) jest dane wzorem

U (91, 92) = ¥ (%1, =5 — F2)-
Uzywajac unitarnego elementu T € M(Co(G) X I'? @ Coo(G) x I'?):
T = (AR @ AL U™,
mozemy wprowadzi¢ morfizm AY € Mor(Cu(G) % T'% Coo (G) x IT? ® Coo (G) x I'?) formuly:
AY(a) = TA(a)Y*
dla wszystkich a € Co(G) x %

Twierdzenie 19. Niech AY € Mor(Cu(G) % [ Coo(G) ¥ I? @ Cu(G) I'?) bedzie
morfizmem wprowadzonym powyzej. Dla a € Co(G)Y®Y
AY(a) € M(Coo(@)7®¥ ® Coo (@) ¥2Y)
oraz A\P‘Cw(G)‘i@‘I’ € Mor(Coo(G)‘T’@"I’; COO(G)‘T’@"I’ ® COO(G)‘T@‘I’). Ponadto A‘P}Cw(a)@w

pokrywa sie z komnozeniem zadanym przez W:

Coo(G)P®Y 3 0= W(a ® )W* € M(Co(G)"” © Co(G)"®Y).

mamy

Dowéd. Korzystajac z Twierdzenia 5 widzimy ze wystarczy sprawdzi¢ nastepujaca
réwnoscé:
(id® A"V = VIV,
Z konstrukcji morfizmu A wynika, ze
(i[d® A)VY = (id® A) (77 @ ) (T)V (" @ AF)(D))
= (7" @A)V L (V(x" @ X)),
W takim razie
([do AMVY =10 1) ((*" @ A)TV) , (V((#" @ X)) )1 TF).
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Korzystajac z rownania (45) dostajemy

(18 1) Vi = Via (7" @ A" @A) o (A @ id) (7))
oraz

Vis(1® ) = <(7TR @A @ ALY o (0 ®id) o (id ® Af)(‘l’*))‘/l?»
gdzie o jest operatorem flipu: o(a ® b) = b ® a. W takim razie
(id @ A"V = ((r @ )W V) ((wR ©AE @A) o (Ar @ 1d)(\11*))
x ((WR DA @A) 0 (0 ®id) o (id® Ar) (\If*)*) V(=" @ \F)W)

Nastepujacy rachunek

U (%1 + Y2, =51 — Y2 — 73) ¥ (Y2, =51 — F2 — J3)
= U(91,9%) ¥ (Y1, =N — ¥3) Y (G2, =91 — Y2 — V)Y (T2, =91 — F2 — ¥3)
= U(F1,92) ¥ (51, =91 — J3)-

pokazuje, ze
((WR ® AL @ AP ((Ar @ id)\IJ*)) ((wR @ AL @ AF)(0 @ id) ((id ® Af)qf*))
= (" @ XHY), (=" @ X)) .

Wiec
(i[d@ AM)VY = (7" @A) (W) V(=" @ X)), (7" @ A1) (¥) V(r" @ X)),
=V V3.
co konczy dowdd twierdzenia. O

4.2. Kwantowa Grupa Dualna. Niech GG bedzie grupa lokalnie zwarta, [' bedzie
abelowa podgrupa w G oraz ¥ bedzie 2-kocyklem na I. W poprzednim rozdziale pokazal-
iSmy, ze obiekty te prowadza do kwantowej grupy (COO(G)‘I@‘I’, A‘I’) danej przez operator
multyplikatywny unitarny W € B(L*(G) ® L*(G)). W niniejszym paragrafie zbadamy du-
alny obiekt do grupy kwantowe; (COO(G)‘T@‘I’, AY). W mysl Twierdzenia 5 jest nim grupa
kwantowa (A, A 4) powstala przez slajsowania drugiej nogi operatora W:

A-{fdaw)i) weB@y"

z komnozeniem zadanym formuta

Asam Aya) =S(WHS(a® HEWY € M(A® A).

Naszym celem bedzie pokazanie, ze A = C’(@G) oraz komnozenie A 4 jest skreceniem kanon-
icznego komnozenia na C(G). Tego typu deformacje algebry grupowej zostaly opisane
przez L. Vainerman w [6].
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Przypomnijmy, ze 7f € Mor(C*(TI"); C:(G)) jest morfizmem algebr grupowych takim,
ze T(u,) = R, gdzie elementy u., € M(C*(I")) sa unitarnymi generatorami C*(I"). Podob-
nie mozemy wprowadzi¢ morfizm 7 € Mor(C*(T'); C;(G)) taki, ze 7"(u,) = L,. Przy-
pomnijmy roéwniez, ze u € M(Coo(I)) jest funkcja dang wzorem u(3) = U(4, —4) oraz
U* € M(Coo(T) ® Cuo(T)) jest funkcja dang wzorem U*(31,42) = ¥ (31, =41 — 42). Uzywa-
jac tych obiektéw wprowadzamy:

J = m'(u) € M(CJ(G))

X = (7R @ 7B)¥ € M(C}(G) ® CH(@))
Y = (7R @ 7L)U* € M(CH(G) ® C(G))
W =YVX € B(L}(G) ® L*(G))

(59)

Twierdzenie 20. Niech (COO(G)‘T@‘I’,A‘I’) bedzie grupg kwantowq z operatorem mul-

typlikatywnym unitarnym W € B(L*(G) ® L*(G)) wprowadzong w poprzednim rozdziale.
Niech

A=Tldo) (W) :weBIAG)

bedzie grupg kwantowq powstatq przez slajsowanie drugiej nogi operatora W. Wiedy:
1. A=CHG).
2. Kodziatanie na A dane jest wzorem

A3 a— Ayla) = SX'SA(@)SXS € M (A ® A)
gdzie A jest kanonicznym kodziataniem na CJ(G).
3. Koodwrotno$é na A dana jest wzorem
A3saw ky(a) = Ji(a)J* € M(A)
gdzie i jest kanoniczng koodwrotnoscig na C)(G).
Dowdd powyzszego twierdzenia zostal podany autorowi przez prof. S.L. Woronowicza.

Dowdd. Niech R,, L, € B(L*(G)) beda operatorami prawych i lewych przesunieé. Z
Twierdzenia (47) dostajemy rownosé

R“ﬂ [(id ® W)W]R“/z = (id ® (R‘—’YQL’Yl Twe L—“/l R”YQ))W' (60)
W takim razie R, jest elementem algebry mnoznikéw M(A) oraz reprezentacja grupy I

~

I'>y— R, e M(A)

jest ciaggla w topologii strict. Indukuje ona reprezentacje x € Mor(Cw(f),A). Po zas-
tosowaniu jej do ¥ oraz U* dostajemy

X=(x®x)¥eMA®A)
Y = (x @) (0*) e M(A® K).
Przypomnijmy, ze W € M(A ® A) skad
V=YWX"eMARK). (61)
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Widzimy wiec, ze
VisVas, ViaVay € M(A® K ® Coo(G)). (62)
Laczac powyzsze réwnanie z rownaniem pieciokata dla V':
Vig = Vi5VasVia Vs

dostajemy

Ve M(A®Cx(@)). (63)

Analogicznie dowodzimy, ze:
W e M(CiG) ® A). (64)

Formuta (63) oraz Twierdzenie 6 pokazuja, ze naturalna reprezentacja C(G) na L?(G)
jest elementem Mor (C}(G), A). Podobnie, formula (64) pokazuje, ze naturalna reprezen-

tacja A na przestrzeni L?*(G) jest elementem Mor(A, Ci(G)). Morfizmy sg z definicji
niezdegenerowane a wiec

~

A
CHG).

CHG)A

Aci(@)

Algebry C*(G) i A sa zamkniete na sprzezenie w takim razie
A=A"=ACHG) = CI(@),

co koniczy dowod punktu 1.
Kodziatanie na A jest implementowane przez YW *3, co pokazuje ze:
Aila) =X VY (I®a)YVXE
=XX'V*(I®a)VXE
= (BX*2)A(a)(ZXE) = Adyx-sA(a).

Podobnie sprawdzamy formute zadajaca koodwrotnosé. U

4.3. Kojedynka na COO(G)‘i@‘I’. Zacznijmy ten rozdzial od wprowadzenia poje¢ ko-
reprezentacji i kojedynki grupy kwantowej (A, A) oraz opisu zwigzku miedzy nimi. Stan-
dardowa definicja koreprezentacji grupy kwantowej (A, A) (patrz [2]) jest nastepujaca:

Definicja 10. Niech (A, A) bedzie grupa kwantowa w sensie Definicji 6 oraz H bedzie
przestrzenia Hilberta. Koreprezentacja (A, A) na H nazywamy unitarny element U €
M(K(H) ® A) taki, ze

(ld &® A)U = U12U13.

Dla potrzeb tej pracy wprowadzimy nieco inng definicje. W tym celu rozwazmy auto-

morfizm zamiany nog"o € Mor(K(H) ® A, A ® K(H)) :

ok®a)=a®k
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dla wszystkich k € K(H) oraz a € A. Zauwazmy, ze jesli U € M(K(H) ® A) jest ko-
reprezentacja grupy kwantowej (A, A) to element U = o(U)" € M(A ® K(H)) spelnia
rownanie (A ® id)(U) = Uy3Uss. Stad ponizsza definicja:

Definicja 11. Niech (A, A) bedzie grupa kwantowa w sensie Definicji 6 oraz H bedzie
przestrzenia Hilberta. Koreprezentacja (A, A) na H nazywamy unitarny element U €
M(A ® KC(H)) taki, ze:

(A X ld)U = U23U13.

Dalej pojecia koreprezentacji bedziemy zawsze uzywali w powyzszym sensie.

Definicja 12. Niech (A, A) bedzie grupa kwantowa w sensie Definicji 6. Charakter
e € A" nazywamy kojedynka jesli
(id®e)oAla) =
dla wszystkich a € A.

Niech (A, A) deZle grupa kwantowag z operatorem multyplikatywnym unitarnym WW.
Wiadomo, ze W € M(A ® A) gdzie (A, A) jest kwantows grupa dualng grupy kwantowej
(A, A). Niech H bedzie przestrzenig Hilberta oraz m € Rep(A; H). Latwo sprawdzi¢, ze
operator (id@m)W € M(A@IC(H)) jest koreprezentacja kwantowe]j grupy (fl, A) Okazuje
sie, ze jesli (A, A) posiada kojedynke to prawdziwe jest tez twierdzenie odwrotne:

Twierdzenie 21. Niech (A, A) bedzie grupg kwantowq w sensie Definicji 6 z oper-
atorem multyplikatywnym unitarnym W, (fl, A) bedzie kwantowq grupg dualng oraz H
bedzie przestrzeniq Hilberta. Przypusémy, ze (A, A) posiada kojedynke. Wtedy dla kaz-
dej koreprezentacji U € M(A ® KC(H)) grupy kwantowej (A, A) istnieje doktadnie jedna
reprezentacja m € Rep(A; H) taka, ze U = (id @ m)W.

Dowo6d powyzszego twierdzenia przy zalozeniu istnienia miary Haara na A mozna
znalez¢ w pracy [2]. Dowod, ktory nie korzysta z miary Haara jest podany w pracy [16]

W dalszej czeSci tego rozdziatlu opiszemy konstrukcje kojedynki na grupie kwantowej
(Coo(G)¥®¥ AY). Niech wiec G bedzie grupa lokalnie zwarta z podgrupa abelowa I' C G,
U bedzie 2-kocyklem na grupie dualnej oraz m € Mor(Cy(G); C(I')) bedzie surjekty-
wnym morfizmem obcinania funkcji do podgrupy. Niech pg bedzie dzialaniem I'? na C*-
algebrze C,(G) przez lewe i prawe przesuniecia oraz pr bedzie analogicznym dzialaniem
I'? na C*-algebrze C(T'). Trojki (Coo(G),pa, V) i (Coo(T), pr, ¥) sa danymi Rieffela
oraz (m,id) jest morfizmem tych danych (patrz Definicja 9) gdzie id : I' — I' jest mor-
fizmem identycznosciowym. Ze Stwierdzenia 6 wynika istnienie surjektywnego morfizmu
7 € Mor(Cu(G)¥®Y: Coo (T)¥®¥) skreconych C*-algebr. Ponadto na Coo(I')¥®¥ mozna

wprowadzi¢ komnozenie A} € Mor (COO(F)‘I’@"I’; Coo(T)¥®Y COO(F)E@‘I’) oraz, jak wynika
z Twierdzenia 19, 7% jest morfizmem grup kwantowych:
AY (7¥(a)) = (7" @ 1Y) (A¥(a))

dla wszystkich a € Cy(G) 7Y,
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Przyjrzyjmy sie blizej grupie kwantowe;j (Coo(lj)‘i@q’, AY). 7 Twierdzenia 20 wynika,
ze C*-algebra kwantowej grupy dualnej do Co(I')¥®¥ pokrywa sie z C*(I') a komnozenie
dualne A jest skreceniem kanonicznego komnozenia Ar na C*(I'):

Aa) = (ZX*2)Ar(a)(ZX)

dla wszystkich a € C*(I'). Jednakze C*(I') jest C*-algebra przemienna (I' jest grupa
abelows), wiec (ZX*X)Ap(a)(2XY) = Arp(a). Pamietajac, ze C*(I') mozna utozsamié
z algebra funkcji na grupie dualnej I' widzimy, ze kwantowa grupa dualna do COO(F)E@‘I’
jest algebra funkcji na grupie dwoistej grupy [z kanonicznym komnozeniem. Z dualnosci
Pontryagina dostajemy: Coo(I')¥®¥ = Coo(I'). W takim razie morfizm 7% jest elementem
Mor(Coo (G)¥®¥; Co(T)). Kojedynke na grupie kwantowej (Coo(G)¥®¥, AY) otrzymujemy
sktadajac 7% z kojedynka e na C(T'): eon? € (COO(G)(I}@‘I’)*. Powyzsze rozwazania
podsumujemy nastepujacym twierdzeniem:

Twierdzenie 22. Niech W € M (C:(G) ® COO(G)E@‘I’) bedzie operatorem multypli-

katywnym unitarnym grupy kwantowej (CM(G)E’®W,A‘P) oraz niech (C;(G),Ang*EA)
bedzie kwantowq grupg dualng opisang w Twierdzeniu 20 oraz H bedzie przestrzeniq Hil-
berta. Grupa kwantowa <COO(G)‘I’®‘I’, A‘I’> posiada kojedynke. W szczegdlno$ci dla kazdej

koreprezentacji U € M (CH(G) @ K(H)) grupy kwantowej (C:(G),Adzx*zA) na przes-

trzeni Hilberta H istnieje doktadnie jedna reprezentacja m € Rep(COO(G)‘I@‘I’; H) taka, ze
U= (idem)W.

5. Odwzorowanie Kwantyzacji.

Niech G bedzie grupa lokalnie zwartg, I' bedzie jej abelowa podgrupg oraz ¥ bedzie
2-kocyklem na I'. Niech (Coo(G)®Y, AY) bedzie grupg kwantows z operatorem multypli-
katywnym unitarnym W € B(L?(G) ® L*(G)) wprowadzong w Rozdziale 4. W niniejszym

YW

rozdziale utozsamia¢ bedziemy C*-algebre C..(G) z jej obrazem w B(L?*(G)) przy

reprezentacji 7" € Rep (COO(G)‘T@‘I’; L2(G)> wprowadzonej w Uwadze 6.

Definicja 13. Niech f € C(G) oraz R, € B(L*(G)) bedzie prawa regularng reprezen-
tacjag grupy G. Mowimy, ze f jest funkcja kwantowalng jesli istnieje funkcjonal w €
B(L*(G)). taki, ze f(g) = w(R,) dla wszystkich ¢ € G. Dla funkeji kwantowalne;

[ € Coo(G) definiujemy operator Q(f) € Coo(G)®Y C B(L*(G)) wzorem:
Q(f) = (w i)W € Cos(G)¥®7,

Zbior funkcji kwantowalnych bedziemy oznacza¢ symbolem F(G). Pokazemy, Ze po-

wyzsza definicja prowadzi do dobrze okreslonego odwzorowania Q : F(G) — C(G)"®Y.
Przypusémy, ze w € B(L*(G)). jest takie, ze w(R,) = 0 dla wszystkich g € G. Innymi stowy
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w|cx@) = 0. Twierdzenie 20 pokazuje, Ze pierwsza noga operatora W & B(LQ(G) ® LQ(G))
generuje C*-algebre C’(G) wiec (w ® id)IW = 0. Stad latwo wynika, ze jesli funkcja f €
F(G) dana jest przez dwa funkcjonaly wy,w,; € B(L?(G)). w sensie Definicji 13 to kwan-
tyzacja tej funkcji nie zalezy od wyboru funkcjonatu: Q(f) = (w1 ® id)W = (wy ®@ id)W.

Twierdzenie 23. Niech (COO(G)‘I’@‘I’,A‘I’) bedzie grupg kwantowq rozwazang powyzej
oraz f,h € F(G) bedqg funkcjami kwantowalnymi danymi odpowiednio przez funkcjonaty w
oraz i € B(L*(Q)),. Ich kwantyzacje dajg operatory Q(f), Q(h) € B(L*(G)). Zatézmy, ze
h € L*(G). Wtedy Q(f)h € L*(G) jest funkcjq kwantowalng oraz

Q(Q(f)h) = Q(f)Q(h). (65)
Dowéd. Zauwazmy, ze
Q(f)Q(h) = (w®id)(W)(p ®id)W
= (w®p®id)(Wi3Was)
= (w® p ®id) (Wi, WasWis).
Powyzszy rachunek pokazuje, ze Q(f)Q(h) jest kwantyzacja funkcji k& € Co(G) zdefin-

iowanej nastepujaco:
K(g) = (w @ ) (W (L& R)W).
Z réwnosci W*(I @ Ry)W = X*(R, ® R;)X wynika, ze
k(g) = (W ® ,u) (X*(Rg ® R9>X)’
Aby udowodni¢ formutle (65) musimy wiec wykazaé, ze
(w® p) (X™(Ry ® Rg)X) = [Q(f)R](9)- (66)
W tym celu wykonajmy ponizszy rachunek:
(@@ id) (R, © Log)V (Rey ® Ba))h(9) = Ly f (21 - 25) Re (o)
= f((21 — 22)923) h(—2292).
Réwnosé h(g) = pu(R,) daje
((w @ id)((R.y ® LoV (R., @ Bey)R) (9)
= (W& ) ((Ray—2y ® R_,)(Ry ® Ry)(R., @ R.,)).
Niech 9 € Aut(Coo(I' % T')) bedzie automorfizmem danym wzorem
D), %2) = f(, =% — 32)
Przez ciaglosé, rownanie (67) rozszerza sie do:
[(w@id) (7" @ «")(f)V(r" @ 77)(f2))] h(g)
= (wep)((r" @ T)I(fi1)(Ry @ Ry) (" @ 77)(f2))
dla wszystkich f1, f» € Co(I' ® T'). Kladac f; = U*, f, = ¥ dostajemy 9(¥*) = ¥ oraz
[(w ®1d)(YVX)]h(g) = (w @ p)(X*(Rg @ Rg)X).
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Ale W = YV X, wiec
Q(f)lg) = (w @ p)(X™(Ry @ Rg)X) = k(g).
Dowodzi to formuty (66) i koriczy dowod naszego Twierdzenia. O
Przypuéémy, ze f, € F(G) N L*(G) jest ciagiem funkcji zbieznym do zera w sensie
normy L?(G). Zalézmy, ze istnieje granica a = lim,,_,, Q(f,,) W sensie normy operatorowe;.
Pokazemy, ze wtedy a = 0. Niech funkcja h € F(G) N L*(G) bedzie dana przez funkcjonat
u € B(L*(G)), a funkcje f,, beda dane przez funkcjonaty w, € B(L*(G)).. Rozwazmy
funkcje Q(f,)h € L*(G). Z Twierdzenia 23 dostajemy
Q(fu)h(g) = (wn @ p)(X*(Ry ® Ry)X).
Zauwazmy, ze
(wn ® p) (X*(Ry ® Rg)X) = (11 ® wy) (XE*(R!] ® Rg)XE)
gdzie X* € B(L*(G) ® L*(G@)) powstaje z X przez zamiane noég. W takim razie
ah = lim Q(f,)h = lim Q*(h)f, =0

gdzie Q¥ jest odwzorowaniem kwantyzacji dla 2-kocyklu W*. Powstaje on z U przez
zamiane miejscami zmiennych. Z gestosci zbioru F(G) N L*(G) w L*(G) wynika, ze a = 0.
Powyzsze rozwazania wraz z Twierdzeniem 23 prowadza do nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 24. Niech Q : F(G) — Co(G)Y®Y bedzie odwzorowaniem kwantyzacji
zdefiniowanym powyzej. Jego obciecie Q 1 F(G) N L*(G) — Coo(G)Y®Y jest domykalne
w topologit L*(G) na F(G) N L*(G) oraz topologii normowej na Coo(G)¥®Y. Odpowied-
nie domkniecie takze bedzie oznaczane przez Q a dziedzina domkniecie bedzie oznaczana
symbolem D(Q).

Zatozmy, ze a € M (COO(G)‘T’@“I’). Witedy ah € D(Q) dla wszystkich h € D(Q) oraz
Q(ah) = aQ(h).

Od tej pory bedziemy zakladaé, ze grupa I' jest izomorficzna z addytywna grupa liczb
zespolonych C a 2-kocykl ¥ dany jest wzorem:

(21, 29) = exp(silm(z127)) (68)
gdzie s € R. Niech p bedzie dzialaniem C? na C,(G) za pomocg prawych i lewych
przesunie¢ wzdluz podgrupy I' = C oraz (COO(G) x, C?, A\, [)‘I’®‘I’> bedzie skreconym C2-

produktem (patrz Twierdzenie 10). Zauwazmy, ze

A\I/®\I/(b> = >‘851,—822/3Z1,22 (b))‘*

pzl,zz 8Z1,—822

dla wszystkich b € C(G) x1, C2.
Odwzorowanie kwantyzacji Q zostato zdefiniowane z uzyciem operatora multyplikaty-
wnego unitarnego W. Z drugiej strony wiemy, ze elementy algebry Landstada C..(G)"®"

powstaja przez wycatkowanie skreconego dziatania grupy dualnej p¥®¥

(69)

na elementach
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D(QE‘T:@‘I’) C M(Cys(G) x,C?). Niech f € D(Q). Naszym nastepnym celem bedzie znalezie-

nie p¥®7-catkowalnego elementu b; € D(EY®Y) takiego, 7e

Q(f) = € (by). (70)
Przy okazji otrzymamy oszacowania normy elementu Q(f) przez normy sup funkcji f oraz

jej pochodnych. Formula (70) okaze sie bardzo uzyteczna w dalszej czesci pracy. Zaczniemy
od udowodnienia dwoch pomocniczych lematow.

Lemat 9. Niech I' C G bedzie podgrupg abelowq izomorficzng z grupg C. Rozwazmy
reprezentacje 7% : C 3 z — 7%(2) = R, € B(L*(Q)). Indukuje ona reprezentacje alge-
bry grupowej 7 € Rep(Cy(C); L*(Q)). Wprowadimy operator rézniczkowy O = wf(id)
dziatajgcy na L*(G), gdzie id(z) = 2. Wiedy dla x € D((1+ 0%0r)?) oraz h € Cy(C) mamy

h
R _ R £ 9 \2
() = ((1 + \z|2)2> ((1 -+ 0k0)"x). (1)
Dowdod. Niech u € D((1 4 930r)%). Wtedy

TR (h)z = & ( h 2) TR+ |22z = 7f <

h *
T+ 2P 2) (14 O50r)"a

(14 12%)
0

Ponizej sformulujemy wersje Lematu 9 z lewag reprezentacja grupy C na przestrzeni
Hilberta L*(G).

Lemat 10. Niech I' C G bedzie podgrupg abelowq izomorficzng z addytywng grupg C.
Rozwazmy reprezentacje ¥ : C 5 z — n¥(2) = L, € B(L*(G)). Indukuje ona reprezen-
tacje algebry grupowej 7% € Rep(Co(C); LA(G)). Wprowadsimy operator rézniczkowy 0p =
7l (id) dziatajgcy na przestrzeni Hilberta L*(G), gdzie id(z) = 2. Wtedy dla x € D((1 +
9:01)%) oraz h € Cy(C) mamy

0 == () (0 20005), (72)

Powyzsze lematy zastosujemy do wyliczenia elementu macierzowego operatora multy-
plikatywnego unitarnego W =YV X:

(x@u|lYVX|y®v)

przy zalozeniach, ze z,y,v € D((1 + 030r)?) oraz u € D((1 + 9;01)?). Dla 2-kocyklu
postaci (68) mamy Y = (7' @ 71)(¥), X = (7® @ n%)(¥). Korzystajac z Lematoéw 9 oraz
10 dostajemy

(z @ulYVX|y®v) = ((1+050r)*r @ (1 + 0;01)%ul
X (7@ al)(W)V (7l @ 7)) (R)|(1 + 050r)%y @ (1 + 0%0R)%v)
(73)
gdzie
exp(silm(z122))

W (2, 2) = .
o 2) = T PP A+
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Latwo zobaczy¢, ze funkcja i/ € L'(C?) jest catkowalna oraz jej transformata Fouriera
eXp(iIm(82’122 — W121 — lUng))
(L4 |21 [?)2(1 + [22]?)?

znika szybciej niz dowolny wielomian od w; i we. W szczegdlnosci transformata Fouriera
F(h') € L*(C?) jest calkowalna, co pozwala wyrazi¢ operator (¥ @ n%)(h') za pomocy
normowo zbieznej calki:

f(h')(wl,wg) = /ledZQ (74)

(@ 7B)(h') = /dwldwgf(h')(wl, wo) Ry, @ Ry,

. _ 75)
exp(ilm(sz122 — wyz1 — wazg)) (
— Rw Rw2'
/dmdw?/dzld'z? (1+ 21221+ [2[2)? -
Podobnie
(rf@ah) (W) = /dwldwzf(h')(wb w2) Ry @ L,
(76)

exp(ilm(sz12y — w121 — we2s))
= [ e [ s e A R © L

Wstawiajac (75) oraz (76) do rownania (73) dostajemy

(rRu|lYVX|y®uv) = /dwldwgdwidwé (((1 + 0501)%u

exp(ilm(52122 — W121 — U)QZQ))
dz1d L,
/ AT A PR + |2 :
X Pt (1 030R)2(1 + 0:01)2F)

exp(ilm(sz) 2y — wiz] — whyzy)) ‘a2
x/dzgdz; APt T Ruy |(1+ 03,05) v))

Zauwazmy, ze :

exp(ilm(sz1 22 — wozs)) .o
/Clw2dz2 (1 +Tz§|2)2 T Ly = Logs (14 0301) ™

oraz

I -~ ! !
/dwédzéexp(l ﬁ(iz‘ljézP)szZQ))Rwé — R_Szi(l _|_ a}k{&R)_2

W takim razie
, exp(ilm(—wy 21))
(rRulYVX|ly®v) = /dwldw1<u| /dzl TEEADE
X P (1 + OR0r)*(1 + 0r0r)*f)

exp(ilm(—w/z)))
< [ g R

L—821
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5/

Z — .
Zamieniajac zmienne calkowania zq, 2}, wy, w} na —=, —=1 —gw;, —sw} dostajem
) 1 y» W1 ) 1

exp(ilm(wy z1))

(x @u|lYV Xy ®v) :/dwldwl u|/
(L4 572z 2)2
X Psiwy,—sw, ((1 + 8383 (1 + 8*8L) f) (77)

exp(lhn(wlzl )
St

21

Wprowadzmy funkcje

h(w) = /dzw. (78)

(1+s72[2%)
Korzystajac z rownania (69) widzimy, ze

exp(ilm(wy 21)) - -
[ i e = 7 (PR 0.
,exp(ilm(w] 2] -
R G ] @

o,y (1 + D)2 (1+ 000 )2)) = o (RO, (1 + Op0n)* (1 + 010L)2F) )

gdzie 7" € Rep(Co(G) %, C% L*(G)) jest reprezentacja wprowadzong w Uwadze 6.
Laczac rownania (77) i (79) dostajemy

(x @ulYVX|y®v)

— [ dwidugulzen (G528 (MR + G300+ 0300 21N o). B0
W powyzszym wyrazeniu pojawia sie element )\L(iz)((l + 030r)* (1 + 0;01)2f) A(h) do
ktorego aplikujemy skrecone dziatanie grupy dualnej p‘1’®‘1’ Pokazemy teraz, ze jesli f €
Cwo(G) jest odpowiedniej klasy gladkosci to element AX(h)(14-050r)? ((1+ 0;01)%f) A (h)

jest w dziedzinie odwzorowania usrednienia gvev, Spostrzezenie to pozwoli nam w wyraze-
niu (80) wejs¢ z catka pod iloczyn skalarny.

Lemat 11. Niech 9y, Og, h bedqg operatorami rozniczkowymsi ¢ funkcjg wprowadzonymsi
powyzej. Niech a € Coo(G) bedzie funkcjq taka, Ze pochodne %040 0L a istniejq dla
k1K' 1" <2 oraz znikajg w nieskonczonosci.

Wtedy element \F(h)a\R(h) jest pYEY _catkowalny oraz istnieje stata c € R, taka, ze

€75 (W (BaN ()] < ¢, e sup 05050505 o)

Dowdd. Korzystajac z réwnania (31) widzimy, ze nasz lemat bedzie prawdziwy jesli
wyrazimy \(h)aAT(h) jako kombinacje liniowa elementéw postaci hia'hy gdzie hi, hy €
Coo(C?) sg calkowalne z kwadratem oraz a’ € Co(G).

Zauwazmy ze:

AE(R)aAT (h) = NE(MAR((1+2) ") M (14 [2[3)2)a (1 + |2 AE((1+ 2] ") AR (R).



61

Skoncentrujmy nasza uwage na elemencie
(L4 [=2)ax" (1 +]2)?).

Komutowanie A ((1 + |2|?)?) z elementem a bedzie produkowalo pochodne 950%a gdzie
k,l < 2, pomnozone z prawej strony przez wyrazenia wielomianowe postaci A(z*z!).
Ponizszy rachunek obrazuje ten mechanizm:

Mi(2)a = [MN(2), a] + aXf(2) = Oga + a\F(2).

Przypomnijmy, ze h € Co(C) znika szybciej w nieskoniczonoci niz dowolny wielomian,
wiec po przekomutowaniu elementu A*((1 + |z]%)?) z funkcja a mozna powstale wielomi-

anowe wyrazenia zaabsorbowa¢ do AR(ﬁ) otrzymujac wyrazenie ograniczone. Powtarza-
jac powyzsze rozumowanie dla elementu A\*((1 + [2()?) widzimy, ze A"(R)aA(h) jest
kombinacja wyrazeni postaci hia’'hy gdzie hy, hy € Co(C?) sg funkcjami calkowalnymi z
kwadratem oraz a’ jest dane przez pochodne 959k Ok 0" a gdzie k,1 < 2. Konczy to dowdd
Twierdzenia. O

Zastosowanie powyzszego lematu do a = (1 + 030g)*(1 + 0;01)?f w polaczeniu ze
wzorem (80) daje

Twierdzenie 25. Niech Og, 91, bedg operatorami rézniczkowymi oraz h € Coo(C) bedzie
funkcjqg wprowadzonymi powyzej. Niech f bedzie funkcjg kwantowalng takq, zZe pochodne
OISO OV f istniejq dla k, 1, k', " < 4 oraz znikajg w nieskoriczonosci, Q(f) € B(L*(Q))
bedzie kwantyzacjg f, 7" € Rep(Coo(G)‘i@‘I’;Lz(G)) bedzie reprezentacjq wprowadzona
w Uwadze 6 oraz NQE‘T’@“I’ bedzie odwzorowaniem usredniania dla skreconego C?-produktu
(Coo(G) %, C2 N, pPEY).

Wiedy N () (1 + 050p)2(1 + 9:0p)*f)AE(h) € D(€Y®Y) oraz

Q(f) = w €V (XE(h) (1 + D30 (1 + 0500) )N () ) (81)
Ponadto istnieje stata c € R taka, ze
k l* kl l/*
1Q(NI'= e, mive sup|0r0RIp Ik S(9)] (82)

Niech G (G) C C.(G) bedzie zbiorem funkcji ciagltych na G, takich ze pochodne
OO O OV f istnieja dla k, 1, k', I’ < 4 oraz znikaja w nieskoriczonosci.
Twierdzenie 26. Niech G. (G) bedzie zbiorem funkcji wprowadzonych powyzej, h e

Coo(C) bedzie funkcjq wprowadzong wzorem (78) oraz EYOY pedzie odwzorowaniem usred-
nienia dla C?-produktu (Coo(G) x, C* X\, p¥®Y). Wtedy dla f € G' (G) mamy

AR (1 + 030R)2(1 + 0701)* F)AE(R) € D(€¥=Y)

oraz

grev (AL(ﬁ) (1 + 9308)*(1 + 0;00)2f) AR(E)) € Coo(G) YOV, (83)
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Dowéd. Zauwazmy, ze elementy G (G) mozna przybliza¢ w normie zadanej przez lewa
strone rownania (82) przez gladkie funkcje kwantowalne. Z drugiej strony wiadomo, ze dla
funkcji kwantowalnych

Q(f) = w €V (XE(h) (1 + 930m)* (1 + 0500)F)N(R)) ) € Cacl G) ¥,

Z oszacowania (82) dostajemy teze. O

Niech G} (G) C Cu(G) bedzie zbiorem funkcji ciagtych i ograniczonych, takich ze
pochodne 93050 03 f istniejadla k, [, k',I' < 4 oraz sa ograniczone. Wtedy dla f € G}'(G)
mamy _

AE(R) (1 + 00R)2(1 + 0301)* f) N (h) € D(€®Y).
WprowadZmy oznaczenie
Or(f) = € (WH(R) (1 + 030)° (1 + 9;00)° ) AT (B). (84)

Odwzorowanie G} (G) 3 f + || f|lr = maxy, 1< U eq |050% 05 0% f(g)] € R jest norma
na Gt (G). Jasne jest, ze G- (G) C GL(Q).

Stwierdzenie 10. Niech (G} (G), ||-|Ir) oraz (GI(G), |- |Ir) bedq przestrzeniami funkcji
wprowadzonymi powyzej. Niech f; € G} (Q) bedzie ciggiem funkcji oraz f € G} (G). Za-
tézmy, ze sup; || fillr < oo oraz lim; ||(f; — f)h||r = 0 dla wszystkich h € GL_(G).

Wtedy Or(f;), Qr(f) € M (COO(G)‘I@‘I’) oraz Qr(f;) zbiega do Or(f) w sensie topologii
strict na M (COO(G)E’®W>. Ponadto jesli f € GL(G) to Or(f) € Coo(G)¥®Y.

Dowdd. Dla a € CEJ@W(G) mamy
Or(fi)a = €Y (AH(R)((1+ 00n)2(1 + 9,002 f;) A(R)) ) a

_ giov ()\L(B)((l + 050R)2(1 + azﬁL)2fi))\R(}~L)a> (85)

Niech p¥®¥ bedzie dziataniem C? na Coo(G)¥®Y (patrz réwnanie (36)) oraz zalézmy, ze a
jest elementem gladkim ze wzgledu na to dziatanie. Wtedy

A (R)a = =NFR) AT+ [2%)%), al A1+ [2)7F) + AR+ 2R ar (1 + [21)7F)
dla wszystkich k. Powyzsza rownosé¢ wstawiona do (85) daje
Or(fi)a = € (XE(R)(1 + 030)2(1 + D002 )R (R(L + [22)F)aAR((1 + |2I2)*)
@SV (XE(R) (14 00m)2(1 + 03002 AR IN((1 -+ |2[2)5), alA"(1+ |=f%) )
(86)
Zauwazy, ze ciag .
(1 + 030R)* (L4 050L) f;) N (R(1 + |2]*)")a
elementow Co(G) %, C? jest normowo zbiezny do
((1+ 850r)*(1 + 0;00)* )N (R(1 + |2))")a.
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Podobnie, cigg

(NER) (1 + 050R)2 (1 + O500) F) MER)AF((1 + [212)°), alAR((1 + |2%)7"))
elementow Co(G) %, C? jest normowo zbiezny do

(NER) (1 + 030R)2 (1 + B00)% F) NERINT((1 4 [212)°), alAT((1 4 213 )
Biorac dostatecznie duze k oraz korzystajac z nieréwnosci (31) widzimy, ze ciag Or(fi)a
jest normowo zbiezny do Qr(f)a. )

Uwolnijmy si¢ od zatozenia gtadkosci elementu a € Coo(G)¥®¥. Zbior elementow gtad-
kich jest gesty w Coo (G)¥Y®Y. Niech wiec a € Co(G)Y®Y oraz a, bedzie elementem gladkim
takim, ze ||a — ac|| < e. Wtedy

1 (Qr(fi) — Qr(f)) all < [[(Qr(fi) — Qr(f)) (a—ad)| + [ (Lr(fi) — Qr(f)) acl|-

Ograniczono$¢ ciggu f; w normie || - ||r implikuje ograniczono$é¢ ciagu Q(f;) co wraz z
powyzsza nieréwnoscig daje

lim Qr () = Qr(f)a (87)

dla wszystkich a € CEJ@W(G).

Nie wiemy jeszcze czy Or(f;) € M (COO(G)‘I@‘I’). Aby to wykaza¢ zauwazmy, ze dla
kazdej funkcji k € G} (G) mozna znalez¢ ciag funkcji k; € GL_(G) taki, ze k oraz k; spelniaja
teze naszego stwierdzenia. Korzystajac z Twierdzenia 26 oraz z rownania (87) widzimy, ze
Q(k) € M(Coo(G)*#Y).

Powyzszy argument wraz z rownaniem (87) pokazuja, ze Or(f;), Qr(f) sa elementami
mnoznikow M (COO(G)‘I’@"I’) oraz lim; Or(f;) = Or(f) w sensie topologii strict. O

7 powyzszego stwierdzenia wynika, ze wzor
Qr(f) = €Y (N(R) (1 + 90r)*(1 + 0100)* )N ()

definiuje odwzorowanie Qr : G} (G) — M (COO(G)‘T@‘I’) :

Niech G(G) bedzie zbiorem funkeji gtadkich na G o zwartych nosnikach. Na koniec,
udowodnimy uzyteczny w dalszej czesci pracy

Lemat 12. Niech G bedzie grupg lokalnie zwartg, I' C Q bedzie jej abelowq podgrupg
izomorficzng z addytywng grupg C, U bedzie 2-kocyklem na T danym wzorem V(zq, z5) =
exp(silm(z122)) oraz G(G) C C(G) bedzie zbiorem funkcji gtadkich o zwartych nosnikach.
Wiedy G(G) C D(Qr) oraz On(G(G)) | = Co(G)¥EY,

Dowéd. Zauwazmy, ze zbior {w,, : 2,y € G(G)} jest liniowo gesty w B(L*(G)).. W
takim razie zbior {(w, , ®@id)W : z,y € G(G)} jest liniowo gestym podzbiorem C, (G)¥*Y.
Z drugiej strony funkcja G 3 g — w, ,(R,) € C jest elementem G(G) oraz z réwnania (81)
widzimy, ze

{(wey @)W 2 2,y € G(G)} C Qr(G(G)).
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Pokazuje to, ze podprzestrzen wektorowa Or(G(G)) C COO(G)‘T@‘I’ zawiera podzbior liniowo
gesty wiec sama jest gesta. U



ROZDZIAY 5

Kwantowa Grupa Heisenberga-Lorentza.

W niniejszym rozdziale opiszemy Kwantowa Grupe Heisenberga-Lorentza na poziomie
x-algebry Hopfa, przestrzeni Hilberta oraz na najglebszym, C*-algebraicznym poziomie.

1. Kwantowa Grupa Heisenberga-Lorentza na poziomie *-algebry Hopfa.

Klasyfikacja Kwantowych Grup Lorentza na poziomie x-algebr Hopfa zostala podana
w pracy |20]|. Jednym z przypadkoéw jest rodzina x-algebr Hopfa numerowanych rzeczy-
wistym parametrem s € R zwana Kwantowa Grupg Heisenberga-Lorentza. Jako *-algebra
jest ona generowana przez czworke elementéw &, 3,4, 0 spelniajacych nastepujace relacje
komutacyjne:

a8 = pa

a4 =44

55 =05

79 = 7

By =4p

ad = ba (88)
ab=1+p9

Ax A

aa* + svy =o'«
aﬁ* + 575* = ﬁ* A ﬁﬁ* + sés* = ﬁ*@ + sa*a
6y =7a By =4 W=y
ad* =0t B0* = 0" + sy a 75* = 5*7 00" = 6%0 + syy*
Komnozenie, koodwrotnosé¢ oraz kojedynka dziataja na generatorach w sposdb standard-
owy:

A@=a0a+Be0y k@) =4 e(a) =1
AB)=a@+006  wB)=-3 <(B)=0 (89)
AR)=F@a+diesy  wH=-7 (§)=0
AG)=4®@B+o®0s, rO)=a e(d) =1.

x-algebre generowang przez cztery elementy & ﬁ &,5 spelniajace relacje (88) oznacza¢ be-
dziemy symbolem .4° . Polozenie 4 = 0 w réwnaniach (88) prowadzi do x-algebry Hopfa

Aj generowanej przez elementy &g, &y, L B spetniajace relacje

04050 ﬂoOéo Aol = Go00 (90)
Godg' =agtdo =1 0By =50 oy = Bfo + s(Ggin — a5 dg )

65
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gdzie komnozenie, koodwrotnos¢ oraz kojedynka dane sg formutami:
A(Oé(]) = Oé(] ® Oéo K(d/()) = Ozo ~1 8(0}0) =1
ABo)=do®bo+Po@ag  k(B)=—0o (o) =0

Innymi stowy, istnieje epimorfizm *-algebr Hopfa: m, : A® — A, ktéry na generatorach
dany jest formuta:

(91)

To(&) = a0 mo(3) = o (92)

m0(3) =0  m(d) =a;"
Na poziomie klasycznym odpowiada on wtozeniu podgrupy macierzy goérnotrojkatnych w
grupe SL(2,C).

2. Kwantowa Grupa Heisenberga-Lorentza na poziomie przestrzeni Hilberta.

W niniejszym rozdziale opiszemy interesujace reprezentacje zwigzkoéw komutacyjnych
(88) za pomoca operatoréw dzialajacych na przestrzeni Hilberta. Okaze sie, ze struktura
grupy kwantowe] ma swoje odbicie w zbiorze tych reprezentacji.

ZauwaZmy, ze element 4 jest w centrum x-algebry A°. W takim razie pary (&, —sy*9)
oraz (5 57 ) spelnlajad relacje komutacyjne Heisenberga. Ponadto & komutuje z ele-
mentem § oraz 0*. Jegli 4 byltby elementem odwracalnym to /6 byltby wyznaczony z rownania
fyﬂ — &b — 1. Spostrzezenia te nasuwaja nastepujaca definicje:

Definicja 14. Niech H bedzie przestrzenia Hilberta oraz C(H ) bedzie zbiorem operato-
row domknietych dziatajacych na H. Symbolem H;(A®) C C(H) x C(H) x C(H) bedziemy
oznaczaé zbior trojek operatoréw (@, ,9) takich, ze:

1. 7 jest odwracalnym, normalnym operatorem dziatajacym na H.

2. Pary (&, —sy*9) oraz (5, sY*¥) sa reprezentacjami algebry Liego grupy Heisen-
berga pochodzacymi od wzajemnie komutujacych reprezentacji U, U° grupy Hei-
senberga na H. )

3. Reprezentacje U% oraz U° komutujg z operatorem 7.

Rozwazmy teraz reprezentacje zwigzkow (88), w ktorych 4 = 0. Przypadek ten spro-
wadza sie do reprezentacji zwiazkow (90). Stad ponizsza definicja:

Definicja 15. Niech H bedzie przestrzenia Hilberta oraz C(H) bedzie zbiorem ope-
ratorow domknigtych dziatajacych na H. Symbolem Hy(A®) C C(H) x C(H) bedziemy
oznacza¢ zbiér par operatorow (&, 3) takich, ze:

1. @ jest odwracalnym, normalnym operatorem dziatajagcym na H.

2. Para (3, s(a*a — d*_ld_l)) jest reprezentacja algebry Liego grupy Heisenberga
catkowalng do reprezentacji grupy U 8,

3. Reprezentacja U g komutuje z operatorem a.

Dowolna reprezentacja zwiazkow komutacyjnych (88) na poziomie przestrzeni Hilberta
jest z definicji suma prosta elementéow Hy(A®) oraz H;(A%):
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Definicja 16. Niech H bedzie przestrzenig Hilberta oraz C(H) bedzie zbiorem ope-
ratorow domknietych dzialajacych na H. Niech 4 € C(H) bedzie operatorem normal-
nym. WprowadZzmy oznaczenie H' = kery, H” = kery‘ oraz 7" = Y|m». Symbolem
H(A®) C C(H)* bedziemy oznaczaé zbior czworek operatorow (o B 9) takich, ze ist-
nieja (a/, 3') € H)(A®), (a",7",0") € H(A®) takie, ze
@6&” ﬂ:ﬂ,@ ~)— 1( //5//_ )

DA S: a1l 5// (93)

D D
I
o Qz

gdzie H=H' & H".

Niech H, H' beda przestrzeniami Hilberta oraz (a4, B, A1, 51) € H(A%), (Ao, @2, o, cig) €
H'(A?). Naszym nastepnym celem bedzie konstrukcja czworki operatorow (as, O3, 43, 93) €
(H ® H')(A®) formalnie danej réwnaniami:

@3=d1®5£2+§1®% @3=d1®§2+~51®~52
V3=N®A+0 Q% 03=7® 0 +0 &0

Glownym problemem jest nadanie powyzszym formula Scistego sensu (przy dodawaniu ope-
ratoréw nieograniczonych nalezy zachowa¢ ostroznosé). Z Definicji 16, kazda reprezentacja
zwiazkéw komutacyjnych (88) jest suma prosta reprezentacji w ktorej 4 = 0 oraz reprezen-
tacji, w ktorej 7 jest operatorem odwracalnym. W takim razie wystarczy rozpatrzy¢ trzy
przypadki:

Przypadek I: 4 =4' = 0. . )
Sprowadza si¢ on do rozwazenia pary reprezentacji (&, 3) € Ho(A®), (&, ) € Hy(A%).
Korzystajac ze Stwierdzenia 2 widzimy, ze para (d® &/, aof+p ®eat )€ (H®H')
Stad czworka operatorow

(94)

=a®da @:&®H+ﬁ®&
:}/1 =0 0 = at &® a1
jest elementem (H ® H')(AS%).
Przypadek II: 4, 3'-odwracalne. 3 .
Sprowadza sie on do rozwazenia pary reprezentacji (&,7,9) € Hs(A%), (&,7,0") € H(A?).
Korzystajac ze Stwierdzenia 2 widzimy, ze

=70d +i07 (96)
jest normalnym, odwracalnym operatorem dziatajagcym na H ® H'. Ponadto komutuje on z

a®1oraz 1®4. W takim razie nastepujace operatory sa gesto okres§lonymi, domykalnymi
operatorami dziatlajacymi na H ® H':

G =nElael) -y ey h=nley ) -Foi, (97)

oraz po domknieciu mamy (&, %1,61) € (H ® H')5(A%). Widzimy wiec, ze czworka opera-
torow ~
=G a1 -5 e F B = A7 @b - 1) (58)

h=7ed ey h=nley ) -5
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jest elementem (H @ H')(AS%).

Przypadek III: 4 = 0, 4’-odwracalny. . .
Sprowadza si¢ on do rozwazenia reprezentacji (&, 3) € Ho(A®) oraz (&/,7',¢") € H:(A%).
Jest oczywiste, ze 41 = a@ ® 4 jest odwracalnym operatorem normalnym. Rozwazmy
operatory

M=a®d +8®7 oraz b =axd.

Korzystajac ze Stwierdzenia 2 mozna pokazaé, ze trojka (&1, %1,01) € (H @ H')(A%). W
takim razie czworka operatorow

=a®d+hod b = 4 (@6 —1) (99)
h=a®y h=aed
jest elementem (H @ H')(A®).

3. Kwantowa Grupa Heisenberga-Lorentza na poziomie C*-algebry.

W niniejszym rozdziale skonstruujemy Kwantowa Grupe Heisenberga-Lorentza na po-
ziomie C*-algebry. W tym celu uzyjemy Deformacji Rieffela opisanej w Rozdziale 4.
Wynikiem konstrukcji bedzie lokalnie zwarta grupa kwantowa, czyli C*-algebra A°® z kom-
nozeniem AY implementowanym przez operator multyplikatywny unitarny . Pokazemy
tez, ze istnieja cztery elementy stowarzyszone &, ﬁ Y, ) generujace A°. Niech H(.A*) bedzie
zbiorem czworek operatoréw wprowadzonym w Definicji 16. Udowodnimy, ze dla kazdej
reprezentacji m € Rep(A%; H) mamy (7(&), 7(3), (), 7(8)) € H(A?*) oraz kazdy element

H(A®) powstaje w ten sposob. Naszym ostatnim wynikiem bedzie dowdd tego, ze dziatanie
komnozenia na generatorach &, 3,4, dane jest formula (89).

3.1. Kwantowa grupa macierzy gornotréjkatnych o wyznaczniku réwnym
1. Nasze rozwazania zaczniemy od zastosowania Deformacji Rieffela do grupy macierzy
gornotrdjkatnych. W ten sposéb otrzymamy C*-algebraiczny analog *-algebry Hopfa Aj.
Niech wiec G bedzie grupa gornotrojkatnych macierzy 2 x 2 o wyznaczniku réwnym

jeden:
Goz{(og) 591):aoe<c*,ﬁoe<c}.
0

Rozwazmy podgrupe abelowg I' C Gj:

e (3 ) ec)

Dzialanie I'* na C (SL(2, C)) oznaczane bedzie symbolem o :

(gzl,ZQf)<g>=f((é _fl)g<é 1))

Bezposrednim rachunkiem sprawdzamy, ze

Qzl,zz (Oéo) = O{0 Qzl,zz (ﬁo) = /60 + Z2a0 - Zlao_l
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Grupa I, jako grupa izomorficzna z C, jest samodualna z dualnoscig dang formuta
C? > (21, 22) — exp(ilm(z12)) € T.
Dla z1, 2o € C kladziemy

S, _
U(zy, 29) = exp (—lem(zlzg)) :

Funkcja ¥ € C,(C?) spelnia réwnanie 2-kocyklu, a wiec trojka (Coo (GO), 0, U@ \IJ) jest

danymi Rieffela. Prowadzi ona do zdeformowanego I'>-produktu: (COO (Go) 3,12\, @‘T@‘I’)
gdzie skrecone dziatanie grupy dualnej dane jest wzorem

GYEY (D) = Aoy 2200000 (DA

_ s=
Q21,22 171,172

dla wszystkich b € Coo(Go) x ',

Zdeformowana algebra Landstada bedzie dalej oznaczana przez A§. Jak opisaliSmy w
Rozdziale 4, posiada ona strukture lokalnie zwartej grupy kwantowej, tzn. istnieje kom-
nozenie AY na A$ implementowane przez operator unitarny Wy. Korzystajac z Uwagi 5
widzimy, ze element oy € (Coo(Go))" C (Coo(Go) %, )" jest takze stowarzyszony z C*-
algebra A5. Podobnie o, 'n AS. Ponadto Za, OTAZ 24 -1 83 W centrum M(Af). Od tej pory,
ap rozumiany jako element stowarzyszony z Aj bedzie oznaczany symbolem &;.

PrzejdZzmy do konstrukcji elementu stowarzyszonego ﬁo. W tym celu wprowadZmy

infinitezymalne generatory prawych i lewych przesunie¢ T,,T; € C*(I'?)7 C (Coo (Go) 1,

Fz)n:
Azi 2 = €XP (iIm(lel)) exp (iIm(ZQT,,)). (100)
Dla z € C oraz t € R poltézmy:
U (2, 1) = exp (Zit(|a0\2 - |a0\—2)) exp(ilm(zf)) exp (—Zilm(z(aoT: + ozo‘lTl*)> (101)

Bezposrednim rachunkiem sprawdzamy ze jest to reprezentacja grupy Heisenberga H w
iloczynie krzyzowym C.,(Gp) x, I':

UBO(Zl, t1>UBO(22, tg) = U'BO(Zl + 292, tl + t2 + Im(z122)).

Pokazemy, ze UBO(z,t) jest elementem M(A) dla wszystkich (z,¢£) € H. W tym celu
musimy sprawdzi¢, ze spelnia on warunki Landstada dla mnoznikow (29). Niezmienniczo$é
na skrecone dziatanie grupy dualnej dowodzimy ponizej:

K7 5 s, _ , s, S
o5 (U%(2,) = exp (Zit(lagl* — lagl ™)) exp (ilm (= (8 + Fzi00 7! + 205 ))
X exp (—Zilm(z(aO(Tr +29)* +ay N T} + zl)*)> = UBO(z,t).
Zbadajmy teraz odwzorowanie

C? 3 (21,2) — Aoy, UP (2,0)2):, . € Coo(Go) 3, T2,

21,22
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gdzie x € Aj. Latwo sprawdzi¢, ze

)\217Z2UB°(Z, Hz\s . = UBO(Z, t) exp(ilm(z(—zldgl + 2204))) A sy 2 TS

21,22 21,22"

Elementy &, &, " sa stowarzyszone z C*-algebra A3, w takim razie odwzorowanie
C? > (21, 20) — )\ZI,Z2UBO(z,t)x>\* € A

21,22

jest ciaggle w normie. Widzimy wiec, ze odwzorowanie
H > (z,t) — U%(2,t) € M(A)

jest reprezentacja grupy Heisenberga H. Pokazemy, ze jest ona ciggla w topologii strict.
Niech 7§ € Rep(Aj; L?(Gy)) bedzie kanoniczng reprezentacja A§ na L*(Gy) (patrz Uwaga
6), Or bedzie odwzorowaniem kwantyzacji wprowadzonym w (84) oraz G(Gy) C Cy(Go)
bedzie zbiorem funkcji gtadkich o zwartych no$nikach. Korzystajac z Lematu 12 widz-
imy, ze zbior Qr(G(Gy)) jest gesty w Aj. Ustalmy f € G(Gy). Z Lematu 24 dostajemy
nastepujaca formute

U (2,4)Qr(f) = Qr(x™ (U™ (2,1)) £.)

Korzystajac z oszacowania (82) tatwo pokazaé, ze odwzorowanie
H> (z,) = U (z,)Qe(f) € 4

jest ciagle w normie. Biorac pod uwage unitarnos$¢ elementow U B (z,t) oraz gestos¢ zbioru
Or(G(Gyp)) w A dostajemy ciagltos¢ w normie odwzorowania

H> (z,t) — UBO(z,t)$ € A

dla wszystkich x € Aj. Reprezentacji U™ jest wiec ciagla w topologii strict. Korzystajac
z Uwagi 1 widzimy, ze reprezentacja U indukuje morfizm 7% € Mor(C*(H); A). Niech
a n C*(H) bedzie elementem stowarzyszonym wprowadzonym w Rozdziale 3. Element
stowarzyszony [, n Aj jest z definicji obrazem elementu a n C*(H) przy morfizmie m%:
By = %(a).

Ponizej podamy mniej abstrakcyjna charakteryzacje elementu stowarzyszonego Bo- W
tym celu wprowadzmy wygodna notacje. Niech T}, T, € C*(C?)" C (Coo(Go) %, C*)" beda
elementami wprowadzonymi w (100). Zauwazmy, ze dla funkcji gladkiej f € C(Go) C
M(Cw(Gp) %, C?) komutatory [T}, f] oraz [T, f] sa odpowiednio prawo i lewo-stronnymi
pochodnymi funkcji f w kierunku podgrupy I'. Beda ne dalej oznaczane 7; - f oraz T, - f
odpowiednio. Latwo pokazaé, ze

4 0 3}
T f =2 9%, T, f—QOZoaﬁOf
Przyjmujemy ponadto, ze (1}") - f oznacza tyle co T;- (T} -... (T} - f)...) oraz analogicznie
dla dowolnych iloczynéw (TFT;* T T - f. Niech Sy bedzie zbiorem funkcji ciaglych na
G, gladkich ze wzgledu na dziatanie operatoréw rézniczkowych 7; oraz T, znikajacych w
nieskoriczonosci szybciej niz dowolny wielomian zmiennych oy, o, ™!, By. Przypomnijmy
tez, ze symbolem G(Gy) oznaczamy zbidr funkcji gtadkich na Gy o zwartych nosnikach.
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Wprowadzmy operator rézniczkowy dziatajacy wzorem
2 S — * *
Op(Bo)f = Bof — (g IV f + 0T f).

Lemat 13. Niech Sy, G(Go) bedq zbiorami funkcji rozwazanymi powyzej oraz Qr bedzie
odwzorowaniem kwantyzacji wprowadzonym formutq (84). Niech Byn Aj bedzie elementem
stowarzyszonym oraz Op(fy) bedzie operatorem rdzniczkowym wprowadzonym powyzej. Wi-

edy Qr(Sy) C D(f,) oraz
5oQr(f) = Qr(Op(/h) f) dla wszystkich f € Sp.
Ponadto jesli f € S to istnieje cigg funkcji f; € G(Gy) taki, ze
}E& Or(fi) = Qr(f) oraz Zlif?o/éoQF(fi) = 3,Qr(f).
Dowbd. Niech f € G(Gy). Z Twierdzenia 24 dostajemy
UR(2,00Qr(f) = Qr (™ (U7(2,0)) £)

Korzystajac z rownania (101) widzimy, ze

Q%Q ( kan (UﬁO(z 0)) f)

W takim razie z réwnania (12) dostajemy, ze Or(f) € D(f,) oraz :

Ber(f) = Or (OP(@O)JC> .

Wiadomo, ze dla f € S istnieje ciag funkcji f; € G(Gy) zbiegajacy do f jednostajnie wraz
7z pochodnymi wzgledem pol T; oraz T,. Korzystajac z oszacowania (82) dostajemy druga
czes¢ Twierdzenia. O

= r (Op(Hh)f). (102)

z=

Naszym nastepnym celem bedzie pokazanie, ze Or(G(Gy)) jest dziedzing istotna dla
fo-

Lemat 14. Niech UBO(z,t) € M(A§) bedzie reprezentacjq grupy Heisenberga, G(Gg) C
Coo(Go) bedzie zbiorem funkcji gtadkich o zwartych nosnikach oraz niech Bo bedzie oper-
atorem stowarzyszonym z C*-algebrq A§ wprowadzonym powyzej. Wtedy Qr(G(Gy)) C
D(3:06) oraz zbidr (1 + 360) Qr(G(Gy)) jest gesty w Ag. W szczegdlnosci Qr(G(Gy)) jest
istotng dziedzing elementu stowarzyszonego Bo-

Dowéd. Przypuéémy, ze wykazaliSmy juz iz

(1+ 5500) 7' Qr(G(Go)) € Qr(So), (103)

gdzie S jest rodzing funkcji wprowadzonych przed Lematem 13. Korzystajac z Wniosku 1
widzimy, ze Or(S,) jest istotng dziedzing operatora y. Druga czes¢ Lematu 13 pokazuje,
ze wtedy takze Qr(G(Gy)) jest dziedzing istotna By. Do zakoticzenia dowodu wystarczy
wiec wykazaé zawieranie (103).
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Przypomnijmy, ze

(1 i) = [ dtexp(—t) exp(—ti ) (104)

Ry

Niech i € Rep(Ag; L?(Gy)) bedzie kanoniczng reprezentacja C*-algebry A3 na L*(Gy).
Korzystajac z Twierdzenia 24 dostajemy

exp(=5;50)Qr(f) = Qr (™ (exp(—th;50))f )
dla wszystkich f € G(Gp). Z réwnania (20) wynika, ze
(6™ (exp(—35 50)) f ) (exg, Bo)

= /dzht <z, %(|on|2 — |a0|_2)) exp(ilm(265)) f (040760 + 25(‘0‘0|2 - ‘0‘0|_2)) :

(105)

Rozwazmy rodzine funkcji
gy = e (exp(—t/@gﬁo)) (f) € L*(Gy). (106)

Ponizej opiszemy jej wlasnosci.

1. Z rownania (105) oraz definicji funkcji b, (15) latwo wynika, ze g, jest funkcja ciagla
znikajaca w nieskoniczonosci dla wszystkich ¢ > 0. Ponadto réwnanie (105) prowadzi do
nastepujacego oszacowania normy sup | g|o:

S _
ol <sup [ detc (= 50l = ool ) Il

0

exp 5 (|agl* — |ag| ™)

1flloo < 2/[floc-

= sup
oy cosh 5 ([ag|? — Jag|72)

Zauwazmy tez, ze z punktu 3 Lematu 4 wynika, ze odwzorowanie
R, 3t g € Co(Go)

jest ciagle w topologii jednostajnej na Co.(G).
2. Dla wszystkich ¢ > 0, g; jest funkcja funkcjg rézniczkowalng wzgledem pol 7. oraz 1;
oraz istnieje wielomian C'(t) rzedu n taki, ze

T T ™ 5 T8 - gelloe < O(1) (107)
gdzie n = k + k' + [ + ['. Faktycznie, policzmy przyktadowo T, - g;:
s _
Tr-gr = /tht (Zv §(|a0|2 — | 2))
. _S _
x exp(ilm(z8))(T; - f + 2a0) (a9, 6+ 23 (lagl* = lag ™))

Bezposredni rachunek na catkach Gaussowskich prowadzi do nieréwnosci

S _
/ dzhe (= 31l = lag| ) 2] < Ct
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gdzie C jest pewng dodatnig liczba. W takim razie istniejg state C, Cs takie, ze
||Tr : gt”oo S CO + Clt

Podobnie mozna wykaza¢ istnienie wielomianu C(t) rzedu n takiego, ze spelniona jest
nier6wnos¢:
(T L™ T TE) - gilloo < O(2) (108)

gdzien=k+ kK +1+1.
3. Niech w bedzie wielomianem od [ stopnia n. Wtedy istnieje wielomian C(t) rzedu n
taki, ze ||wgi||o < C(t). Rzeczywiscie, zauwazmy ze

ﬂgt(aov ﬁ)
0
= [ dzhu (=500l = laol ) 22 expilm(z))] o (a0, 5+ 25 (g o] ).

Calkujac powyzsza rownosé przez czeSci oraz korzystajac z definicji funkeji 2y (15) mozna
pokazaé, ze istnieja state C) oraz C) takie, ze
18t]|oe < C1 + Cat.

Dalej dowodzimy przez indukcje.
4. Niech w' bedzie wielomianem od zmiennych «y, oraz o, . Ponizsza tozsamosé

S _ . _S _
wor = [ st (25 (aof? oo )) 2explitm(z0))u'f (a 3+ 25 (lagf = lag| )
dowodzi, ze istnieje stata C' taka, ze

lw'g:ll < C.

Niech g = / dt exp(—t)g;. Z punktu 1 wynika, ze calka ta istnieje w sensie topologii
R4

jednostajnej na C,.(Gy). W szczegolnosci g € Co(Gy). Punkty od 2 do 4 pokazuja, ze g
jest funkcja znikajaca w nieskonczonosci szybciej niz dowolny wielomian, rézniczkowalng
wzgledem poél T; oraz T,.. W takim razie g € Sy.

Faczac réwnania (104) oraz (106) widzimy, ze

(1+ 360) On(f) = /R dt exp(—) Qr (g,).

Ponadto 7z oszacowania (82) wynika, ze w powyzszej réwnoSci mozemy zamieni¢ kolejnosé
catkowania z odwzorowaniem OQr:

(1+ Gyfo) Or(f) = Or ( [ a exp(—t)gt) — ()

+

Ale f € G(Gy) co pokazuje, ze (1 + B(’;Bo)—lgp(g(Go)) C Or(Sp)-
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3.1.1. Operator multyplikatywny unitarny dla Aj. W niniejszym rozdziale wyraz-
imy operator multyplikatywny unitarny Wy, € B(L?*(Go) ® L*(Gy)) zwiazany z grupa kwan-
towa, (A$, AY), za pomoca operatoréw d,, dg ' oraz Bo.

Zauwazmy na poczatek, ze elementy g € GGy mozna roztozyé¢ na iloczyn:

o= (T k)= (6 ) (T s ) (109

Rozwazmy odwzorowania, :

Goog—Vaulg) =R/ agfo | € M(C;(Go)), (110)
[0 5")
Go 3 g+ Via(g) = R( ag 0 ) € M(C(Go))- (111)
0 o, !

Utozsamiajac algebre funkcji cigglych, znikajacych w nieskoniczonosci na Gy o wartosciach
w Ci(Go) Z C*—algebrq C:(Go) (029 COO(G()) Wlelmy, ze %17%2 S M(C:(G()) X COO(G()))
Ponadto przy tym utozsamieniu, operator Kaca-Takesakiego Vo € M(C(Go) @ Co(Go))
pokrywa si¢ z reprezentacja prawa regularna: Vy(g) = R,. W takim razie ze wzoru (109)
widzimy, ze V jest iloczynem elementow Vi, Vio:

Vo = Vo1 Voo (112)
Uwaga 7. Niech H bedzie przestrzenig Hilberta, & bedzie operatorem normalnym

odwracalnym dziatajacym na H oraz E® bedzie jego miara spektralng. Symbolem Vi, (&) €
M(C:(G) ® K(H)) bedziemy oznaczali element dany wzorem:

Voe(&) = /R .0 \® dE%(2) € M(C*(Go) ® K). (113)
(6]
Jesli A jest C*-algebra dzialajaca na H oraz &, a ' n A to Vge(a) € M(C:(Gy) ® A). Niech

Voe € M(Cr(Gy) ® Cxo(Gp)) bedzie elementem wprowadzonym w (111). Latwo zobaczyé,
ze Voo (o) = Voo-

Przypomnijmy, ze T, € C(Gy)" jest elementem normalnym takim, ze:
exp(ilm(z7})) = R 1 2\
0 1

Element Vp; € M(C!(Go) @ Co(Gp)) wprowadzony wzorem (110) mozna wyrazié¢ przy
pomocy T,: Vo1 = exp(ilm(7, ® apfy)). Korzystajac z Uwagi 7 oraz wzoru (112) widzimy,
ze operator Kaca-Takesakiego dla Gy mozna wyrazi¢ nastepujaca formuta:

Vo = exp(ilm(T ® ap/)) Voz (ao).
Naszym nastepnym celem bedzie pokazanie, ze dla operatora multyplikatywnego uni-
tarnego W) istnieje analogiczny wzor:

Wo = exp(ilm(T} ® éoB0)) Ve (o).
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Przypomnijmy, ze Wy € B(L*(Gy) @ L*(Gy)) jest postaci:
Wy = exp (—Zilm(Tr ® Tl*)) Vo exp (—Zilm(Tr ® T:)) .
Korzystajac z (112) dostajemy
S. S.

Wy = exp (—Zﬂm(Tr ® Tl*)) Vor Vi exp (—Zﬂm(Tr ® T:)) .
Mozna sprawdzié, ze

Voz exp (—Zilm(Tr ® T:)) — exp (—Zﬂm(ﬂ ® a02T:)> Vo,
w takim razie

Wy = exp (—Zilm(Tr ® Tf)) Vo1 exp (—Zilm(Tr ® aOQT:)> Voz- (114)
Zauwazmy, ze
exp <—Zilm(Tr ® Tf)) Vo1 exp <—Zilm(TT ® aOQT:))
= exp (—Zilm(TT ® T[‘)) exp(ilm(7} ® apf3p)) exp (—Zilm(TT ® aozT:)>
= exp(ilm(T, & dof)).
Stad wzor (114) przyjmuje postaé
Wo = exp(iIm(T, @ dio3)) Voz (o), (115)

gdzie skorzystaliSmy z réwnosci Vo = Vo (do)-

Stwierdzenie 11. Elementy stowarzyszone &, /3077 COO(GO)‘I@‘I’ separujq reprezentacje
C*-algebry Aj.

Dowo6d. Niech 7y, m € Rep(A§; H) bedzie para reprezentacji pokrywajacych sie na
elementach stowarzyszonych ag oraz . Wtedy ze wzoru (115) wynika, ze

(id @ m )Wy = (id @ ma) W
W takim razie
m ((w ® id)Wy) = me((w @ id)Wp).
dla wszystkich w € B(L?*(Gy).. Stad 71 = m gdyz zbior elementoéw postaci (w ®id)Wy jest
gesty w Aj. O

Korzystajac z wynikéw tej pracy mozna pokazad, ze &y, a; ', ﬁo nA{ nie tylko rozdzielaja
reprezentacje C*-algebry Af ale takze ja generuja.
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3.2. Deformacja grupy SL(2,C) za pomoca podgrupy macierzy goérnotrojkat-
nych. W niniejszym rozdziale przejdziemy do konstrukcji C*-algebraicznej wersji Kwan-
towej Grupy Heisenberga-Lorentza. W tym celu zastosujemy Deformacje Rieffela do grupy:

G=SL(2,C) = {(3 g) ca, B,7,0 € Coraz ad — By = 1}.

Uzyjemy tej samej podgrupy abelowej I' co w przypadku kwantyzacji grupy Gj.
Niech wiec I' C G bedzie podgrupa macierzy gornotrojkatnych:

e (3 ) ec)

Dziatanie I'? na C..(G) oznaczane bedzie przez p :

1 —z 1 =z
o= (25 )a( ) %)),
Latwo sprawdzié, ze

( pzlyzQ(a> Y pzl,Z2(/6) ) — < o — Z17 9 /6 + ZQOf - 215 - ZIZ2/7 ) (116)
Pz1,22 (7) y Pz1,z2 (5> Y ) J + 227 .

Grupa I'; jako grupa izomorficzna z addytywna grupa C, jest samodualna, gdzie dualnosé
jest dana formuta:

C? 3 (21, 22) — exp(ilm(z122)) € T.
Dla z1, 2o € C kladziemy

U(21, 22) = exp (—Zilm(zl,EQ)) . (117)

Funkcja U € C,(C?) spetnia rownanie 2-kocyklu, wiec trojka (COO(G),p,CI}(X)\If) jest
danymi Rieffela. Jak opisano w Rozdziale (4), prowadzi ona do deformacji standardowej
struktury I">-produktu: (COO(G) X, C%, A\, ﬁ‘i@q’). Skrecone dzialanie grupy dualnej jest w
tym przypadku dane przez

ﬁ‘zyl(,g)zf(b) = )‘—221&52:571,72 (b))‘*—ﬁzl,izg

4

dla wszystkich b € C(G) x C2.

Algebra Landstada zdeformowanego I'2.-produktu bedzie dalej oznaczana symbolem A*
i nazywana C*-algebra Kwantowej Grupy Heisenberga-Lorentza. Zgodnie z Rozdzialem 4,
ma ona strukture lokalnie zwartej grupy kwantowej, tzn. istnieje komnozenie AY na A®
implementowane przez operator multyplikatywny unitarny W'.

Z rownania (116) wynika, ze element stowarzyszony v € C(G)" jest niezmienniczy na
dziatanie p. Korzystajac z Uwagi 5 dostajemy nastepujace

Stwierdzenie 12. Niechy € Coo(G)" C (Coo(G) xT2)7 bedzie elementem macierzowym
reprezentacji fundamentalnej grupy SL(2,C) rozwazanym powyzej oraz f € Coo(C) bedzie
funkcjg ciggtq znikajgcq w nieskoriczonosci. Niech A® bedzie C*-algebrg Kwantowej Grupy
Heisenberga-Lorentza. Wtedy v n A%, oraz f(7y) jest w centrum M(A?®).
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W dalszej czeéci pracy element v rozumiany jako element stowarzyszony z A°® bedzie
oznaczany symbolem 7.

Niech Gy C G bedzie podgrupa macierzy géornotrojkatnych. Zauwazmy, ze G jest dane
rownaniem: Gy = {g € G : v(g) = 0}. Ideat funkcji ciaglych znikajacych na podgrupie Gy
bedzie oznaczany symbolem J C C,(G). Pokrywa sie on z idealem funkcji generowanym
przez z,: J = z, COO(G)”'”. Laczac Twierdzenie 14 oraz Twierdzenie 15 widzimy, ze istnieje
cigg doktadny C*-algebr:

0— z:YAs”'” — A®* — A5 — 0. (118)

W dalszej czesci pracy bedziemy uzywali oznaczenia A3 = m”'”.
Niech T,,T; € C*(C?*)" C <Coo (G) %, Fz)n beda infinitezymalnymi generatorami
prawych i lewych przesunieé:
Azryzy = exp(ilm(21 7)) exp (ilm(227})). (119)
Zauwazmy ze dla funkcji gladkiej f € Coo(G) C M(Cu(G) %, C?) komutatory [1;, f] oraz
[T, f] sa odpowiednio prawo i lewo-stronnymi pochodnymi funkcji f w kierunku podgrupy

I'. Beda one dalej oznaczane symbolami 7; - f oraz T, - f. Mozna pokazaé¢, ze w zmiennych
«, 7,0 mamy nastepujace formuty

0 0
Tl'f:—Q’Y%f Tr'fIQ’Y%f-

PrzejdZzmy do konstrukcji elementéw stowarzyszonych &, 3 , ) n A®.

3.2.1. Element &. Sposob konstrukcji elementu stowarzyszonego & n A® jest podobny
do konstrukcji ﬁo n Aj z poprzedniego rozdzialu.

Dla z € C oraz ¢t € R definiujemy element mnoznikow U%(z,t) € M(Coo(G) x, I'?)
wzorem:

U%(2,t) = exp (—Zitvv*) exp(ilm(za)) exp (—Zilm(zwﬂ*)) :
Bezposrednim rachunkiem sprawdzamy ze odwzorowanie
H > (z,t) — U%(z,t) € M(C(G) x,T?)
jest reprezentacja grupy Heisenberga:
U (21, t1)U% (29, t) = U¥(21 + 20, t, + to +Im(2,5%)).

Pokazemy, ze U%(z,t) jest elementem M(A®) dla wszystkich (z,¢) € H. W tym celu musimy
sprawdzi¢, ze spetnia on warunki Landstada dla mnoznikow (29). Ponizej pokazujemy, ze
U%(z,t) jest niezmienniczy na skrecone dzialanie grupy dualnej:

U & S, % . _ S. «
pZ%f(U (z,t)) = exp (—thw ) exp(ilm(z(a — z17))) exp (—Ellm(zfy(Tl + 21) ))
= U%(2,t).
Zbadajmy odwzorowanie

C? 3 (21, 22) — Aoy U (2, )2XE, € Co(G) X, T2

21,22



78

gdzie x € A®. Latwo sprawdzié¢ ze
Aoy U (2, )2 XE, L = U2, 1) exp(—ilm(2219)) Az, 2, TN

21,22 21,22°

Element ¥ jest stowarzyszony z A®, wiec odwzorowanie

C? 3 (21, 22) — U%(2,t) exp(—iIm(2219)) A, A% L. € Coo(G) 31, T2

21,22

jest ciggle w normie. W takim razie odwzorowanie
H > (2,t) — U%(2,t) € M(A?)

jest reprezentacja grupy Heisenberga w algebrze A°.

Niech 7% € Rep(A®; L?(G)) bedzie kanoniczna reprezentacja A° na L*(G) wprowad-
zong w Uwadze 6, f € G(G) bedzie funkcja gladka o zwartym nosniku oraz Or bedzie
odwzorowaniem kwantyzacji wprowadzonym w (84). Z Lematu 24 dostajemy nastepujaca
formute

U¥(2,t)Qr(f) = Qr (7 (U%(z, 1)) f).

Z oszacowania (82) wynika ze odwzorowanie
H > (2,t) — U%(z,t)Or(f) € A®

jest ciggle w normie. Biorac pod uwage unitarno$é elementow U4 (z,t) oraz gesto§é zbioru
Or(G(G)) w A® widzimy, ze odwzorowanie

H > (z,t) — Uz, t)z € A®

jest cigglte w normie dla kazdego x € A°. Innymi stowy reprezentacja grupy Heisenberga
U%(z,t) jest ciagta w topologii strict na A®. Korzystajac z Uwagi 1 widzimy, Ze reprezen-
tacja U indukuje morfizm 7% € Mor(C*(H); A%). Niech a n C*(H) bedzie elementem sto-
warzyszonym wprowadzonym w Rozdziale 3. Element stowarzyszony an A® jest z definicji
obrazem elementu a n C*(H) przy morfizmie 7¢: & = 7%(a) n A®.

Ponizej podamy prostszy opis elementu & n A°. W tym celu, rozwazmy operator
rozniczkowy Op(&) dany wzorem

Op(@)f = af = /11" - /. (120)

gdzie f jest funkcja gtadka na G. Niech G(G) C C(G) bedzie zbiorem funkeji gtadkich o
zwartych nosnikach. Tak jak w Lemacie 14 pokazujemy, ze Qr(G(G)) jest istotna dziedzing
elementu & oraz

aQr(f) = Qr(Op(a)f)
dla wszystkich f € G(G). W takim razie prawdziwe jest

Twierdzenie 27. Niech A® bedzie C*-algebrg Kwantowej Grupy Heisenberga-Lorentza,
G(G) C Co(Q) bedzie zbiorem funkcji gtadkich o zwartych nosnikach, Op(&) bedzie op-
eratorem dziatajgcym wzorem (120) oraz Qr bedzie odwzorowaniem kwantyzacji wprowad-
zonym w (84).

Istnieje element stowarzyszony &n A® ktdrego istotng dziedzing jest Qr(G(G)) taki, ze

aQr(f) = Qr(Op(a)f)
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dla wszystkich f € G(G).

3.2.2. Element 6. Konstrukcja elementu SnAS jest zupelnie analogiczna do konstrukeji
an A®. Tutaj podamy tylko jej szkic.
Mozna pokazaé¢, ze odwzorowanie:

H > (z,t) — Us(z,t) = exp (Zitvw*) exp(ilm(z0)) exp (—Zilm(zny)) e M(A%)

jest ciagla reprezentacja grupy Heisenberga. Indukuje ono morfizm ™ € Mor(C*(H); A®).
Element stowarzyszony ¢ 1 A® jest z definicji obrazem elementu a n C*(H) przy morfizmie
70 0 = m°(a) n A%

A~

Niech Op(¢) bedzie operatorem rézniczkowym danym wzorem:

Op(8)f = of = 1717 - . (121)

gdzie f jest funkcja gltadka na G.
Ponizsze twierdzenie jest analogiem Twierdzenia 27.

Twierdzenie 28. Niech A° bedzie C*-algebrq Kwantowej Grupy Heisenberga-Lorentza,
G(G) C Coo(G) bedzie zbiorem funkcji gtadkich o zwartych nosnikach, Qr bedzie odwzo-

rowaniem kwantyzacji wprowadzonym w (84) oraz Op(d) bedzie operatorem dziatajgcym
wzorem (121).

Istnieje element stowarzyszony 6 n A® ktdrego istotng dziedzing jest Or(G(Q@)) taki, ze

5Qr(f) = Qr(Op(9)f)
dla wszystkich f € G(G).

3.2.3. Element ﬁ Jak dotad zdefiniowaliSmy trojke elementow éz,’y,g stowarzyszo-
nych z C*-algebra A°. W niniejszym rozdziale podamy konstrukcje elementu stowarzys-
zonego B n A%. Pod wzgledem technicznym bedzie ona trudniejsza niz poprzednie kon-
strukcje. Jednakze koncepcja jest podobna.

Niech f bedzie funkcjg gtadka. Wprowadzmy operator rézniczkowy

2

~ S " S % S % *
OP(A)f = Bf = 2Ty - f = 20T; - f + ST - (T, - ). (122
Operator formalnie do niego sprzezony oznaczamy Op(ﬁ)*. Latwo sprawdzi¢, ze
2
. _ s S - s
Ponadto R .
Op(&) Op(4) — Op(§) Op(B) = 1 (124)

~

gdzie Op(&), Op(d) wprowadziliSmy w poprzednich rozdziatach oraz Op(¥) jest operatorem
mnozenia przez zmienng y. Wzor ten sugeruje nastepujaca definicje elementu 3 n A®:

@Qr(f) = QF(OP(ﬂA)f)
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dla wszystkich f € G(G). Zmyst elegancji poparty Twierdzeniami 27 oraz 28 podpowiada,
ze zbior Or(G(G)) powinien by¢ istotng dziedzing 3.

Pokazemy, ze element stovvarzyszonyﬁ o tych wlasnosciach rzeczywiscie istnieje. Latwo
sprawdzi¢, ze reprezentacje U oraz U° komutuja, w takim razie & i § silnie komutuja.
Korzystajac z Twierdzenia 2 definiujemy element stowarzyszony ) n A°. Jego istotng
dziedzing jest zbior (1+a*a)'Qr(G). Nasladujac rozumowanie pokazujace, ze Qr(G(Gy))
jest istotna dziedzing operatora (3, mozna pokazaé, ze Or(G(G)) jest istotng dziedzing
elementu &d 1 A®.

Niech

0— A2 — A" — A§ — 0
bedzie ciggiem doktadnym C*-algebr wprowadzonym w (118). Jak wytlumaczyliSmy w
Przykladzie 1 istnieje morfizm 75 € Mor(A®%; A2). Aplikujac w5 do elementu aé n A°

dostajemy element stowarzyszony m(dg)nAfy. Jego istotng dziedzing jest zbior z; Qr(G(G))
oraz dla f € z;G(G) mamy

75(30)Qr(f) = Qr(Op(a) Op(9) f). (125)
Korzystajac z Lematu 2 widzimy, ze element stowarzyszony 7 (7) n Afy jest odwracalny
oraz z-transformata odwrotnosci (oznaczanej dalej symbolem 4~!) jest w centrum algebry
M(AZ). W takim razie elementy (m;(dd) — 1) oraz 5~ stowarzyszone z AZ spelniaja
zalozenia Twierdzenia 2. Pozwala to zdefiniowa¢ ich iloczyn

By =471 (7?&(545) - 1) n Az (126)

Niech f bedzie funkcja gladka o zwartym nosniku na G. Korzystajac z rownan (124),(125)
dostajemy

B5Qr(f)as = Qr(Op(H)f)as (127)
oraz

30r(f)as = Qr(Op(B)* f)as (128)
dla wszystkich a; € AZ. Ponadto z Twierdzenia 2 wynika, ze istotng dziedzing elementu

stowarzyszonego (3; jest zbior
L+ 59r(9) = AL +49) ' 2,Qr(G(G)).
W szczegblnosci
(1+ B58) A1 +4"9) " 2 Qr(9) (129)
Jest gestym podzbiorem A.

Przejdzmy do konstrukcji elementu stowarzyszonego BnAs. Wygodnie jest go wprowa-
dzi¢ przez podanie wykresu:

Y

Graph(3) = {( ;j ) c AP A°: < Ty ) € Graph(ﬁ}) dla wszystkich a; € Afy} .
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Zauwazmy, ze powyzszy zbior rzeczywiscie jest wykresem pewnego operatora dziatajacego
na A*. Jesli bowiem < 2 ) € Graph(ﬁ) to ( y(C)L:, ) € Graph(ﬁ}) dla wszystkich a; € A2.
Jednakze AZ jest idealem istotnym w A*, w takim razie y = 0.

Ponizsze dwa lematy postuza nam do wykazania, ze operator J jest stowarzyszony z
A’

Lemat 15. Niech 3 bedzie operatorem wprowadzonym powyzej oraz Op(ﬁ), Op(@* bedqg
operatorami rézniczkowymi wprowadzonymi w (122) oraz (123). Wiedy Qr(f) € D(5) oraz

A A

B(Qr(f)) = Qr(Op(B)f) (130)
dla wszystkich f € G(G). Ponadto
—Qr(Op(3)"f) ) )t
( or(f) € Graph(3)~. (131)
Dowo6d. Powyzsze wlasnosci wynikaja wprost z rownan (127) oraz (128). O

Lemat 16. Niech Graph(ﬁ) C A® @ A® bedzie wykresem operatora 3 wprowadzonym
powyzej. Wtedy
1. Graph(ﬁ) jest domknietym podmodutem w A® @ A®.
2. p1(Graph(B)) jest zbiorem gestym w A®.

3. po(Graph(3)*) jest zbiorem gestym w A®.
Dowad. Graph(ﬁ}) jest domknigtym podzbiorem AZ® A2 skad tatwo wynika domknie-
tos¢ Graph(ﬁ) w A° @& A°. Przypus$émy, ze ?j ) € Graph(ﬁ) oraz z € A®. Wt-

edy ( ESZ;Z:: ) - ( zgzzz; ) = Graph(@g/) dla wszystkich a; € A5, W takim razie
x

yj ) € Graph(ﬁ) co dowodzi punktu 1.

A

Korzystajac z Lematu 15 widzimy, ze Qr(G(G)) C p1( Graph(f3)). Zbior Qr(G(G)) jest
gesty w A® wiec punkt 2 jest udowodniony. Ten sam Lemat pokazuje réowniez, ze

00PN Y ¢ Graond):
( or(f) )GG ph(5)

dla wszystkich f € Or(G(G)). W takim razie Qr(G(G)) C pa2(Graph(B)*) co dowodzi
punktu 3. O]

Uzywajac elementu B; n Af wprowadzmy operator BJF:

A

Graph(3*) = {( ”;j ) e A A°: ( vy ) € Graph() dla wszystkich a5 € Afy}

Y

Jego wlasnosci sa analogiczne do wtlasnosci operatora ﬁ Do wykazania, ze ﬁ jest ele-
mentem stowarzyszonym z C*-algebra A® postuzymy sie iloczynem (7(3. Przypomnijmy,
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ze D(GT3) = {x e D(B) : Bz € ﬁ*} oraz dla z € D(31() mamy 315(z) = GH(B(x)).
Zauwazmy, ze Or(f) € D(3/) dla wszystkich f € G(G) oraz

BTBOr(f) = Or(Op(B)*Op(B)f). (132)

Twierdzenie 29. Niech B*ﬁ bedzie operatorem wprowadzonym powyzej oraz G(Q)
bedzie zbiorem funkcji gtadkich o zwartych nosnikach. Wiedy Or(G(G)) € D(3+3) oraz
zbior (1431 6)Or(G(Q)) jest gesty w C*-algebrze A5. W szczegdlnosci (3 jest stowarzyszony
z A® oraz Qr(G(G)) jest jego istotng dziedzing.

Dowéd. Niech my € Mor(A®; Aj) bedzie surjektywnym morfizmem z ciagu doktad-
nego (118). Jako odwzorowanie ilorazowe jest ono otwarte. W Lemacie 14 pokazalismy,
ze (1 + (260)Qr(G(Gy)) jest gestym podzbiorem Aj. Przeciwobraz zbioru gestego przy
odwzorowaniu otwartym jest gesty wiec

o (14 G5 00)Qr(G(Go))) = A*. (133)

W takim razie, dow6d bedzie zakonczony jesli pokazemy, ze

7 (14 B50) Qr(G(Go))) € (L+ B B)ar(G(@)) -

Niech a € 7;* ((1 + BSBO)Qp(fO)> gdzie fo € G(Gy). Rozszerzmy fy do funkcji f € G(G).

Zauwazmy, ze

(134)

mo(Qr(f)) = Qr(fo) (135)
co w polaczeniu z rownaniem (132) oraz Lematem 13 daje
mo((1+ B34)Qr(f)) = (1 + G5fo)mo(Qr(f))- (136)
W takim razie
mo (a—(1+573)Qr(f)) =0 (137

co oznacza, 7e a — (1 + 75)Qn(f) € A, Podzbiér (1 + BA;BAW)M(l + 4*9) 12, 9r(G)
jest gesty w A (patrz (129)). Ponadto D(ﬁi’;ﬁ}) C D(G10) oraz dla z € D(/@fﬁy) mamy
BBz = B;Bya: Istnieje wiec ciag elementow z; € |§](1 + 4*9)'2; Or(G(G)) taki, ze

a = lim (1+53)(Qe(f) + ). (138)

Zauwazamy, 7e [|(1 +7"9)72,Qr(G(G)) C Qr(G(G)) co pokamuje, 7e (Qr(f) + =) €

— Il
Or(G(G)). Z rownania (138) dostajemy, ze a € (1 + 4+5)(Qr(G(G)))  co koticzy dowod
zawierania (134). W takim razie réwnanie (133) pokazuje, ze (1 + 870)Qr(G(G)) jest
gestym podzbiorem w C*-algebrze A°. Druga cze$¢ Twierdzenia wynika z Lematu 1. [

Fakty dotyczace elementu ﬁ zbierzemy w ponizszym twierdzeniu.
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Twierdzenie 30. Niech A® bedzie C*-algebrq Kwantowej Grupy Heisenberga-Lorentza,
G(G) C Co(G) bedzie zbiorem funkcji gtadkich o zwartych nosnikach, Qr bedzie odwzo-
rowaniem kwantyzacji wprowadzonym w (84) oraz Op(ﬁ) bedzie operatorem dziatajgcym
wzorem (122).

Istnieje element stowarzyszony ﬁn A® ktdrego istotng dziedzing jest Qr(G) taki, ze

BQF(JC) = QF(OP(/@)JC)
dla wszystkich f € G(G).

3.2.4. Generatory C*-algebry A°. W poprzednim rozdziale zdefiniowaliSmy cztery
elementy stowarzyszone &, @, 9, ) n A®. Naszym kolejnym celem bedzie pokazanie, ze oper-
atory te generujg C*-algebre A°. Wykorzystamy do tego Twierdzenie 4.

Pierwszym krokiem bedzie pokazanie, ze elementy & ﬁ &,5 separujg reprezentacje A°.
W tym celu postuzymy si¢ podobnym rozumowaniem jak w Stwierdzeniu 11. Sprowadza sig
ono do wyrazenia operatora multyplikatywnego unitarnego W przez &, /6 v, 5. Przejdzmy
do realizacji tej idei.

Niech g € GG bedzie elementem dla ktorego wspétrzedna v jest niezerowa. Zauwazmy,
ze g jest iloczynem trzech elementow:

SCTIEDIER)

Przypomnijmy, ze J C C.(G) jest idealem funkcji na G znikajacych na podgrupie Gj.
C*-algebra C(G) ® J moze byé utozsamiona z algebra funkcji ciagltych znikajacych w
nieskonczonodci na G\ Gy o wartosciach w C;(G). W takim razie odwzorowania

G\Go>g—Vi(g) = R(l av—l) € M(C(G))
0

1

G\Go3g—Va(g)=R 0 —1 € M(C(G))
(7 0 )

G\Go3g—Tale) = Ry 51y € M(CG)
o 7)

sa elementami unitarnym M(C;(G) ® J). Beda one dalej oznaczane symbolami Vi, V, V3 €
M(C(G) ® J).

Uwaga 8. Niech H bedzie przestrzenia Hilberta, C(H) bedzie algebra operatorow
zwartych, oraz v bedzie normalnym, odwracalnym operatorem dzialajacym na H z miara
spektralng F7. Wprowadzmy unitarny element V5(5) € M(C¥(G) ® K(H)) wzorem

VQ(a)Z/R 0 -1 ®dE"(z). (140)
)
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Latwo zobaczy¢, ze V() = V, gdzie Vs zostalo wprowadzone powyzej. Zauwazmy, ze jesli
7 oraz 4! sa elementami stowarzyszonymi z C*-algebra A dzialajaca na H to Vi(7) €
M(CHG) ® A).

Niech 7m; € Mor(C4(G); J) bedzie kanonicznym morfizmem C*-algebr jak w Przyktadzie
1 oraz V € M(C)(G) ® C(G)) bedzie operatorem Kaca-Takesakiego. Z rownania (139)
wynika, ze
(id® ;) (V) = ViVLVs.

Niech teraz V¥ bedzie operatorem wprowadzonym w Stwierdzeniu 9 oraz 75 € Mor(A*; Ai)
bedzie morfizmem zadanym przez wiozenie ideatu A2 w algebre A°® (patrz Przykltad 1).
Przypomnijmy, ze

v@:eq%}ZHma;®nw)v@m(—Zﬂma;®7m)ehﬂ@ﬂ@)@A)

Zauwazajac, ze Vi = exp(ilm(T, ® ay~1) oraz Vs = exp(ilm(7, ® 6y~!) dostajemy nastepu-
jacy wzor

(id @ 75)(VY) = exp(ilm (T, @ (ay~' — £T})) Vaexp (ilm(7, @ (07~ — 2T7))

— exp(im(T, ® 75(8)3~))Va(3) exp(ilm(T, © 7 (3)7)). (141)

Twierdzenie 31. Niech A® bedzie C*-algebrq kwantowej grupy Heisenberga-Lorentza
oraz a, @, 4,0 m A® bedqg elementami wprowadzonymi w poprzednich rozdziatach. Elementy
&, B,4,0 rozdzielajg reprezentacje C*-algebry A*.

Dowéd. Niech H bedzie przestrzenig Hilberta, w5 € Mor(A®; AY) bedzie morfizmem
rozwazanym powyzej oraz my € Mor(A%; Aj) bedzie surjektywnym morfizmem z ciagu
doktadnego (118). Pokazemy, ze kazda reprezentacja m € Rep(A®; H) jest suma prosta
reprezentacji m; € Rep(A®; Hy) oraz mo € Rep(A®; Hy), ktore faktoryzuja si¢ przez ms; oraz
mo. Innymi stowy wykazemy, Ze istnieja reprezentacje 7, € Rep(A%; Hy), T2 € Rep(Ag; Ha)
takie, ze

M =T OMy Ty = Ty 0 (142)

oraz m = m P mo.

Operator 7(4) jest normalny. Niech P bedzie rzutem samosprzezonym na ker 7(%)L.
Element ¥ jest centralny w C*-algebrze A®, skad w(a) = Pw(a)P + (1 — P)m(a)(1 — P) dla
wszystkich a € A®*. W takim razie reprezentacja m rozktada sie na sume prosta reprezentacji
7 = m @ m, taka, ze m1() jest operatorem odwracalnym a 7(§) = 0. Pamigtajac, ze AZ
jest idealem w A°® generowanym przez 4 oraz Aj jest algebra ilorazowa A° /Afy dostajemy
(142).

Ze wzoréw (141) oraz (114) wynika, ze

(id @ )W = exp(ilm (7T} @ m(&)m1 (9) 1)) Va(mi (7)) exp(ilm(T; @ Wl(g)ﬂl(ﬁ)_l))

oraz

(id @ o)W = exp(ilm(T}, @ ma(d)mo(5)) Vo (ma(&)).
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Widzimy wiec, ze (id @ 7)W jest "funkcjaoperatorow 7 (&), 7(3), 7(3), 7(d). Jednakze W
rozdziela reprezentacje, wigc jesli dwie reprezentacje pokrywaja si¢ na elementach stowa-
rzyszonych &, 3,7, 6 to pokrywaja sie one na wszystkich elementach A°. O
Drugim krokiem dowodu tego, ze &, B,&,S generujg C*-algebre A, bedzie pokazanie,
1 o
ze element m exp(—Aa*&) exp(—0*0), ktory apriori jest w algebrze mnoznikéw M(A®)
+ *
jest tez elementem A®:
1 o

———exp(—a*a) exp(—d*9) € A°. (143)

1+ 56
W tym celu znajdziemy funkcje f, ktorej kwantyzacja daje exp(—a*&) exp(—(SA*g) € M(A%).
Przypomnijmy, ze element exp(—&*&) mozna, nieco formalnie (patrz formuta (20)), wyrazi¢
wzorem :

/ dzh <z —%sv*v) U%(z,0), (144)

gdzie h = h; jest funkcja wprowadzona w (15). Dla g € G polézmy
1
f*(g) = /dzh (z, —537*7) exp(ilm(za)). (145)

Funkcja h jest funkcja gaussowska. Scatkowanie (145) daje

exp (—%7*7) oxp (_2|a|2tanh (%7*7)> .

I*(9) = cosh (—£v*7) sy

Podobnie, element exp(—tg*g) jest dany wzorem
1 N
/dzh (z, 58’}/*’)/> U°(z,0). (146)

Analogicznie do f¢ wprowadzamy funkcje f0 € Cy(G):

1 ) exp (ﬁv*v) 2|6|% tanh (ﬁv*v)
3g) = [ dzh (z, —sv* ) exp(ilm(26)) = —2—Z exp | — 2 )
Plo) = [ st (= 5177) explitm(z0) = ZHE S e e

Ich iloczyn oznaczamy symbolem f:
2(|af* +16]) tanh (57%7)
2 (s, % eXp | — *
cosh (57 7) sy*y
Funkcja f jest gladka oraz jej pochodne wzgledem T; oraz T, sg ograniczone. Korzystajac

ze Stwierdzenia 10 widzimy, ze f jest funkcja kwantowalng, gdzie kwantyzacja dana jest
wzorem:

f=ff =

) € Cy(G). (147)

Or(f) = €Y (NF(R) (1 + TETR)* (1 + T3 1) - £)AR(R)), (148)
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. il .
oraz h(w) = / dz (i}:{)((lﬁr)n_(;‘jz)y Zauwazmy, ze podany tu wzér na funkcje h rézni sie
1

od wzoru (78) podstawieniem s — —7. Wynika to z analogicznej zmiany parametru dla
2-kocyklu ¥ (117).

Stwierdzenie 13. Niech [ € Cy(G) bedzie funkcjg rozwazang powyzej oraz Qr bedzie
odwzorowaniem kwantyzacji wprowadzonym w (84). Wiedy

Or(f) = exp(—a*a) exp(—6*9).

Dowdd powyzszego Stwierdzenia jest, jak zobaczymy, technicznie nieco skomplikowany.
Jednak idea jest prosta. Mianowicie, mozna na poziomie formalnym wykaza¢, ze kwantyza-
cja funkcji exp(ilm(za)) € Cy(G) daje element U%(z,0) € M(A®). Podobnie, kwantyzacja
funkcji exp(ilm(zd)) € Cy(G) daje element U°(z,0) € M(A®). Obserwacja ta wraz ze
wzorami (144) oraz (146) prowadzi do definicji funkcji f (147).

Dowoéd Stwierdzenia 13. Niech w € M(Cy(G)xI'?)* oraz x € C(C) bedzie funkcja
ciagla o zwartym no$niku. Rozwazmy funkcjonal ' € M(C. (G) x I'?)* zadany wzorem:

W'(0) = wlexp(—y"7)A" (2)bA" () exp(—7™7))-
Funkcjonaly tej postaci rozdzielaja elementy M(C..(G) x I'?), wiec jesli pokazemy, ze
W(9r(f)) = W' (exp(—a*&) exp(—9*0)) to dowdd stwierdzenia bedzie zakonczony.
Zauwazmy, ze

A+ TP+ LT £(g) = [ deada
1
X h (zl, —537*7> exp(ilm(z1a))(1 + 21217)?

1 : ok
X h <22, 557*7) exp(ilm(290))(1 + Z229y 7)2>.

Ponadto
Pisua (D (iTm(2101)) exp(ilm(229)))
= exp (Zilm(wlzw)> exp (Zilm(wgzgv)> exp(ilm(z;a)) exp(ilm(229))).

Podstawiajac powyzsze réwnosci do (148) dostajemy:
W'(Qr(h)) = /dwldwgw<exp(—7*7))\L(:d~zwl)

1
X /dzldz2h (zl, —537*7) (1+ Z217"y)? exp (Zilm(u‘qzw)) exp(ilm(z;))
h

1 s | ) *
22, 587*7) (14 Zp227"7)” exp (Zﬂm(wzzﬂ)) exp (ilm(220))AF (2hy, ) exp(—y 7)) '
(149)

X
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gdzie R, jest przesunieciem funkcji he Coo(C). h jest funkcja znikajaca eksponencjalnie w
nieskoriczono$ci. Zatem ze zwarto$ci nosnika z € C.(C) wynika istnienie statej C' takiej,
ze ||xhy |l < Cexp(—|w|). Ponadto odwzorowanie

* 1 * - *
C? 3 (21, 29) = exp(=7")h (zl, —557 7) (14 z217")”

xh (22,357"7) (1 + Z2227*7) exp(—7"7) € M(Cxo(G) % I?)
jest catkowalne co wynika z postaci funkcji h:

Texpw |2|22 coth x
———exp | —————— .
4sinh x 4

W takim razie wyrazenie podcatkowe w (149) jest bezwzglednie catkowalne i mozna za-
mieni¢ kolejnosé¢ catkowania:

(O (h)) = / A2z / duwydwnes

h(z,x) =

~ 1 S, _ .
X exp(—fy*fy)AL(:chwl)h <zl, —557*7) (1+ 21z17*7)2 exp (lem(w1z17)> exp(ilm(z1c))

1 S. _ . 7 *
X h <2’2, 537*7) (14 Zy297" ) exp (lem(wgzw)) exp (ilm(220) ) A (hha,, ) exp(—y 7))

Zauwazmy, ze

- S, I S, o,
/dwl)\L(xhwl) exp (lem(wlzw)> = (14 Z1207"y) A (2) exp <111m(T1z17 ))
oraz
R 7 8 7 = * —2\R 8 = *
/dw2>\ (xhy,) exp (lem(wgzﬂ)) = (14 Zo297™y) A" (x) exp <Ellm(Trz1fy )) :
Stad
/ / 1 * . S. _ s
W'(Qr(h)) = /dzldz2w <h <z1, —557 7) exp(ilm(z1a)) exp (illm(lelfy ))

1
x h <22, —8’7*’}/) exp(ilm(220)) exp (fiIm(Trzw*))) .
2 4
Korzystajac z tozsamosci
. . S, _
U%(z1,0) = exp(ilm(z;)) exp <lem(le17 ))
U?(22,0) = exp(ilm(20)) exp (Film(T1217") )
oraz formul (144),(146) dostajemy
1 R 1 5
W'(Qr(h)) = /dzldzzw' (h <zl, —537*7) U%(z1,0)h <22, 537*7) U‘s(zQ,O))

A A

= w'(exp(—a*&) exp(—0*9)).



88

O

Udowodnimy jeszcze jeden pomocniczy lemat po ktérym przejdziemy do dowodu wias-
nosci (143).

Lemat 17. Niech f € Cy(G) bedzie funkcjg rozwazang powyzej, Qr bedzie odwzoro-
waniem kwantyzacji wprowadzonym w (84) oraz Op() bedzie operatorem rézniczkowym

wprowadzonym w (122). Rozwazmy pare funkcji:
= ﬁlﬂﬁ)f €Cy(G) ka=f — (1 Op(B) Op(B))ki € Cy(C).

Funkcje k1, ko sq kwantowalne oraz QOr(ky), Or(ky) € A®.

1 ( 2(\a|2+\5|2)tanh(§7*7)>
exp | — )

Dow6d. Przypomnijmy, ze f(9) = ——7r— -
cosh® (57°7) 7"

1
Stad k1 = mf jest funkcjag znikajacg w nieskoriczonosci. Podziatajmy na k; opera-

torem rézniczkowym 7;. We wspotrzednych o, v, ma ono postaé —278% co prowadzi do
nastepujacych rownosci:

(L 2 e gtanh (5
i (1+ﬁﬁ)_(1+ﬁﬁ)2 T =l

Laczac powyzsze wzory dostajemy

203 tanh ($+*
ﬂkﬁl:( 265 —4an (27 ﬂva) k‘l.

1+ 3 Yy
Zauwazajac, ze k; znika eksponencjalnie ze wzgledu na zmienne «, 7,9 oraz korzystajac
tanh (59%y) o
i . widzimy, ze T} - k1 € Co(G). Podobne
(1+55) STy
argumenty pozwalaja wykazac, ze (TFT ¥ TmT ™) -k € Coo(G) dla wszystkich [, k, ', k' €
N U {0}. Korzystajac z Twierdzenia 25 dostajemy, ze k; € G._(G) oraz Or(k;) € A°.
Przeanalizujmy teraz funkcje ky. Zauwazmy, ze (1 —Op(3)* Op(B)) = 1+ 38+ D gdzie
D jest operatorem rézniczkowym postaci:
D = B(aT} + 0T + ~I7T)) + (T, + 6T, + 1 T,) 8.

W takim razie ko = D-k;. Argumenty takie jak w przypadku funkcji & pozwalajg wykazaé,
ze (TFTFTMT™) - ky € Coo(G). Stad ky € GL(G) oraz Qr(ky) € A°. O

z ograniczono$ci funkcji

Twierdzenie 32. Niech A® bedzie C*—algequ Kwantowej Grupy Heisenberga-Lorentza.
Wprowadzmy element mnoznikow y = (1 + 5*3) ' exp(—a*a) exp(—0*0) € M(A*%). Wtedy
y jest elementem A®.

Dowéd. Niech f, ky, ky beda funkcjami wprowadzonymi powyzej. Zauwazmy, ze

A

f=ky+ (1 - Op(B)* Op(B))k:.
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Ze Stwierdzenia 13 dostajemy

y=1+58)7"Qr(f) = (1+5"3) " Qr(ka) +(1+5"6) ' Qr((1-Op(B)" Op(5))k1). (150)
Pokazemy, ze
(1+ 3°3)7'Qr((1 — Op(B)* Op(B))k1) = Qr (k). (151)
Niech x,, bedzie ciaggiem funkcji gtadkich o zwartych no$nikach dazacym w sensie strict do
1 takim, ze pochodne y,, daza do zera. Korzystajac z Twierdzenia 30 widzimy, ze

(1+ B*B)_lQF((l - OP(B)* Op(B))(Xnkl)) = Qr(Xnk1). (152)

Ponadto ze Stwierdzenia 10 dostajemy

Or (1= 0p(3)" Op(A)) (xaks)) = r ( (1= Op(A)" OB(H)) k)
w sensie topologii strict na M(A®) oraz Twierdzenie 25 pokazuje, ze

Or(xnk1) — Qr(k1)

w sensie normowym. Biorac granice ze wzgledu na n w (152) dostajemy (151).
W takim razie (150) upraszcza sie do:

y= (14 5"8)7"Or(ks) + Or (k).
Korzystajac z Lematu 17 widzimy, ze y € A°. O
Laczac Twierdzenia 31,32 i 4 dostajemy:

Twierdzenie 33. Niech A® bedzie C*-algebrq Kwantowej Grupy Heisenberga-Lorentza.
Elementy stowarzyszone &, 3,7, generujg A°.

3.2.5. Reprezentacje C*-algebry A°. W niniejszym rozdziale opiszemy reprezentacje
C*-algebry A® na przestrzeni Hilberta. Pokazemy, ze sa one w jednoznacznej odpowied-
niosci z opisanymi w Rozdziale 2 reprezentacjami zwiazkow komutacyjnych (88) za pomoca
operatoréow dzialajacych na przestrzeni Hilberta. W tym celu skorzystamy z Twierdzenia
22, ktore powiada, ze reprezentacje algebry A® sa w jednoznacznej odpowiedniosci z ko-
reprezentacjami kwantowej grupy dualnej: (C*(G), Adgx-yA). Przypomnijmy forme tej
odpowiedniosci. Niech W € M(C:(G) ® A®) bedzie operatorem multyplikatywnym uni-
tarnym dla A® oraz m € Rep(A®%; H) bedzie reprezenatcja. Wtedy U, = (id @ m)W jest
koreprezentacja grupy kwantowej (C*(G) Adgx-xA). Na odwroét, jesli U jest koreprezen-
tacja grupy kwantowej (C*(G), Adsx-xA), wtedy istnieje dokladnie jedna reprezentacja
v € Rep(A®; H) taka, ze U = (id @ 7y )W.

Zauwazmy, ze 2-kocykl U wprowadzony w (117) jest sko$ny a wiec X X*¥ = X oraz
Adsx-sA = AdyA.

Stwierdzenie 14. Niech (C*(G),AdxA) bedzie grupg kwantowq rozwazang powyzej,
H bedzie przestrzeniq Hilberta, (&, 7,0) € Hy(A®) gdzie zbior Hy(A®) zostat wprowadzony
w Definicji 1/ oraz Va(7) € B(L*(G) @ H) b(gdzze elementem unitarnym wprowadzonym w
Uwadze 8.
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Wtedy operator
U = exp(ilm(T, © 331)Va(3) exp(ilm(T, © 5571)) € M(CH(G) @ K(H))  (153)
jest koreprezentacjq grupy kwantowej (C:(G), AdXA).
Dowod. Podzialajmy na pierwsza noge U komnozeniem AdyA:
(AdxA ®id)U = X, ((A ® id)U) X7,
=X, (A @id) (expliim(T, © 657))(A @ i) (15(7))(A @ id) (exp(iTm(T, @ 357))) ) X1,
Z roéwnania A(TT) =T, ®I1+1®1T, oraz zwiazku komutacyjnego [&, &*] = —s7*7 dostajemy
(A ®id)(exp(ilm(T; ® &771))) = exp(ilm((T, ® [ + I ® T,,) ® G5~ 1))
= X5exp(ilm(I @ T, ® @7 1)) exp(ilm(T}, @ T @ &7 ~1)).
Na tej samej zasadzie
(A ®id)(exp(Im(T, ® 6571))) = exp(iIm((T, @ I + I @ T},) ® 057 1))
= exp(ilm(I @ T, ® 057Y)) exp(ilm(T, @ I @ 6771)) X1a.
Ponadto z definicji elementu V(%) podanej w Uwadze 8 wynika, ze:
(A ®id)(Va(7)) = Va(7)2sV2 ()15
W takim razie
(AdxA ®id)U = exp(ilm(I @ T, ® a7 1)) exp(ilm(T, @ I @ a5 1)) Va(7) 23
X Va(F)1s exp(ilm(I @ T, @ 657)) exp(ilm(T, ® I ® 657Y)).
Operatory v oraz & komutuja, wiec
exp(ilm(T, @ T @ &7 1))Va(F)2s = Va(F)as exp(ilm (T, @ I ® a771)).
Podobnie
Va(3) 1z exp(ilm(I @ T, @ 657 1)) = exp(ilm(I @ T, ® 071))Va(7)13.
Daje to ponizsza réwnosc
(AdxA ®id)U = exp(ilm( @ T, ® &7 1))Va(7)as exp(ilm(T, @ I ® a771))
x exp(ilm(I ® T, ® 65~ 1)) Va(F)13 exp(ilm(T, @ I @ 6571)).
Zauwazajac 7e element exp(ilm (7, ® I ® a3~")) komutuje z exp(ilm(I ® T, ® §5~1)) otrzy-
mujemy
(AdxA @ id)U = exp(ilm(I @ T, @ a771))Va(7) a3 exp(ilm(I @ T, @ 6571))
x exp(ilm(T, @ I ® &5~ 1)) Va(7)13 exp(ilm(T}, @ I ® 5’7_1))
= UssUss.
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Twierdzenie 34. Niech H bedzie przestrzeniq Hilberta oraz (&,7,0) € Hy(A®) gdzie
zbior H;(A®) zostat wprowadzony w Definicji 14. Istnieje doktadnie jedna reprezentacja

7 € Rep(A4%; H) taka ze 7(&) = &, ©(6) =6, 7(3) = 7.
Do dowodu powyzszego Twierdzenia wykorzystamy nastepujace

Stwierdzenie 15. Niech G bedzie grupg Liego, f € Coo(G) bedzie funkcjg gladkg o
zwartym nosniku oraz R, € L*(G) bedzie reprezentaciq prawq reqularng. Istnieje funkcjonat

normalny w € B(L*(G)). taki, ze f(g) = w(R,) dla wszystkich g € G.

Powyzszy fakt jest wnioskiem z Twierdzenia Dixmier-Malliavin |5]. Mozna go réwniez
wykaza¢ bezposrednio badajac operator Nelsona (patrz Uwaga 2).

Dow6d Twierdzenia 34. Niech U € M(C;(G) ® K(H)) bedzie koreprezentacja dual-
nej grupy kwantowej (C*(G), AdyA) zbudowang z operatoréw (&, d,7) jak w Stwierdze-
niu 14, 7y € Rep(A®; H) bedzie reprezentacja zadang przez koreprezentacje U, W &
B(L*(G) ® L*(G)) bedzie operatorem multyplikatywnym unitarnym dla A* oraz f bedzie
funkcja gladka o zwartym nosniku. Ze Stwierdzenia 15 wiadomo, ze istnieje funkcjonatl
normalny w € B(L?*(G)). taki, ze f(g) = w(R,). Podobnie, istnieje funkcjonal normalny
w' € B(L*(Q)). taki, ze (z,f)(g9) = w'(R,) gdzie z, jest z-transformaty elementu ~. Innymi
stowy

W'(Ry) = z4(g)w(Ry)- (154)
Twierdzenie 24 pokazuje, ze

2 (w @ 1d) (W) = (&' ® id)(W). (155)

Pamietajac, ze (id ® my)W = U widzimy, ze rownosé 7y (y) = 7 bedzie udowodniona jesli
wykazemy, ze

2 (w®1id)(U) = (v’ @ id)(U). (156)
Przypomnijmy, ze:
U = exp(ilm(T, ® &7)) / R ( N ) @ dEY(z) | exp(iim(T, @ §5°1)).
z 0

W takim razie U nalezy do stabego domkniecia przestrzeni rozpietej przez elementy naste-
pujacej postaci:

P = (R. ® exp (ilm(wai))) /R( 0 —z! ) ® dE(z) (157)

X (Rz, ® exp (ﬂm (u/Sa—l))) ,
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gdzie R, = R/ L\ oraz z,w, 2, w'" € C. Do udowodnienia (156) wystarczy wiec
[0 7)
wykazac, ze
zz(w®id)(P) = (' ®id)(P), (158)
co zrobimy ponizej. WprowadZmy oznaczenie

UST" = exp (ilm (way ™)) Ui771 = exp (iIm (w’gfy_1>> .

Proste przeksztalcenie (157) daje:

T 2z

P= (I ® Ugf’v“) /R( o (o2 1)) ) ® dE7(z) (1 ® Uj?“) .

Element z:; komutuje z U7 oraz Ui’?fl co pokazuje, 7e
(I ® Z:Y) P

— (I@ Ugvl) (I® z7) /R( (22 — 1)z ) ® dE7(x) (I@ Uj’?fl) .
x Zx

Korzystajac z wtasnoséci miar spektraalnych dostajemy

z 2z

(I ® 25) /R( (2222 — 12! ) ® dE7(z)

z 2z

— /:E(l +:m)_§R( (22 — D! ) ® dE(z)

w takim razie

_ a5yt — -1 5 651
- (1®Uuﬂ ) /a;(1 FE)ER L gyt | 94BN (@) ([®Uw, ) .
x 2z

Wzér (158) wynika teraz z powyzszej réwnosci oraz zwiazku (154).

Przejdzmy do dowodu réwnosci m(&) = & oraz w(0) = 6. Ze wzoru (141) wynika, ze

(I @ exp(ilm(zay1)))W (I ® exp(—ilm(za4™ 1)) = (R: @ )W

gdzie 4 nalezy rozumie¢ jako operator mnozenia przez zmienng «y dzialajacy na L*(G) (w
tym sensie jest on odwracalny). Podobnie

(I ® exp(ilm(za71)))U(I @ exp(—ilm(za71))) = (R: ® I)U.
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Powyzsze rownosci pokazuja, ze dla kazdego z € C operatory
exp(ilm(zmy (6)771)) exp(—ilm(za7 1)) € B(H)
komutuja z 7y (A°) C B(H). Dla z € C potézmy
7. = exp(ilm(zmy (&)771)) exp(—ilm(za771)).
Odwzorowanie C > z — 7, € B(H) jest reprezentacja addytywnej grupy C. Faktycznie:
Ty Tar
= exp(ilm(zmy(4)7 7)) exp(—ilm(247 ")) exp(ilm(z'my (4)7 7)) exp(—ilm(2'a7
= exp(ilm(2'my (&)™) exp(ilm(zmy ()7 1)) exp(—ilm(2&7 1)) exp(—ilm(2'a
— exp (gilm(z?) exp(ilm((z + 2')m(&)77Y)) exp ( il (2’2 )) exp(—ilm((z + 2)a7™"))
= exp(ilm((z + 2)mp (@) 1)) exp(—iIm((z + 2)a7 1)) = 7oy,
gdzie w pierwszej rownoéci skorzystaliSmy z tego, ze operatory
exp(ilm(2'my(&)771)),  exp(ilm(zmy(@)7 1)) exp(—ilm(za5 ™))

komutuja. Niech C) bedzie infinitezymalnym generatorem reprezentacji 7. Z definicji, jest
on operatorem normalnym dzialajagcym na H takim, ze

exp(ilm(zmy (@)771)) exp(—ilm(za7 1)) = exp(ilm(2C)),

dla wszystkich z € C. Element exp(ilm(zC})) komutuje z 7y (A®). W takim razie komutuje
on z exp(ilm(zmy (&)771)) oraz z exp(—ilm(za¥y~1)), co pokazuje, ze

@)yt =ay"t + O (159)
Analogiczne dowodzimy istnienia operatora normalnego (5 dzialajacego na H takiego, ze
mu(0)7 =67+ Cy. (160)

Operatory & oraz ¢ silnie komutuja, w takim razie C; i C, silnie komutuja. Wykazemy
teraz, ze C; = 0 = Cy. Korzystajac ze wzoru (141) dostajemy

U=(id® m)W
= exp(ilm(7, @ &7 ~Y)) exp(ilm(T, @ C1))Va(7) exp(ilm (T, @ C)) exp(ilm(T, @ 677 1)).
Poréwnujac powyzsze wyrazenie ze wzorem (153) widzimy, ze
Va(7) = exp(ilm(T, ® C1))Va(7) exp(ilm(T, ® C5)).

Operatory normalne C', C oraz 7 silnie komutuja. Pamietajac, ze T, generuje przesuniecia
wzdhuz podgrupy I' oraz korzystajac z definicji V2(5) podanej w Uwadze 8 widzimy, ze
powyzsza rownos¢ jest rownowazna nastepujacej tozsamosci macierzowej:

o )-G) )G )
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dla wszystkich z; € Sp(Cy), 2o € Sp(Cs) oraz x € Sp(7) \ {0}. Stad Sp(C;y) = {0} =
Sp(Cs) oraz Cy = 0 = Cy. W takim razie (159) oraz (160) upraszczaja si¢ do réwnosci
(@) = a3, my(0)7! = 677! co koriczy dowdd naszego twierdzenia. O

Nastepnym naszym celem bedzie opis reprezentacji w ktérych element ¥ jest zerowany.
Wiadomo, ze takie reprezentacje faktoryzuja sie przez reprezentacje C*-algebry A§. Prze-
jdzmy wiec do zbadania koreprezentacji grupy kwantowej (C:(Gy), Ad XA). Dowo6d poniz-
szego stwierdzenia jest analogiczny do dowodu Stwierdzenia 14.

Stwierdzenie 16. Niech (A3, AY) bedzie grupg kwantowq wprowadzong w Rozdziale
3.1, (CX(Gy), AdxA) bedzie grupg kwantowq dualng do (A5, AY), H bedzie przestrzeni
Hilberta, (ao, Bo) € Hy(A®) gdzie Hy(A®) jest zbiorem opisanym w Definicji 15 oraz Voo (&)
bedzie elementem wprowadzonym w Uwadze 7.

Wtedy operator

exp(ilm(T, ® a3)) V(@) € M(C}(Go) ® K(H))
jest koreprezentacjqg grupy kwantowej (C-(Gl), AdXA).

Twierdzenie 35. Niech A® bedzie C*-algebrq kwantowej grupy Heisenberga-Lorentza,
H bedzie przestrzeniq Hilberta oraz (&O,BO) € Hy(A®%). Wtedy istnieje doktadnie jedna
reprezentacja m € Rep(A*; H) taka, ze 7(&) = &, n(8) = 3, n(3) =0, 7(d) = &L

Dowdd. Tak jak w dowodzie Twierdzenia 34, pokazujemy najpierw istnienie reprezen-
tacji ¢ € Rep(As; H) takiej, 7e <(dy) = & oraz ¢(fy) = (. Niech my € Mor(AS; A3) bedzie
surjektywnym morfizmem z ciagu doktadnego (118). Latwo sprawdzi¢, ze 1 = ¢ o €
Rep(A®; H) jest reprezentacja o ktorej mowa w naszym twierdzeniu. O

Laczac Twierdzenia 34 oraz 35 dostajemy

Twierdzenie 36. Niech H bedzie przestrzenig Hilberta, A° bedzie C*-algebrq Kwan-
towej Grupy Heisenberga-Lorentza, elementy d,ﬁ,&,s n A® bedqg jej gemeratorami oraz
(&, 3,7,0) bedzie elementem zbioru H(A®) wprowadzonego w Definicji 16. Istnieje doktad-
nie jedna reprezentacja m € Rep(A®; H) taka, ze

Ponadto dla kazdej reprezentacji m € Rep(A®; H) mamy (7?((34), 7(8),7(%), 7r(<§)> € H(A®%).

Dowdd. Przypomnijmy ze czworka (&, 3,7,0) € H(A®) jest z definicji suma prosta
(G5,75,05) € H,(A®%) oraz (Go, y) € Hyo(A®). Z Twierdzeni 34 oraz 35 wynika istnienie
71 € Rep(A®; Hy) oraz Ty € Rep(A®; Hy) gdzie H, = ker ¥ oraz H, = Hi takich, ze

!

m(@) =& m@A) =% m) =10,



95

Latwo sprawdzi¢, ze suma prosta m ®&me € Rep(A®; H; @ H,) daje reprezentacje spelniajaca
teze naszego twierdzenia.

Dow6d drugiej czesci powyzszego twierdzenia tatwo wynika z dowodu Twierdzenia 31.
OJ

3.2.6. Komnozenie. Niech (4%, AY) bedzie Kwantowa Grupa Heisenberga-Lorentza.
Wiemy juz, ze C*-algebra A® jest generowana przez cztery elementy stowarzyszone &, 3, A, 5.
W niniejszym rozdziale zbadamy dzialanie komnozenia AY na generatorach.

Uzywajac reprezentacji 72 € Rep(A?%; L?(G)) wprowadzonej w Uwadze 6 mozemy
traktowaé¢ elementy d,&,g n A jak operatory dzialajace na przestrzeni Hilberta L*(G).
Zauwazmy, ze wtedy 4 jest operatorem odwracalnym. W ponizszych formutach 4! bedzie
rozumiany jak operator dzialajacy na L*(G) odwrotny do operatora 4. Korzystajac z
Twierdzenia 2 widzimy, ze ¥ = 4 ® & + 6 ® % jest normalnym, odwracalnym operatorem
dzialajacym na L*(G) ® L*(G). Tak jak w Rozdziale 2 wprowadzamy pare operatoréw a, o
dzialajacych na przestrzeni Hilberta L?(G) ® L*(G):

=367 ®l) -4 @4,
=7(1@0 ) -y

taka, 7e trojka (d,7,0) jest elementem (L2(G) ® L*(G))5(A®). Z Twierdzenia 34 wynika
® L

istnienie reprezentacji ma € Rep(A®; L*(G) 2(@)), ktora na generatorach dana jest
wzorem:

5 (161)

ma(d) = a WA(@) = ’:7_1(6‘5 - 1) (162)
WA(’?) = ’7 7TA(5) =90.
Zauwazmy, ze powyzsze operatory sg formalnie dane przez dziatanie komnozenia w Kwan-
towej Grupie Heisenberga-Lorentza (89). Pokazmy to na przyklad dla ma(&):

ma@ =@ o) 105
—(jeativi) @y el) -4 e
=a®a+ ( (aé—l)) ®§/
—a®a+8®4.
Twierdzenie 37. Niech ma € Rep(As'Lz( ) @ L*(G)) bedzie wprowadzong powyzej

reprezentacjg C*-algebry A* pochodzqceq od (&,7,0) € (L*(G) ® L*(G))4(A%). Pokrywa sie
ona z komnozeniem na A* tzn.:

mala) = A¥(a) € B(L*(G) ® L*(G)). (163)

Twierdzenie to pokazuje, ze komnozenie AY na A* w dzialaniu na generatorach & B 5
pokrywa sie, z doktadnoscia do szczegotow technicznych, z komnozeniem dla SL(2,C)
(patrz (89)).

Dowéd Twierdzenia 37. Korzystajac ze Stwierdzenia 14 widzimy, ze
U = exp(ilm(7, ® a5~ 1))Va(5) exp(ilm (T, @ 0771))
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jest koreprezentacjg grupy kwantowej (C:(G),AdXA) oraz ma i U zwigzane s nastepu-
jacym wzorem (id ® o)W = U gdzie W jest operatorem multyplikatywnym unitarnym
dla (A%, AY). Z drugiej strony (id @ AY)W = Wi,Wi3. Wiee do dowodu réwnosci (163)
wystarczy pokazac, ze U = Wiy Wis.
W ponizszych rachunkach (97! ® 4)y~! oraz (¥ ® 4~1)7~! oznaczaja iloczyn silnie
komutujacych, normalnych operatoréw dziatajacych na L*(G) @ L*(G).
U = exp(ilm(T, @ &7~ 1))Va(7) exp(ilm (T, ® 6571)) = exp(ilm(T} ® &)1z
x exp (ilm (T, ® (="' ®@9)771))) Va(3) exp (ilm (T, @ (=7 ®471)771)))  (164)
x exp(ilm(7, ® 0971))13.
Z drugiej strony, korzystajac ze wzoru (141) dostajemy
W12W13 = exp(iIm(Tr & OAé’A}/_l & ]:))
x Vo (2 exp(ilm(T, ® 097" @ I)) exp(ilm(T, @ I ® &571))Va(F)13 (165)
x exp(ilm(7T;, @ I @ 047 1)).
Poréwnujac (164) i (165) widzimy, ze tozsamos$é U = Wi, W3 jest rownowazna temu, ze:

exp(imn(T, (<371 )7 VT expliin(Ty © (9 @55
= Va(§)rzexp(ilm(T, @ 097" @ 1)) exp(ilm(T;, @ I @ 6571)) V() 13-
Zauwazajac, ze
exp(ilm(T, ® 65~ ® I)) exp(ilm(T, ® I © 637")) = exp(ilm(T, ® (37" ®571)7))),
przeksztalcamy (166) do postaci:
exp(ilm(7T, @ (=7~ @ 9)77")Va(3) exp(ilm(T, @ (5 @ 57")77 1)
= Va(P e exp(ilm(T, @ (571 @ 471)7))Va(9) 13-

Przypomnijmy, ze T, generuje przesuniecie wzdtuz podgrupy I'. Z definicji V5(%) po-
danej w Uwadze 8 oraz z faktu, ze operatory ¥, ¥ ® I oraz I ® # silnie komutuja wynika,
ze powyzsza rOWno$¢ operatorowa jest rownowazna nastepujacej tozsamosci macierzowe;j:

((1) (—ﬁ®1ﬁ‘1)2‘1)(2 ‘g_l)(}) <—*y—1<im>z—1>

B 0 —A'eI 1 '®@4 Dz 0 —I®A4!
T \AeI 0 0 1 I®% 0

dla wszystkich z € Sp(%) \ {0}. Sprawdzenie jej jest prostym rachunkiem, ktory pozostaw-
iamy czytelnikowi. 0

1
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