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ROZDZIAL 1

Wskazanie osiagnigcia habilitacyjnego

Wskazanym osiagnigciem habilitacyjnym jest cykl pigciu prac zatytutowany

Kwantowe podgrupy domkniete i kwantowe przestrzenie jednorodne

1. Lista prac zawierajacych wskazane osiagnigcie

1. [Kas11] Rieffel deformation of homogeneous spaces, Journal of Functional Analysis, 260,
(2011), 146-163

2. [Kas12] On a certain approach to quantum homogeneous spaces, Communications in
Mathematical Physics 313, (2012), 237-255

3. [DKSS12] Closed quantum subgroups of locally compact quantum groups, z M. Daws, P.
Softan i A. Skalski, Advances in Mathematics 231, (2012), 3473-3501

4. [KS14] Embeddable quantum homogeneous spaces, z P. Sottan, Journal of Mathematical
Analysis and Applications, 411 (2014), 574-591

5. [KS1S5] Quantum groups with projection on von Neumann algebra level, z P. Sottan,
Journal of Mathematical Analysis and Applications, 427 (2015) 289-306.

W przypadku pracy [DKSS12] wkiad wspétautoréw nalezy uznaé za réwny. W przypadku
prac [KS14],[KS15] wkitad wspétautoréw jest nastgpujacy: P. Kasprzak 60%, P. Sottan 40%.
Odpowiednie oswiadczenia zostaly dotaczone do wniosku.

2. Oméwienie zagadnienia

Powyzszy cykl prac dotyczy kwantowych podgrup domknigtych oraz kwantowych przestrzeni
jednorodnych lokalnie zwartych grup kwantowych (LZGK). Badanie tych poje¢ w konteksScie
zwartych grup kwantowych zainicjowano w pracy [Pod87] i podejmowano w kolejnych w pracach
(np.: [Pod95], [BRV06], [Boc95], [DCY13], [DCY]). Dla grup lokalnie zwartych za najistotniejsze
prace w omawianej tematyce nalezy uzna¢ [Vae05] oraz [Kus02]. Publikacje wchodzace do listy
osiagnigcia habilitacyjnego stanowig dalszy wklad do teorii domknigtych podgrup kwantowych
oraz kwantowych przestrzeni jednorodnych lokalnie zwartych grup kwantowych.

PrzejdZzmy do skrétowego oméwienia pewnych aspektéw kwantowych podgrup domknigtych
oraz kwantowych przestrzeni jednorodnych zwartych grup kwantowych (ZGK). Teorig ZGK
formutuje si¢ w jezyku C*-algebr z jedynka. Morfizmem C*-algebr A, B z jedynka 14, 1p
nazywamy x-homomorfizm 7 : A — B taki, ze 7(14) = 1p. Zbiér morfizméw z A do B
oznaczamy Mor(A, B).

DEFINICJA 2.1. [Wor98, Definicja 1.1] Niech A bedzie osrodkowa C*-algebra z jedynka oraz
A: A— A® Abedzie morfizmem takim, ze

id®A)oA=(A®id)oA
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Moéwimy, ze (A, A) jest zwartg grupa kwantowa jesli

liniowa powtoka{(b ® 1)A(c) : b,ce A} =AR A

=A®RA

liniowa powtoka{(1 ® b)A(c) : b,c € A}H~|I

Niech Y bedzie przestrzenia Banacha. Symbol [X| oznaczaé bgdzie domknigcie powtoki
liniowej podzbioru X C Y. Zwarta grupe kwantowa (A, A) oznacza¢ bedziemy symbolem G a
wtedy A oznaczamy C(G) a A oznaczamy A®.

DEFINICJA 2.2. Niech G bedzie ZGK, B bedzie C*-algebra z jedynka oraz 5 : B — C(G)®B
bedzie morfizmem takim, ze (A® ®id) o 8 = (id ® 3) o 5. Méwimy, ze (B, 3) jest G-C*-algebra
jesli

[B(B)(C(G)®1p)] =C(G)® B

G-C*-algebry bedziemy oznaczali X, Y, ... a wtedy dla X = (B, ), B oznaczamy C(X) a

oznaczamy 3%. Bedziemy tez méwié, ze 3% jest dziataniem G na C(X).

DEFINICJA 2.3. Niech G bgdzie ZGK oraz X bedzie G-C*-algebra. Mowimy, ze X jest
kwantowa G-przestrzenia jednorodna jesli

{z € C(X) : B%(x) = Lo ® 2} = Cle (1)
Jesli spetniony jest warunek (1) to méwimy, ze 3% jest dzialaniem ergodycznym.

DEFINICJA 2.4. Niech G bedzie ZGK oraz U € M,,(C) ® C(G) bedzie elementem unitarnym.
Mé6wimy, ze U jest unitarng reprezentacja G jesli (id ® A®)(U) = UpUss.

Formutujac powyzsza definicje uzywamy notacje numerujaca nogi: element U, € M, (C) ®
C(G) ® C(G) definiujemy ktadac Uy, = U ® 1¢(g). Podobnie definiujemy Uy 3, Uss.

Pierwszym nietrywialnym przyktadem ZGK byta kwantowa grupa SU,(2) [Wor87], gdzie
C(SU,(2)) jest uniwersalng C*-algebra generowana przez dwa elementy «, 5 € C(SU,(2)) takie,
Ze macierz

% 2] e e cisu@)
jest reprezentacja unitarna SU,(2).

Rozwazmy multyplikatywna grupe T = {z € C : |z| = 1}. Niech z : T — C oznacza
funkcje identycznosciowa na T. Wowczas z € C(T) i istnieje doktadnie jeden morfizm, 7 :
C(SU,(2)) — C(T) taki, ze m(c«) = z oraz w(3) = 0. Ponadto 7 jest morfizmem surjektywnym,
tzn. m(C(SU,(2)) = C(T) oraz

(m@m) o ASUd@ = AT o 1

Podsumowujac T mozna utozsami¢ z domknigta podgrupa SU,(2) w sensie ponizszej definicji,
ktéra jest niewielka modyfikacja [Pod95, Definicja 1.3]).

DEFINICJA 2.5. Niech G, H beda ZGK oraz niech 7 € Mor(C(G), C(H)) bedzie surjektyw-
nym *x-homomomorfizmem. Méwimy, ze 7 utozsamia H z domknigta podgrupa kwantowa grupy
G, jesli zachodzi (1 @ m) 0o A® = At o,

Dla G, H jak wyzej méwimy, ze H jest domknigta podgrupa kwantowa grupy G oraz piszemy
H c G.DlaH C G, rozwazmy

B={zxcCG): (idam)(A%x)) =2 Lo}
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Latwo sprawdza sig, ze A¥(B) € C(G) ® B oraz X = (B,f8) z 3 = AC®|p jest kwantowa
G-przestrzenig jednorodna. Piszemy wéwczas X = G/H.
W pracy [Pod95] wyr6zniono nastgpujace klasy kwantowych przestrzeni jednorodnych.

DEFINICJA 2.6. Niech X bedzie kwantowa przestrzenia jednorodng zwartej grupy kwantowej
G. Méwimy, ze
e X jest zanurzong kwantowa G-przestrzenia jednorodng jesli C(X) C C(G) oraz 8* =
Ao
e X jest typu ilorazowego jesli X jest zanurzona oraz istnieje H C G taka, ze X = G/H.

Badania nad kwantowymi przestrzeniami jednorodnymi zwartych grup kantowych zainicjo-
wane zostat w pracy [Pod87]. Opisano w niej rodzine kwantowych SU,(2)-przestrzeni jednorod-
nych. Rodzing ta parametryzuje ¢ € {c¢(2),¢(3),...} U [0,00][, gdzie ¢(i) < 0. Dla t €]0, 0],
X, jest zanurzalna kwantowa SU,(2)-przestrzenig jednorodng , X, = SU,(2)/T. Natomiast X.;
nie sa zanurzonymi przestrzeniami kwantowymi. Klasyfikacje kwantowych SU,(2)-przestrzeni
jednorodnych podano w pracy [DCY].

Przejdziemy teraz do omodwienia definicji lokalnie zwartych grup kwantowych oraz wpro-
wadzenia pojeé, ktére w dalszej czesdci tej pracy postuza do opisu kwantowych przestrzeni
jednorodnych. Ponadto sformutujemy pewne wyniki dotyczace klasycznych i kwantowych grup
lokalnie zwartych, ktére stanowig motywacj¢ i punkt wyjscia dla badan, podjetych w pracach z
dorobku habilitacyjnego.

Aksjomatyczng teori¢ lokalnie zwartych grup kwantowych mozna sformutowac uzywajac
odpowiednio jezyka C*-algebr [KV00],[MNWO03] lub algebr von Neumanna [KV03]. Z uwagi na
prostote definicji LZGK, w niniejszym autoreferacie uzywac bedziemy sformutowania bazujacego
na algebrach von Neumanna z pracy [KVO03]. Niech H begdzie przestrzenig Hilberta a B(H)
bedzie algebra operatoréw ograniczonych dziatajacych na H. Algebra von Neumanna M C
B(H) jest to x-algebra z jedynka 1 € M, domknigta w topologii mocnej B(H) (w topologii
zbieznosci punktowej). Zbior funkcjonatéw normalnych na B(H) oznaczaé¢ begdziemy B(H)..
Jesli A jest C*-algebra, posiadajaca przestrzen predualng to A nazywamy W*-algebra. Okazuje
si¢, ze C*-algebr¢ A mozna utozsami¢ z algebra von Neumanna wtedy i tylko wtedy gdy A jest
W*-algebra.

Niech M begdzie algebra von Neumanna. Zbiér elementéw dodatnich M oznaczaé bgdziemy
M, . Méwimy, ze odwzorowanie ¢ : M, — R, U {oo} jest waga na M, jesli dla wszystkich
x,y € M, oraz A € R, mamy

o Y(x+y) =) +v(y)
* Y(Ar) = M)(x)
e (0)=0

Niech v bedzie waga na M. Rozwazmy
My ={x e My :¢(x) < o0}
Moéwimy, ze
e 7 jest waga potskonczong jesli M, jest gestym w topologii mocnej podzbiorem M ;
e 7 jest wierna jesli ¢(z) = 0 implikuje z = 0;
e 7 jest waga normalna jesli ¢)(sup z;) = sup ¢(z;) dla kazdego rosnacego ograniczonego
uogdlnionego ciagu (z;) € M.

Jesli ¢ jest normalna pétskoniczona i wierna to méwimy, ze v jest waga n.s.w. .
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Niech M i N beda algebrami von Neumanna (dziatajacymi na przestrzeniach Hilberta H; oraz
Hy odpowiednio), 1, € M, 15 € N beda jedynkami M i N odpowiednio oraz niechw : M — N
bedzie x-homomorfizmem. Méwimy, ze

e 7 jest unitalny jesli m(1y,) = 1y
e 7 jest normalny jesli w(supz;) = supw(x;) dla kazdego rosnacego ograniczonego
uogdlnionego ciagu (x;) € M.
Iloczyn tensorowy M®N definiujemy jako najmniejsza algebr¢ von Neumanna dziatajaca na
H)y ® Hy zawierajaca operatory x ® y € B(H), ® Hy) gdziex € M,y € N.

Powyzszy zakres poje¢ wystarcza do sformutowania definicji lokalnie zwartej grupy kwanto-

wej.

DEFINICJA 2.7. [KV03, Definicja 1.1] Niech M bedzie algebra von Neumanna oraz A :
M — M® M bedzie unitalnym normalnym réznowartoSciowym s-homomorfizmem takim, ze

(A®id)oA=(1d®A)o A
Jesli istnieja n.s.w. wagi ¢, : My — R, U {oo} takie, ze
(¥ ©@1d)(A(2)) = ¢ (2)1m
(id @ ¢)(A(2)) = ¢(2)Lu
to méwimy, ze (M, A) jest lokalnie zwarta grupa kwantowa.

Parg (M, A) oznaczaé bedziemy symbolem G, a wtedy M oznaczamy L>°(G) a A oznaczamy A®.
Wage 1), ¢ nazywamy odpowiednio prawa i lewa waga Haara.

Grupa kwantowa G opisanym w jezyku algebr von Neumann posiada C*-wersje (Co(G), A®).
Algebra Cy(G) posiada jedynke wtedy i tylko wtedy gdy G jest zwarta grupa kwantowa. Ponizej
pokrétce opiszemy kategorig C*-algebr C*, ktére nie koniecznie posiadaja jedynke. Jesli A €
Ob(C*) to C*-algebr¢ mnoznikéw A oznaczamy M(A). Dla A, B € Ob(C*) morfizmem 7 : A —
B nazywamy x-homomorfizm 7 : A — M(B) taki, ze B = [w(A) - B]. Motywacje tej definicji
morfizméw oraz opis algebry mnoznikéw M(A) znalezé mozna w [Wor95]. Jesli A jest unitalna
C*-algebra to M(A) = A oraz powyzsze pojecie morfizmu sprowadza si¢ do pojecia morfizmu dla
C*-algebr z jedynka. Algebra mnoznikéw M(A) jest unitalng C*-algebra, ktérej jedynke bedziemy
oznacza¢ 14 € M(A).

Jesli G = (L>=(G), A®) jest LZGK to C*-wersja komnozenia bgdzie oznaczana tym samym
symbolem: A® € Mor(Cy(G), Co(G) ® Co(G)).

DEFINICJA 2.8. Niech G bedzie LZGK, B bedzie C*-algebra oraz § € Mor(B, Cy(G) ® B)
bedzie réznowartoSciowym morfizmem spetniajacym

(A®*®id)o B = (id® B) o B
Méwimy, ze (B, () jest G-C*-algebra jesli [(B)(Co(G) @ 15)] = Co(G) ® B.
G-C*-algebry bedziemy oznaczali X, Y, . . ., awtedy dla X = (B, ), B oznaczamy C(X) oraz

3 = [3%. Bedziemy tez méwic, ze 3= jest dziataniem G na Cy(X). Jesli B jest C*-algebra z jedynka
to stosujemy oznaczenie B = C(X).

DEFINICJA 2.9. Niech G bedzie LZGK, M bedzie W*-algebra oraz o : M — L®(G)@M
bedzie réznowarto§ciowym unitalnym normalnym x-homomorfizmem. Méwimy, ze (M, «) jest
G-W*-algebra jesli

(A°®®@id)oa = (id®a)oa
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G-W™-algebry bedziemy oznaczali X, Y, ... a wtedy dla X = (M, «), M oznaczamy L>°(X)
oraz o = o, Bedziemy tez méwié, ze o jest dziataniem G na L>°(X).

DEFINICJA 2.10. Niech G bedzie LZGK oraz X bedzie G-W™*-algebra. Mowimy, ze X jest
W*-kwantowa G-przestrzenia jednorodna jesli

{r € L(X) : a™(2) = L1~@) @ 2} = Cli=x) 2)
o® spetniajace (2) nazywamy dzialaniem ergodycznym.

DEFINICJA 2.11. Niech G bedzie LZGK, H przestrzenig Hilberta, K(H) C*-algebra operato-
réw zwartych dziatajacych na H oraz niech U € M(IC(H) ® Cy(G)) bedzie elementem unitarnym.
Méwimy, ze U jest reprezentacja unitarng G jesli

(id @ A®)(U) = UppUss

Kazda LZGK posiada reprezentacje regularng W¢ € M(K(L*G)) ® Cy(G)) na przestrzeni
L*(G), gdzie L*(G) jest przestrzenia Hilberta z konstrukcji GNS dla prawej wagi Haara 1. Kon-
strukcja W© zostata opisana w pracach [MNWO3] oraz [KV00]. Ponizej podamy najistotniejsze
wlasnosci WC. Reprezentacje regularng W® mozna tez interpretowad, jako operator dziatajacy na
L*(G) ® L*G), ktéry nazywamy operatorem Kaca-Takesakiego. Niech 3 : L*(G) ® L*(G) —
L*(G) ® L*(G) bedzie operatorem unitarnym takim, ze X(z ® y) = y ® x. Wéwczas:

w topologii mocnej

(1) L*(G) = {(w®id)(WE) : w € B(LAG)).} ;
(2) A®(z) = WE(z ® 1)W®* dla wszystkich z € L=(G);
(3) zdefiniujmy

M ={(id®w)(WE) : w € B(LXG)).}

w topologii mocnej

C B(LA(G))
Woéwezas M jest algebra von Neumanna; o o
(4) istnieje normalny réznowarto$ciowy *-homomorfizm A : M — M®M taki, ze
A(z) = TW% (1 @ 2)WEE
dla wszystkich x € M;

(5) (M, A) jest lokalnie zwarta grupa kwantowa. Dalej (M, A) oznaczamy G i méwimy, ze G
jest lokalnie zwarta grupa kwantowa dualng do G;

(6) mamy WE = YWEY oraz G = G.

~

(7) WE € M(Cy(G) ® Co(G)) oraz
(id ® AG)<WG> - W%W%
(A® ®id)(WE) = W5 WS,

8) Co(G) = {(w ®1d)(WE) : w € BLAG)).}

PRZYKEAD 2.12. Niech G bedzie grupa lokalnie zwarta. Niech A : L*(G) —
L>(G)® L*™(G) bedzie *-homomorfizmem takim, ze A(f)(st) = f(st) dla wszystkich s,t € G
oraz f € L*(G). Para (L™(G), A) jest LZGK w sensie Definicji 2.7. W dalszej czgsci autoreferatu,
jesli G jest grupa lokalnie zwarta to oznaczamy G = (L*°(G),A). Niech ds bedzie prawo
niezmiennicza miarg Haara na GG. Prawg wagg Haara ¢ na G definiujemy wzorem

W(f) = /G f(s)ds
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dla wszystkich f € L>°(G),; lewa wage Haara ¢ na G definiujemy wzorem

- / f(s™)ds

dla wszystkich f € L™(G); f € L*(G) jest funkcja mierzalna f : G — C taka, ze

/|f )|?ds < oo

W szczegolnosci L®(G) C B(L*(G)), gdzie (fu)(s) = f(s)u(s) dla wszystkich s € G, f €
L>*(G) oraz u € L%(G). Operator Kaca-Takesakiego W® € B(L*(G) ® L%(G)) jest dany wzorem

(WEu)(s,t) = u(st,t)

dla wszystkich s, € G oraz u € L%G) ® L%G). Niech G bedzie dualna grupa kwantowa.
Woéwczas

w topologii mocnej

L>®(G) = liniowa powloka{RC : s € G}
gdzie R : L}G) — L*%G) jest operatorem unitarnym: R%(u)(t) = wu(st) dla wszystkich
u € L%(G) oraz s,t € G. Ponadto A®(RY) = RY @ RS. Odwzorowanie

G > s+ RY € B(L¥(@Q))

jest reprezentacja unitarng G nazywana reprezentacja regularng. Mamy wigc reprezentacj¢ regu-
larng RY grupy G oraz reprezentacja regularng W€ dla G.
Niech H bedzie domknigta podgrupa G, G/ H bgdzie przestrzenia lewych warstw H

G/H ={gH : g € G}

oraz niech 7 : G — G/ H begdzie odwzorowaniem ilorazowym. Na G/ H wprowadza sig¢ topologig
ilorazowa: O C G/H jest otwarty wtedy i tylko wtedy gdy 7~1(O) C G jest podzbiorem
otwartym. Wowczas,

e (G/H jest lokalnie zwarta przestrzenia Hausdorffa;
e 7: G — (G/H jest odwzorowaniem cigglym i otwartym.

Algebra Cy(G/H) jest podalgebra w M(Cy(G)) = Cy(G), oraz
Co(G/H)={f € Cy(G): f(st) = f(s) VseG,te H}
W dalszej czgSci pracy bedziemy oznaczaé
L¥(G/H)={f e L=(G) : f(st) = f(s) VseG,te€ H}
Mozna pokazaé, ze Co(G/H) jest gesta w topologii mocnej podalgebra L>°(G/H). Rozwazmy,
a:L®(G/H) = L®(G)® L>*(G/H) oraz 5 € Mor(Co(G/H),Co(G) ® Co(G/H)) gdzie
a = A% ~/m)
B = A%cyaym)

Wéwezas (L*(G/H), «) jest G-W™-algebra, « jest dziataniem ergodycznym a (Co(G/H), /3) jest
G-C*-algebra.

W pracy [Vae0S] sformutowana zostata definicja kwantowej podgrupy domknigtej. Ponizej
podamy jej rGwnowazng wersj¢.
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DEFINICJA 2.13. Niech G oraz H beda LZGK oraz niech v : L*°(H) — L>*(G) bedzie
injektywnym normalnym x-homomorfizmem. Méwimy, ze ~y identyfikuje H z kwantowa podgrupa
domknigta G jesli

(y®7) o A¥ =A% oy

W sytuacji opisanej w Definicji 2.13 bedziemy mowili, ze H jest kwantowa podgrupa
domknigta grupy G oraz bedziemy uzywali oznaczenia H C G.

PRZYKEAD 2.14. Niech H C G bedzie podgrupa domknigta . Jak zwykle oznaczmy G =
(L>(G), A%) oraz H = (L>*(H), A"). W nastgpnym rozdziale uzasadnimy istnienie injektywnego

normalnego *-homomorfizmu v : L(H) — L*°(G) takiego, ze
V(R{") = R
dla wszystkich ¢t € H. Jest jasne, ze
(Y®7) 0 AF = AS oy
Zachodzi tez twierdzenie odwrotne: jesli H jest lokalnie zwarta grupa kwantowa oraz H C G to
istnieje podgrupa domknigta H C G taka, ze H = (L>°(H), AH).

Zauwazmy, ze jesli H jest domknigta podgrupa G to istnieje morfizm m € Mor(Cy(G), Cy(H))
obcinajacym funkcje na G do H C G

m(f)(s) = f(s)
dla wszystkich s € H oraz 7(Cy(G)) = Cy(H). Ponadto
A¥or = (r®m)oAC

Utozsamiajac L>°(H) z obrazem przy odwzorowaniu ~ : L°(H) — L>(G) mozna pokaza¢, ze
L¥(G/H) = {x € L=(G) : 2y = yx dla wszystkich y € L>(H)}
gdzie iloczyn wy jest iloczynem operatoréw dzialajacych na L*G) (zauwazmy, ze
L2(G), L*(H) C BL*(G))).
Ogodlniej, niech G, H beda lokalnie zwartymi grupami kwantowymi i niech v : L*(H) —
L>(G) utozsamia H z domknigta podgrupa kwantowa G. W dalszym ciggu L>°(H) bedziemy
utozsamiac z algebra von Neumanna dzialajaca na LZ(G). Rozwazmy, algebr¢ von Neumanna

N = {z € L(G) : 2y = yx dla wszystkich y € L>°(H)}
Latwo sprawdzi¢, ze A®(N) C L*(G)®N. Oznaczajac o = A®|y dostajemy W*-kwantowa
G-przestrzen jednorodna (N, «v), ktéra bedziemy oznaczaé¢ symbolem G /H. Zatem

A

L*(G/H) = {z € L™(G) : xy = yx dla wszystkich y € L>°(H)} (3)

Powyzszy przyktad rodzi pytanie o C*-algebraiczng wersje G/H. W kontekscie LZGK
rozwazano je w pracy [Vae05]. Przed sformutowaniem odpowiedniego twierdzenia, ktére opisuje
Co(G/H) rozwazmy klase regularnych lokalnie zwartych grup kwantowych. Definiujac ja ponizej
traktujemy Cy(G) oraz Co(G) jako algebry dziatajace na L%(G). W szczegblnosci ma sens
méwienie o [Co(G) Co(G)] € B(LA(G)).

DEFINICJA 2.15. Niech G bedzie lokalnie zwarta grupa kwantowa. Méwimy, ze G jest
regularna jesli [Co(G) Co(G)] = K(LA(G)).
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Nastgpujaca klasa odwzorowan jest uzyteczna przy opisie Co(G/H) i byta rozwazana w
[Vae05].

DEFINICJA 2.16. Niech N bedzie alebra von Neumanna, B bedzie C*-algebra oraz 7 : N —
M(B) begdzie *-homomorfizmem. Méwimy, ze 7 jest ciaglty w topologii strict jesli dla kazdego
ograniczonego, *-mocno zbieznego do = € N ciagu uogdlnionego (z;);c; elementéw N oraz dla
kazdego b € B, ciag uogdblniony (7(x;)b);c; elementéw B jest zbiezny do 7(z)b w topologii
NOrmowej.

Ponizsze twierdzenie jest jedng z motywacji dla badan podjetych w liScie publikacji zgtoszo-
nych jako dorobek habilitacyjny.

TWIERDZENIE 2.17. [Vae05, Twierdzenie 6.1] Niech G bedzie lokalnie zwartq regularng
grupq kwantowq oraz niech H bedzie kwantowq podgrupq domknigtq G. Wowczas istnieje jedna i
tylko jedna C*-algebra D C L>°(G/H) spetniajqca nastgpujqce warunki

(1) D jest mocno gestaw L>°(G/H);

(2) A®(D) € M(Cy(G) @ D) oraz (D, ), gdzie 3 = A®|p jest G-C*-algebra;

(3) A%(L>*(G/H)) < M(K(LAG)) ® D) oraz x-homomorfizm A®|i~gmy —
M(K(L%G)) ® D) jest ciggly w topologii strict.

W dalszym ciagu, G-C*-algebre (D, 3) oznaczac bedziemy G/H.

3. Szczegoly osiagnieé

3.1. Kwantowe podgrupy domkniete. Omawianie szczegétow osiagnigcia habilitacyjnego
zaczng od przedstawienia wynikow pracy [DKSS12]. Motywacja do podjetych w niej badan byto
funkcjonowanie w literaturze dwéch definicji domknigtych grup kwantowych (patrz Definicja 2.13
and 2.5). W pracy [DKSS12] zostaty szczegétowo zbadane zwiazki migdzy nimi.

PrzejdZzmy do wprowadzenia pojecia homomorfizmu grup kwantowych. Jego sformutowanie
bazuje na wersji uniwersalnej (Cj(G), A¢) lokalnie zwartej grupy kwantowej G. Pominiemy
tutaj doktadny opis (Cj(G), A%) (patrz na przyktad [SS07]). Dla celéw tego autoreferatu wy-
starczajaca jest informacja o istnieniu 1-1 odpowiednioSci migedzy reprezentacjami unitarnymi
grupy kwantowej Ga niezdegenerowanymi reprezentacjami C*-algebry Cf(G). Odpowiednio$¢ tg
najwygodniej opisaé¢ bazujac na uniwersalnej wersji reprezentacji reprezentacji regularnej W® ¢
M(CY(G) ® Co(G)). W literaturze dotyczacej teorii reprezentacji grup kwantowych dowodzi sie
nastgpujace twierdzenie.

TWIERDZENIE 3.1. Niech G bedzie grupq lokalnie zwartq oraz H bedzie przestrzeniq

~

Hilberta. Dla kazdej reprezentacji unitarnej U € M(K(H) ® Co(G)) grupy kwantowej G istnieje
doktadnie jeden morfizm my € Mor(Cy(G), K(H)) taki, Ze
U = (my ®1id)(WE) 4)
PrzejdZzmy do oméwienia homomorfizméw grup kwantowych. W pracy [MRW12] wykazano,
ze nastgpujace trzy klasy obiektéw sa w 1-1 odpowiednioSci
e mocne homomorfizmy grup kwantowych: morfizmy
™ € Mor(Cg(G), Cg (H))
spetniajace
(mr@m)oAg =Agom
Moéwimy, ze 7 zadaje homomorfizm z H do G.
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e bicharaktery: unitarne elementy
V € M(Cy(G) ® Co(H))
spetniajace
(id ® A" (V) = Vo Vs
(A% @id)(V) = VasVis
Méwimy, ze V' zadaje homomorfizm z H do G.
e prawe homomorfizmy grup kwantowych: morfizmy
p € Mor(Co(G), Co(G) @ Co(H))
spetniajace
(A® ®@id)op = (id® p) o A®
(do A" op=(p®id)op
Moéwimy, ze p zadaje homomorfizm z H do G.
Ponizsze twierdzenie, postuzy nam dalej do zdefiniowania kwantowej podgrupy domknigtej w

sensie Woronowicza.

TWIERDZENIE 3.2. [DKSS12, Twierdzenie 3.6] Niech G oraz H bgdq LZGK i niech dany
bedzie homomorfizm z H do G opisany bicharakterem V. € M(Co(G) @ Co(H)), mocnym
homomorfizmem grup kwantowych m € Mor(Cy(G), Ci(H)) oraz prawym homomorfizmem grup
kwantowych p € Mor(Cy(G), Co(G) ®@ Co(H)). Wowczas nastgpujqace warunku sq réwnowazne.

(1) m(Cg(G)) = Ci (H)
2) [p(Co(G))(Co(G) ® 1)] = CO(GI) ® Co(H)
3 [(@oid)(V):weBIAG).T" = Com).

DEFINICJA 3.3. [DKSS12, Definicja 3.2] Niech G, H beda lokalnie zwartymi grupami
kwantowymi i niech dany bedzie homomorfizm z H do G opisany bicharakterem V' € M(Cy(G) ®
Co(H)), mocnym homomorfizmem grup kwantowych = € Mor(C(G), Cg(H)) oraz prawym
homomorfizmem grup kwantowych p € Mor(Cy(G), Cy(G) ® Cy(H)). Jesli spetniony jest jeden
z rownowaznych warunkéw Twierdzenia 3.2 to méwimy, ze H jest kwantowa podgrupa domknigta

grupy kwantowej G w sensie Woronowicza

PRZYKEAD 3.4. Mozna pokazaé, ze dla kazdej grupy lokalnie zwartej G mamy Cf(G) =
Co(G). Jesli H jest domknigta podgrupa w G to morfizm obcinajacy m € M(Cy(G), Co(H)) spetnia
warunki Definicji 3.3. W szczegdlnosci 7 jest surjekcja m(Co(G)) = Co(H).

Okazuje sig, ze whasnos¢ surjektywnosci morfizmu obcinajacego m € M(Co(G), Co(H)) z
Przyktadu 3.4 mozna wzmocnic co jest treScig Twierdzenia Herza o obcigciu, [Her70]. Przed jego
sformutowaniem rozwazmy podzbiér Az C Co(G)

Az = {(w®id)(WE) : w € B(LX(G)).}
Ag jest x-podalgebra Cy(G), tzw. algebra Fouriera grupy G.

TWIERDZENIE 3.5. [Her70] Niech G bedzie grupq lokalnie zwartq, H jej podgrupq do-
mknigtq oraz niech m € Mor(Cy(G), Co(H)) bedzie morfizmem obcinajqcym. Wowczas w(Ag) =
Ap.
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Korzystajac z Twierdzenia Herza mozna wykazaé ponizsze twierdzenie.

TWIERDZENIE 3.6. [Zwa, Wniosek 4.2.6] Niech G bedzie grupq lokalnie zwartq, H C G
jej podgrupa domknietq. Oznaczmy G = (L=(G),A%) oraz H = (L>°(H),At). Niech R®
bedzie reprezentacjq regularng G oraz RY bedzie reprezentacjq regularng H. Wowczas istnieje
réznowartosciowy x-homomorfizm ~ : L°(H) — L™(G) takie, ze v(R¥) = RS dla wszystkich
teH.

Modyfikacja ponizszej definicji pojawila si¢ juz w poprzednim rozdziale (patrz Definicja 2.13):

DEFINICJA 3.7. Niech G oraz H beda LZGK oraz niech v : L®(H) — L°(G) bedzie
normalnym injektywnym x-homomorfizmem. Méwimy, ze H jest domknigta podgrupa kwantowa
G w sensie Vaesa jesli

(Y& 7)o A" =A%0y
Omoéwienia zwiazkéw pomigdzy Definicjami 3.3 oraz 3.7 zacznijmy od kontekstu klasycznego.

TWIERDZENIE 3.8. [DKSS12, Twierdzenia 4.2] Niech GG, H bedq grupami lokalnie zwar-
tymi. Nastepujqce warunki sq rownowazne:

(1) H jest kwantowq podgrupg domknigtq G w sensie Vaesa;
(2) H jest kwantowq podgrupa domknietq G w sensie Woronowicza,
(3) H jest homeomorficzna z domknigtq podgrupq grupy G.

Niech G i H beda lokalnie zwartymi grupami kwantowymi i niech H bedzie kwan-
towa podgrupa domknigta grupy G we sensie Vaesa. Interpretujac operator WH jako element
Lo°(H)® L>°(H) zdefinivjmy V = (v @ id)(WH) € L>°(G)® L*°(H). Twierdzenie 3.5 z pracy
[DKSS12] méwi w istocie, ze V' pozwala utozsamié H z kwantowa podgrupa domknigta grupy
kwantowej G. Mamy wigc

TWIERDZENIE 3.9. [DKSS12, Twierdzenie 3.5] Niech H bedzie kwantowaq podgrupq do-
mknigtq G w sensie Vaesa dang ~ - L°(H) — LX(G). Zdefiniujmy V = (v @ id)(WH) ¢
LOO(@)@) L°(H). Wowczas V' zadaje homomorfizm z H do G oraz H jest kwantowq podgrupq
domknigtq G w sensie Woronowicza.

UWAGA 3.10. W toku badan podjetych w ramach pracy [DKSS12] nie udato si¢ wykazaé
rownowaznosci definicji pojecia kwantowej podgrupy domknigtej w sensie Vaesa i Woronowicza.
Innymi stowy, dla domknigtych podgrup kwantowych w sensie Woronowicza nie udowodniono
kwantowej wersji Twierdzenia Herza o obcinaniu. W Swietle powyzszych uwag kwantowa
podgrupa domknigta w sensie Vaesa to taka kwantowa podgrupa domknigta w sensie Woronowicza,
dla ktérej zachodzi kwantowa wersja Twierdzenia Herza o obcinaniu.

Dla pewnych klas lokalnie zwartych grup kwantowych domknigto$¢ w sensie Woronowicza i
Vaesa sa rownowazne.

TWIERDZENIE ;’91} [DKSS12, Twierdzenie 5.1]1 Niech G, H bedq grupami lokalnie
zwartymi oraz niech G, H bedq dualnymi LZGK. Nastepujqce warunki sq réownowazne.

(D) H jest kwantowq podgrupq domknietq G w sensie Vaesa,
2) H Jjest kwantowa podgrupq domknigtq G w sensie Woronowicza;

(3) istnieje domknigta podgrupa normalna N C G oraz izomorfizm grup lokalnie zwartych
p:G/N — H.
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TWIERDZENIE 3.12. [DKSS12, Twierdzenie 6.1] Niech G, H bedq LZGK oraz niech H
bedzie kwantowq podgrupq domknietq G w sensie Woronowicza. Jesli H jest zwartq grupq
kwantowgq to H jest kwantowq podgrupq domknigta G w sensie Vaesa.

TWIERDZENIE 3.13. [DKSS12, Twierdzenie 6.2] Niech G, H bedq LZGK oraz niech H
bedzie kwantowq podgrupq domknietq G w sensie Woronowicza. Jesli G jest dyskretnq grupaq
kwantowq to H takze jest dyskretna oraz H jest podgrupq kwantowq G w sensie Vaesa.

Konczac przedstawiania wynikéw pracy [DKSS12] zauwazmy, ze zawiera ona nowy dowod
klasycznego Twierdzenia Herza. Dowdd ten bazuje na ponizszej obserwacji poczynionej dla grup
kwantowych.

TWIERDZENIE 3.14. [DKSS12, Twierdzenie 3.4] Niech H bedzie kwantowq podgrupa
domknigtq G w sensie Woronowicza zadang bicharakterem V- € M(Co(G) @ Co(H)). Wowczas
H jest kwantowq podgrupa domknietq G w sensie Vaesa wtedy i tylko wtedy gdy reprezentacje V
i WH grupy kwantowej H sq kwazi-réwnowazne, tzn. istnieje przestrzen Hilberta K oraz operator
unitarny T : K @ LA(G) — K ® L*(H) takie, e

TeA V(T 1) = (1o W

Niech H bedzie podgrupa domknigta GG. Korzystajac z powyzszego twierdzenia widzimy, ze
twierdzenie Herza o obcinaniu mozna udowodni¢, pokazujac, ze reprezentacja regularna RY :
H — B(L%(H)) oraz obcigcie reprezentacji regularnej R“ do podgrupy H sa kwazi-réwnowazne.
Odpowiedni argument zostal podany pod koniec Rozdziatu 4 pracy [DKSS12].

3.2. Kwantowe przestrzenie jednorodne. Kolejne prace wiaczone do listy z dorobku habili-
tacyjnego dotycza catkowicie lub czg¢sciowo kwantowych przestrzeni jednorodnych. Ich omawianie
zaczng od pracy [Kasll]. Rozwazano w niej deformacj¢ Rieffela przestrzeni jednorodnych w
kontekscie wynikow pracy [Vae05]. Otrzymana w ten sposéb klasa przyktadéw G-C*-algebr jest
jedna z motywacji dla badani podjetych w pracach [Kas12], [KS14a], [KS15] a omawianych w
dalszej czgsci autoreferatu.

W pracy [Kas11] korzystamy z wynikow pracy [Kas10a]. Rozwazano w niej grupe klasyczng
G oraz G-C*-algebre X. Majac przemienna podgrupe domknigta I' C G oraz ciagly 2-kocykl
U:T'xI'—Tna grupie dualne I" mozna skonstruowaé

e lokalnie zwarta grupe kwantowa GY;
o GY-C*-algebre X¥;

Jesli H jest podgrupa domknigta G oraz ' C H C G to deformacja Rieffela prowadzi
do lokalnie zwartych grup kwantowych HY oraz GY. W pracy [Kasl1] zauwazono, ze HY jest
domknieta podgrupa kwantowa GY w sensie Vaesa. Korzystajac z [Vae05, Twierdzenie 6.1]
widzimy, ze jesli G¥ jest regularng grupa kwantows to istnieje C*-przestrzefi ilorazowa G /HY.
Regularnosé w pracy [Kas11] gwarantuje przyjete zatozenie dotyczace funkcji modularnej o : G —
R, : zaktada sig, ze jej obcigcie do I jest trywialne

d(s) = 1 dla wszystkich s € T )

Rozwazmy teraz klasyczna przestrzen ilorazowa G/H = (Co(G/H),[) jak opisano w
Przyktadzie 2.12. Stosujac do niej deformacje Rieffela dostajemy GY-C*-algebre (G/H)Y.

TWIERDZENIE 3.15. [Kasl11, Twierdzenie 6.2] Niech' C H C G oraz HY C GY, bedq jak
opisano powyzej. Wowczas istnieje izomorfizm G¥-C*-algebr (G/H)Y oraz GY /HY.
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Warto podkresli¢, ze podana w [Vae0S, Twierdzenie 6.1] konstrukcja przestrzeni ilorazowe]
bazuje na teorii reprezentacji indukowanych grup kwantowych i jest ona dos¢ zawita. Twierdzenie
powyzsze daje wzglednie prosty opis G¥ /HY w kontekscie deformacji Rieffela.

W Rozdziale 7 pracy [Kasl1] rozwaza sig¢, ogdlniejsza sytuacje, tzn. H C G oraz I' C G
bez zatozenia I' C H. Wowczas istnieje GY-C*-algebra (G/H)Y, jednak nie ma sensu méwic o
GY /HY. Obserwacja ta daje motywacje do rozwijania teorii kwantowych przestrzeni jednorodnych
dla grup lokalnie zwartych, ktére nie s typu ilorazowego, a w ramach ktérej mozna by rozwazac
na przyktad (G/H)¥. W pracy [Kas11] nie zostata jeszcze zaproponowana odpowiednia definicja.
Podano w niej pewien warunek, ktéry kwantowe G-przestrzenie jednorodne powinny spetniac.
Aby go sformutowaé zat6zmy, ze G jest lokalnie zwarta grupa kwantowa i rozwazmy kategorig
G-C*-algebr. Zbior morfizméw w kategorii G-C*-algebr oznaczamy symbolem Morg. Jesli X, Y
sg G-C"-algebrami oraz m € Mor(Cy(X), Co(Y)) to 7 € Morg(X, Y) jesli

(der)op*=pYon

DEFINICJA 3.16. Niech G bedzie lokalnie zwarta grupa kwantowa oraz niech X bedzie
G-C*-algebra. M6éwimy, ze X jest prosta G-C*-algebra jesli dla kazdej G-C*-algebr Y oraz
morfizmu 7 € Morg (X, Y) mamy ker 7 = {0}.

Niech G bedzie grupa lokalnie zwartg oraz X lokalnie zwarta G-przestrzenia. Wowczas Co(X)
jest G-prosta wtedy i tylko wtedy gdy X jest jedynym niepustym domknigtym (G-niezmienniczym
podzbiorem X.

TWIERDZENIE 3.17. [Kas11, Twierdzenie 7.1] Niech G bedzie grupq lokalnie zwartq, rca
bedzie domknigtq przemienng podgrupq G oraz V bedzie ciqgtym 2-kocyklem na T'. Jesli X jest
prostq G-C*-algebrq to XY jest prostq GY-C*-algebrq.

Przejd¢ teraz do oméwienia wynikéw pracy [Kasl2], w ktérej wprowadzono i zbadano
pojecie kwantowej G-przestrzeni jednorodnej. W jej ramach mozna opisa¢ kwantowe przestrzenie
jednorodne zwartych grup kwantowych, kwantowe przestrzenie jednorodne typu ilorazowego oraz
deformacje Rieffela przestrzeni jednorodnych nie bedace typu ilorazowego (nie pochodzace z ciagu
zawieran I' C H C G).

Motywacja ponizsze] definicji jest [Vae0S, Twierdzenie 6.1], w Swietle ktérego kwan-
towa G-przestrzei jednorodna jest obiektem posiadajacym wersje von Neumannowska oraz
(C*-algebraiczna, potaczone warunkami typu (1)-(3).

DEFINICJA 3.18. [Kasl12, Definicja 3.1] Niech G bedzie LZGK oraz X = (L*(X), a*)
bedzie W*-kwantowa G-przestrzenia jednorodng . Méwimy, ze X jest kwantowa G-przestrzenia
jednorodna jesli istnieje G-C*-algebra (Cy(X), 3%) taka, ze

(1) Cp(X) jest mocno gesta podalgebra L>°(X);

(2) % = a®|cyx)

(3) o (L=(X)) € M(K(L*G))®Cy(X)) oraz odwzorowanie o : L=(X) — M(K(L3(G))®
Co(X)) jest ciagte w topologii strict .

Ponizej zaprezentujemy giéwne wyniki z pracy [Kasl2]. Pierwsze dwa dotycza jedynosci
L*(X) oraz Cy(X).

STWIERDZENIE 3.19. [Kasl12, Stwierdzenie 3.4] Niech G bedzie LZGK oraz X bedzie
bedzie W*-kwantowq G-przestrzeniq jednorodnq . Przypusémy, Ze (By, $1) oraz (Bs, B2) spetniajq
warunki (1)-(3) Definicji 3.18. Wowczas (B, 1) = (Ba, B2).
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Dalej (Co(X), 3%) bedziemy nazywali C*-wersja kwantowej przestrzeni jednorodnej X i jesli
nie bedzie prowadzito to do nieporozumiefi to oznaczamy X = (Cy(X), 3%).

STWIERDZENIE 3.20. [Kasl2, Stwierdzenie 3.5] Niech G bedzie LZGK oraz X, Xy
beda kwantowymi G-przestrzeniami jednorodnymi. Przypusémy, Ze istnieje izomorfizm m €
Morg (X1, Xy). Wowczas m rozszerza sig sig do izomorfizmu L>°(X;) z L>(Xs).

Kolejny wynik méwi o G - prostocie C*-wersji X.

TWIERDZENIE 3.21. [Kas12, Twierdzenie 4.2] Niech G bedzie LZGK oraz X bedzie kwan-
towq G-przestrzeniq jednorodng. Wéwczas (Cy(X), %) jest G-prosta.

W [Kas12, Rozdziat 5] omdéwiono kontekst klasyczny, czyli sytuacje w ktérej G jest zwiazane
z grupa lokalnie zwarta G.

TWIERDZENIE 3.22. [Kas12, Twierdzenie 5.2] Niech G bedzie grupq lokalnie zwartq oraz
X bedzie kwantowq G-przestrzeniq jednorodng grupy G takq, ze 1.°°(X) jest przemienng algebrg
von Neumanna. Wowczas spektrum (przemiennej C*-algebry) Cy(X) jest przestrzeniq jednorodng
grupy G.

Dowdd tego twierdzenia podany w pracy [Kasl2] zawiera luke. Przedstawione w nim
rozumowanie pokazuje, ze spektrum X C*-algebry Cy(X) jest G-przestrzenia i dziatanie G’ na X
jest tranzytywne. W szczeg6lnosci X mozna utozsamié¢ z G/ H dla pewnej podgrupy domknigte;j
H C G. Nie wykazano, ze topologie na X ina G/H sg takie same. Innymi stowy nie wykazano,
ze istnieje G-homeomorfizm G/H z X. Luke ta usunigto w [Kas15a].

Rozdziat 6 pracy [Kas12] zawiera dyskusj¢ kwantowych G-przestrzeni jednorodnych zwarte;j
grupy kwantowej G.

TWIERDZENIE 3.23. [Kasl12, Twierdzenie 6.7.] Niech G bedzie zwartq grupg kwantowq
z wiernq miarq Haara oraz niech (D, «) bedzie ergodyczng G-C*-algebrq. Wowczas istnieje
kwantowa przestrzen jednorodna X, ktérej C*-wersja jest rowna (D, ).

W Rozdziale 7 oméwiono deformacje Rieffela przestrzeni jednorodnej X = G/H. Zawiera
ona istotne uogélnienie wynikéw z pracy [Kas11], wychodzace zazwyczaj poza kontekst ilorazowy

GY/HY.

TWIERDZENIE 3.24. Niech G bedzie grupq lokalnie zwartq, I' C G bedzie przemienng
domknigtq podgrupq grupy G, V bedzie ciqgtym 2-kocyklem na I oraz H C G bedzie domknigtq
podgrupq G. Niech X = G/H. Wowczas istnieje kwantowa G -przestrzer jednorodna, ktdrej
C*-wersja jest réwna XY.

Przejde teraz do oméwienia wynikéw pracy [KS14a], w ktorej definiujemy i badamy zanurzone
kwantowe G-przestrzenie jednorodne. WprowadZmy najpierw W*-wersjg tego pojecia.

DEFINICJA 3.25. Niech G begdzie lokalnie zwarta grupa kwantowa oraz niech X =
(L>*(X), o®) bedzie W*-kwantowa G-przestrzenia jednorodna. Méwimy, ze X jest zanurzona
W*-kwantowa G-przestrzenia jednorodna jesli L=°(X) C L(G) oraz o = A% x).

UWAGA 3.26. W pracy [KS14a] uzywano terminu zanurzalna w kontekscie Definicji 3.25.
Powodem przyjecia tej nieco nienaturalnej terminologii byto dazenie do zgodnoSci z definicja
zanurzalnej kwantowej G-przestrzeni jednorodnej dla ZGK G wprowadzonej w pracy [Pod95].
Dalej stosujemy termin zanurzona.
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W [KS14a, Rozdziat 3] opisano kodualno$¢ migdzy zanurzonymi W*-kwantowymi
G-przestrzeniami jednorodnymi a zanurzonymi W*-kwantowymi G-przestrzeniami jednorodnymi.
Oznaczajac obiekt kodualny do X symbolem X, mamy

L¥(X) = {y € L=(G) : 2y = yx dla wszystkich z € L=(X)}

oraz o = AG\LW(X). Oprécz wykazania, ze X jest zanurzona W*-kwantowa G-przestrzenia

jednorodna, gtéwnym wynikiem jest ponizsze twierdzenie.

TWIERDZENIE 3.27. [KS14a, Twierdzenie 3.9] Niech G bedzie LZGK oraz niech X bedzie
zanurzong W™ -kwantowq G-przestrzeniq jednorodng. Wowczas X =X

UWAGA 3.28. Niech G, H beda LZGK. Rozwazmy X = G/H. Opis G/H (patrz réwnanie (3))
wraz z Twierdzeniem 3.27 pozwala wywnioskowac, ze

L¥(H) = {y € L®(G) : zy = yx dla wszystkich = € L®(G/H)}
W [KS14a, Rozdziat 4] wprowadzono pojgcie zanurzonej kwantowej G-przestrzeni jednorod-
nej.
DEFINICJA 3.29. Niech G bedzie lokalnie zwarta grupa kwantowa oraz niech X bedzie
kwantowa G-przestrzenia jednorodna w sensie Definicji 3.18. Jesli (L>°(X),a*) jest zanu-

rzong W*-kwantowa G-przestrzenia jednorodna to méwimy, ze X jest zanurzona kwantowa
G-przestrzenia jednorodna.

Niech X bedzie zanurzong kwantowa G-przestrzenia jednorodna. OczewiScie Stwierdzenia
3.19 oraz 3.20 zachodza dla (L>°(X), 5%). Dodatkowo mamy

TWIERDZENIE 3.30. [KS14a, Twierdzenie 4.7] Niech G bedzie LZGK, X bedzie zanurzong
kwantowq G-przestrzeniq jednorodng. Wowczas Co(X) C M(Cy(G)) oraz wiozenie Cy(X) —
M(Cy(G)) jest elementem Mor(Cy(X), Co(G)).

Przed oméwienie kolejnych wynikéw pracy [KS14a] rozwazmy lokalnie zwarta grupe G oraz
jej podgrupe zwarta K. Wéwczas mamy Co(G/K) C Co(G) gdzie
Co(G/K) ={f € Co(Q) : f(sk) = f(s) dla wszystkich s € G,k € K}
Z drugiej strony, jesli H C G jest podgrupa domknigta lecz niezwarta, oraz f € Co(G/H), f # 0
to tatwo si¢ przekonaé, ze f ¢ Co(G). Rozwazania te prowadza do ponizszych dwdéch rezultatow.

STWIERDZENIE 3.31. [KS14a, Stwierdzenie 5.1] Niech G bedzie LZGK oraz A C Cy(G)
bedzie niezdegenerowang C*-podalgebrq takq, 7e A®(A) C M(Co(G) ® A) oraz [(Co(G) @
1)A%(A)] = Co(G) ® A. Niech N C L>=(G) bedzie domknigciem A C L>°(G) w topologii mocnej
oraz niech o = AG| ~N- Wowcezas X = (N, «) jest zanurzong kwantowq G-przestrzeniq jednorodng
oraz A = Cy(X).

TWIERDZENIE 3.32. [KS14a, Twierdzenie 5.4] Niech G bedzie LZGK oraz H bedzie
domknigtq podgrupq kwantowq G w sensie Woronowicza, opisanqg prawym homomorfizmem grup
kwantowych p € Mor(Cy(G), Co(G) @ Co(H)). Wowczas

(1) jesli H jest zwartq grupq kwantowq to Co(G/H) C Co(G) oraz
Co(G/H) ={2 € Cy(G) : p(z) =x @1}
(2) jesli istieje x € Co(G/H), x # 0 taki, ze © € Co(G) to H jest zwartq grupa kwantowq.
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Omawianie pracy [KS14a] zakoficzmy na prezentacji pewnej klasy zanurzonych kwantowych
G-przestrzeni jednorodnych. Jak wykazano [KS14a, Rozdziat 6] opisane przyktady sa typu
ilorazowego wtedy i tylko wtedy gdy G jest grupa lokalnie zwarta. Zaczniemy od nastgpujace;j
motywacji. Niech G bedzie grupa lokalnie zwarta i niech G°P bedzie grupa odwrotna (z odwrotnym
mnozeniem). Réznowarto$ciowy homomorfizm

Gogr(9,97)eG@xG®
daje utozsamienie GG z podgrupa domknigta G x G°P. Odwzorowanie
G x GP?/G 3 [(s,t)] — st € G

zadaje utozsamienie
(GXxGP)/G=G (6)
Aby poda¢ kwantowy odpowiednik powyzszej konstrukcji rozwazmy LZGK G i niech G°°
bedzie LZGK odwrotng do G, to znaczy L>°(G) = L>°(G) oraz

A% =50 A®
gdzie 0 : L®(G)® L>®°(G) — L*(G)® L>*°(G) jest tu automorfizmem takim, ze
oclr®y)=y®u

Wéwcezas G x G jest lokalnie zwartg grupa kwantowa, ktdrej algebra von Neumanna jest L>°(G x
G?) = L*(G)® L*(G) a komnozenie jest dane formutg

A®C” — (id ® 0 ®id) o (A® @ A®™)

STWIERDZENIE 3.33. [KS14a, Stwierdzenie 6.1] Niech G bedzie LZGK oraz niech N bedzie
obrazem L>°(G) przy odwzorowaniu Ag : L®(G) — L>*(G) ® L*(G?). Wéwczas
(1) A®E"(N) c L=(G x G*)® N,
(2) X = (N, A%*C|y) jest zanurzong kwantowq przestrzeniq jednorodna grupy G oraz
Co(X) = Ag(Co(G)).

STWIERDZENIE 3.34. [KS14a, Stwierdzenie 6.3] Niech G bedzie LZGK oraz X bedzie
zanurzonq kwantowq przestrzeniq jednorodng grupy kwantowej G x G opisanqg w Stwierdzeniu
3.33. Wowczas nastepujqce warunki sq rownowazne

e istnieje domknigta w sensie Vaesa kwantowa podgrupa H C G x G? taka 7e X =
(G x G)/H;
o G jest grupq lokalnie zwartq.

Omawianie dorobku habilitacyjnego zakoficzmy prezentacja wynikow pracy [KS15]. Dotyczy
ona lokalnie zwartych grup kwantowych G z wyr6znionym homomorfizmem 7 : G — G takim, ze
7% = 7. Zagadnienie to byto badane wcze$niej w rozprawie doktorskiej S. Roya [Roy] przy uzyciu
metod C*-algebr. W pracy [KS15] rozwijamy W*-wersjg tej teorii.

Lokalnie zwarta grupe GG wyposazong w homomorfizm 7 : G — G spetniajacy 72 = 7, mozna
utozsamic z iloczynem krzyzowym grupy N = ker 7 przez dziatania sprzgzone grupy H = 7(G)
na V:

G=N Had H
Na odwrdt, iloczyn krzyzowy jest przyktadem grupy z homomorfizmem 7 : ¢ — G rzutowym
=T,

Zanim podamy W*-definicj¢ kwantowej grupy G z rzutem na H rozwazmy nastgpujaca
definicje.
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DEFINICJA 3.35. [KS15] Niech G i H beda LZGK oraz niech
p: L®(G) - L™(G)® L>*(H)
bedzie (prawym) dziataniem H na L>°(G). Méwimy, ze p jest W*-prawym homomorfizmem grup
kwantowych jesli
(A® ®id) o p = (id ® p) o A®

DEFINICJA 3.36. [KS15, Definicja 3.1] Niech G i H beda LZGK. Méwimy, ze G jest grupa
kwantowa z rzutem na H jesli dany jest W*-prawy homomorfizm grup kwantowych p : L=(G) —
L>*(G)® L*°(H) oraz normalny unitalny *-homomorfizm 7 : L>°(H) — L*(G) takie, ze

AC o = (W@W)OAH
pom=(rm®id) o A"

STWIERDZENIE 3.37. [KS15, Stwierdzenie 3.3] Niech G bedzie LZGK z rzutem na H

zadanym przez p oraz m. Wowczas m jest r6znowartosciowy.

Tak jak w sytuacji klasycznej, H mozna utozsamié z kwantowa podgrupa domknigta G.

TWIERDZENIE 3.38. [KS15, Twierdzenie 3.4] Niech G bedzie LZGK z rzutem na H.
Wowczas H jest kwantowq podgrupa domknigtq G w sensie Vaesa.

Niech G bedzie LZGK z rzutem na H. Twierdzenie 3.38 pozwala rozwaza¢ W*-kwantowa
G-przestrzen ilorazowa G/H. Jednym z wynikéw pracy [KS15] jest wykazanie, ze algebra von
Neumanna L>°(G) jest generowana przez L>°(G/H) C L*>°(G) oraz n(L>*°(H)) C L>*(G). Pozycje
L*®(G/H) i m(L>°(H)) w L*°(G) najlepiej opisa¢ w terminach iloczynéw krzyzowych.

STWIERDZENIE 3.39. [KS15, Stwierdzenie 4.1] Niech G bedzie LZGK z rzutem na H
zadanym przez m oraz p. Wowczas istnieje dziatanie o : L>°(G/H) — L*(G/H)® L>*°(H”) LZGK
H na L>(G/H) oraz izomorfizm X : L*(G) — L>(G/H) x, H? taki, ze

(A®id)op=doA
gdzie ) )
& : L®(G/H) x, H? — L*®(G/H) %, H”® L*(H)
jest dziataniem H na L>°(G/H) x,, H? dualnym do «.

W kontekscie klasycznym, gdy G = N x H powyzsze twierdzenie redukuje si¢ do rownosci
L*(G) = L¥(N)® L>(H).

W toku badan podjetych w pracy [KS15] zostat uzyskany wynik dotyczacy dziatan grup kwan-
towych na algebrach von Neumanna. Przed jego sformulowaniem przypomnijmy, ze definiujac
G-C*-algebry zaktadalismy, ze [%(Co(X))(Co(G) ® Lc,x))] = Co(G) @ Co(X). Okazuje sig, ze
dla G-W*-algebr analog tego warunku jest automatycznie spetniony.

STWIERDZENIE 3.40. [KS15, Stwierdzenie 2.9] Niech G bedzie lokalnie zwartq grupq
kwantowq, M bedzie algebrg von Neumanna oraz o : M — L*(G)®M bedzie dziataniem G
na M. Wowczas

domknigcie mocne

powtoka liniowa(a(M)(L>*(G)®1)) =L¥(G)eM



ROZDZIAL 2

Omowienie pozostalych osiagnie¢ naukowych

W niniejszym rozdziale omowig¢ osiagnigcia naukowe pozostajace poza giéwna czescia do-
robku habilitacyjnego. Ich opis bedzie mniej precyzyjny i ma na celu naszkicowanie zawartosci
omawianych prac.

1. Badania bedace kontynuacja pracy doktorskiej - deformacja Rieffela

W swojej pracy doktorskiej zaymowalem si¢ badaniem lokalnie zwartych grup kwantowych
otrzymanych metoda deformacji Rieffela. Giléwna publikacja z doktoratu jest pozycja [Kas10b].
Opisano w niej grupg kwantowa G bedaca deformacja Rieffela grupy SL(2,C)

SL(2,C) :{: ﬂ :a5—57:1}

Grupa abelowg stuzaca do tej deformacji byta podgrupa I' € SL(2,C)

{1+

Opré6cz konstrukcji grupy kwantowej G praca zawiera jej opis przy pomocy nieprzemiennych
wspélrzednych &, 3,74, 8.

W trakcie pracy nad doktoratem zostaly uzyskane ogélne wyniki dotyczace deformacji Rieffela
C*-algebr. W szczegdlnosci podano nowy opis deformacji Rieffela w terminach teorii iloczynéw
krzyzowych C*-algebr przez dziatanie lokalnie zwartej przemiennej grupy I'. Wyniki tych badan
zostaly opublikowane w pracy [Kas09]. Oprécz przeformulowania teorii deformacji Rieffela
wykazano w niej, ze deformacja Rieffela C*-algebry nuklearnej jest C*-algebra nuklearna. Ponadto
pokazano, ze K -teoria nie zmienia si¢ gdy I' = R".

Dwie powyzej opisane publikacje zawieraja wyniki otrzymane w trakcie pracy nad rozprawa
doktorska. Publikacja [Kas10a], bedaca kontynuacja badan z pracy doktorskiej, zawiera rozszerze-
nie deformacji Rieffela, do G-C*-algebr. Niech G bgdzie LZGK zwiazana z lokalnie zwarta grupa
G i niech X bgdzie G-C*-algebra. Jesli I' C G jest domknigta podgrupa abelowa grupy G oraz W
jest 2-kocyklem na T to, jak wykazano w [Kas10a], deformacja Rieffela XV jest GY-C*-algebra.
W pracy [Kasl0a] podano tez opis deformacji Rieffela przestrzeni Minkowskiego z dzialaniem
SL(2,C) w terminach odpowiednich wspétrzgdnych nieprzemiennych.

2. Warkoczowe grupy kwantowe

Teoria warkoczowych grup kwantowych jest uogdlnieniem teorii grup kwantowych. Tak jak
w teorii grup kwantowych przemienng algebre Cy(G) zastgpuje si¢ tu algebra nieprzemienng A
natomiast iloczyn tensorowy Cy(G) ®Cy(G) zastgpujemy nieprzemiennym iloczynem tensorowym
AN A, tzn. takim w ktérym elementy a X 1 4 oraz 1 4 X a’ przestaja by¢ przemienne. W kontekscie
C*-algebr teoria warkoczowych lokalnie zwartych grup kwantowych byta rozwijana w pracach
[MRW14], [MRW]. Przejde do opisu moich osiagni¢¢ uzyskanych w tym kontekscie.
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W pracy [KMRW] podano opis kwantowej warkoczowej grupy SU,(2), ¢ # 0. Dla g ¢
R, SU,(2) nie jest ZGK lecz jest warkoczowa zwarta grupa kwantowa. W pracy [Kas15b]
opisano sposéb konstrukcji warkoczowych grup kwantowych przy pomocy deformacji Rieffela.
W szczeg6lnosci kwantowa przestrzen Minkowskiego z pracy [Kasl0a] daje si¢ wyposazyé w
strukturg warkoczowej grupy kwantowej, co opisano w ostatnim rozdziale [Kas15b].

3. Inne badania

3.1. Kwantowe grupy automorfizméw grup kwantowych sa grupami klasycznymi. Niech
H bedzie skoriczong grupa kwantowa, tzn.: H jest zwarta grupa kwantowa taka, ze dim(C(H)) <
co. W pracy [BSS15] zdefiniowano kwantowa grupe QAut(H) kwantowych automorfizméw
H. Grupa klasycznych automorfizméw Aut(H) jest podgrupa QAut(H). Definiujac QAut(H)
nie podano przyktadu H, dla ktérego QAut(H) # Aut(H). W pracy [KSW15] pokazano, ze
QAut(H) = Aut(H).

3.2. Rozszerzenia grup kwantowych. W pracy [KSS15] podaliSmy definicj¢ centrum Z(G)
oraz kwantowej grupy wewnetrznych automorfizméw Inn(G). Gtéwny wynik pracy pokazuje, ze
istnieje ciag doktadny LZGK postaci

{e} = Z(G) - G — Inn(G) — {e}

W pracy [KS14b] rozwazano kwantowa grupe G z rzutem na H w konteks$cie teorii rozszerzen
LZGK. W gléwnym rezultacie tej pracy sformutowany jest warunek, gwarantujacy istnienie ciagu
doktadnego grup kwantowych zawierajacy G — HL.

3.3. Kwantowe podgrupy otwarte. W pracy [KKS15] rozwijana jest teoria kwantowych
podgrup otwartych. W szczegdlnosci wykazujemy w niej, ze jesli H jest kwantowa podgrupa
otwarta G to H jest kwantowa podgrupa domknigta G w sensie Vaesa. Podajemy tez charakte-
ryzacje otwarto$ci podgrupy w terminach zawierania C*-algebr zwiazanych z G oraz H. Opisane
zostaty ciagi doktadne zawierajace H — G gdzie H jest otwarta podgrupa G.

3.4. Algorytmy przetwarzania danych z urzadzen pomiarowych NMR. W ramach pracy
naukowej nawiazalem wspotprace ze specjalistami w dziedzinie nuklearnego rezonansu magne-
tycznego (NMR). Postawili oni problem dotyczacy przetwarzania i interpretacji danych zebranych
w ich urzadzeniach pomiarowych. Zadanie polegato na odtworzeniu struktury badanego zwiazku
na bazie niepelnego, losowo probkowanego sygnatu NMR. Stosujac metody compressed sensing
zaproponowalem algorytm przetwarzania takich danych, ktérego opis podano w pracy [KK15].

4. Nagrody, stypendia i granty badawcze

e 2005 - Nagroda dydaktyczna za zajecie prowadzone na Wydziale Fizyki UW

e 2010 - Nagroda im. Rektora Grzegorza Biatkowskiego za osiagni¢cia naukowe

e 2012-2014 grant Narodowego Centrum Nauki 2011/01/B/ST1/06474 ‘Coefficients of
cyclic homology and noncommutative geometry of C*-algebras and Dirac operators’,
wykonawca

e 2011-2014 grant Narodowego Centrum Nauki 2011/01/B/ST1/05011 ‘Topological quan-
tum groups and quantum families of mappings’, wykonawca.
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5. Inna dzialalno$¢ naukowa

5.1. Dluzsze pobyty badawcze.
e 2009-2010: Department of Mathematical Sciences, University of Copenhagen.

5.2. Wybrane krétkie (do trzech tygodni) wyjazdy naukowe jako wizytujacy matematyk.

e 2014: Univeristy of Goettingen, Institute of Mathematics
e 2013: Univeristy of Goettingen, Institute of Mathematics
e 2010: Cardiff School of Mathematics

5.3. Konferencje - zaproszone referaty.

e Regularnie, z czgstotliwoscia 2-3 rocznie wyglaszam referaty na Seminarium Algebry
Operatoréow i Grupy Kwantowe, Wydziat Fizyki UW.

e Regularnie, z czestotliwoScia okoto raz do roku wygtaszam referaty na Seminarium
Nieprzemiennej Geometrii, IMPAN.

e QOP Network Meeting, Warszawa IMPAN, 7 - 11 kwiecienn 2015 Quantum group of
inner automorphisms

e From poisson brackets to universal quantum symmetries, Warszawa IMPAN 18 - 22
sierpien 2014, Rieffel deformation of the tensor functor and braided quantum groups

e Noncommutative Geometry and Quantum Groups in honour of Marc A. Rieffel,
Toronto Fields Institute, 24-28 czerwiec 2013, Rieffel deformation via crossed products

e Non-commutative geometry and quantum groups, University of Oslo, 10-15 czerwiec
2012, Closed quantum subgroups

e Workshop on quantum groups and physics, Caen University, 6-10 wrzesienr 2010,
Quantum homogeneous spaces

e 13th Workshop: non-commutative harmonic analysis, Bedlewo, 11-17 czerwiec 2010,
Quantum homogeneous spaces

e EU-NCG 3rd Annual Meeting, Cardiff School of Mathematics, 28 czerwiec-2 lipec
2010, Quantum homogeneous spaces

e C*-algebras and their interplay with dynamical systems, Sophus Lie Conference
Center, 31 maj -4 czerwiec 2010, Quantum homogeneous spaces

e Von Neumann algebras and group action, University of Copenhagen, 25 styczen - 1
luty 2010, Rieffel deformation of homogeneous space

e Master Class on the Classification of C*-algebras, University of Copenhagen, 16-27
listopad 2009, C*-algebraic quantum Minkowski space

e EU-NCG mid term review and conference, University of Copenhagen, 28 wrzesiefi - 2
pazdziernik 2009, Rieffel deformation via crossed products

e AMS-PTM meeting , IMPAN Warszawa, 31 lipiec - 3 sierpien 2007, Quantum
Heisenberg-Lorentz group

e Conference in honor of Paul F. Baum’s 70th birthday, IMPAN Warszawa,, 31 lipiec -
3 sierpien 2007, Rieffel Deformation via crossed products

e New Symmetries in Mathematics and Physics, Marsylia, 22-26 listopad 2006, Quantum
Heisenberg-Lorentz group

5.4. Zaproszony cykl wykladéw dla mlodych matematykow i fizykow teoretykow.

e The First Quantum Geometry and Quantum Gravity School, 23 marzec-3 kwiecien
Cykl wyktadow o kwantowych grupach Lorentza, 6g.
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5.5. Dzialalno$¢ recenzencka i inne.

e Recenzent artykuléw zgloszonych do Advances in Mathematics, International Mathe-
matics Research Notices, Journal of Functional Analysis, Journal of the London Ma-
thematical Society, Journal of Operator Theory, SIGMA, Transactions of the American
Mathematical Society

e Wspoélorganizator Seminarium Algebry Operatoréw i1 Grupy Kwantowe od 2012.
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