Tydzieh nr 6-7 (28 marca - 11 kwietnia), rozpoczynamy analize
funkcji wielu zmiennych - Matematyka IT 2010/2011L

‘Wiszelkie pytania oraz uwagi o btedach prosze kierowaé na przemek.majewski@gmail.com lub do pozostalych prowadzacych, info na
http://www.fuw.edu.pl/~pmaj/.

Cigglosé¢ i pochodna funkcji wielu zmiennych

7 wyktadu wyniedliSmy informacje o tym, ze rachunek rézniczkowy funkcji wielu zmiennych
jest nieco trudniejszy, niz rachunek funkcji jednej zmiennej rzeczywistej. Powodem tego jest
chociazby to, ze do punktu na prostej mozemy sie zbliza¢ z dwdch stron — z prawej, badz z lewej
— a do do punktu w przestrzeni wymiaru dwa badz wiekszego mozemy zblizaé¢ sie po rozmaitych
tukach, spiralach, prostych i innych, znacznie dziwniejszych krzywych. W przypadku punktu
nieciagtosci dla funkcji z R mozemy czesto zdefiniowaé pochodng prawo- i lewostronng. Celem
pierwszych kilku zadan bedzie zrozumienie, ze nieciagto$é wyglada duzo gorzej w przypadku
funkcji wielu zmiennych. Ponadto, ¢wiczenia pokaza Panstwu, ze istotnym, trudnym w nowy
sposéb przypadkiem, sa funkcje z R? do R.

Na wyktadzie poznaliSmy funkcje ciagla ®, okredlajacg wspdlrzedne biegunowe. Dalej bede
uzywal tego oznaczenia. Przypomnijmy,

® : [0, 00[x[0, 271[— R?,

takie, ze
® : [0,00[x[0,27[> (r,y) — (2(r,9), y(r, ) = (rcosp, rsingp) € R

Zadanie 1. Przypomnie¢ sobie ponizsze tozsamosci
a) cos(a+ () = cosacos f — sin asin 3
b) sin(a + ) = cos asin B + sin v cos 3

Jako szczegélne przypadki obliczy¢ sin 2a, cos 2a, sin 3a, cos3a, sin §, cos §. Wyprowadzi¢
jeden ze wzoréw na sume funkcji trygonometrycznych, np. cos a + cos (.

Wskazéwka: Skorzystaé ze wzoru e'“ = cos « + isin «

Zadanie 2. Obliczy¢ zlozenia f;(®(r, ¢)) dla podanych f;:
a) fi=ar’>+by? f1:R?> >R,

b) fQZ%a f2:|R2_>|R7

44
¢) f3= frans [3:R2 =R,
22 — ¢
d) fai=| 22 +9* |, f1:R* =R,
2zy
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¢) fs= s, f5 R = R

Zadanie 3. Krzywa v w R" to odwzorowanie ciagte v :] — 1, 1]— R™. Dla uzytecznosci zalozymy,
ze v mozna rézniczkowaé dowolnie wiele razy. Zdefiniujmy krzywe w R?, w bazie standardowej:

) m=| ]

b) v (t) = at? ‘|7

¢

t) = .
&) ()= ]
Jakie wykresy odpowiadaja tym krzywym? Obliczy¢ w kazdym przypadku

lim (f5 0 %) (1)

Prosze zauwazy¢, ze ztozenia funkcji z krzywa zawsze sa funkcjami jednej zmiennej rzeczywistej!
Zadanie 4. Obliczy¢ pochodne funkcji f; z drugiego zadania.
Zadanie 5. Obliczy¢ pochodne ztozen f; o ® z drugiego zadania. Czy warto to robi¢ wprost?
Prosze skorzysta¢ réwniez ze wzoru na pochodna ztozenia. Zysk jest taki, ze mozna policzyé
pochodna ® ,raz na zawsze”. Zauwazy¢, tez, ze wzor na zlozenie wymusza na nas mnozenie
macierzy, czesto prostokatnych, a nie kwadratowych!
Zadanie 6. Obliczy¢ pochodne czastkowe funkcji f(x,y,2) = z¥.

Zadanie 7. Obliczy¢ (F o G)' wiedzac, ze

F(z) = (22,23, 2%) oraz G(z,y) = 203 + yg.



Gradient. Geometria w biegunowym ukladzie wspétrzednych.

Zadanie 8. Obliczy¢ wyrazenie na gradient funkcji dwoch zmiennych w uktadzie biegunowym i
walcowym. Zauwazy¢, ze uktad walcowy i biegunowy sa bardzo podobne — trzecia wspotrzedna
przeksztalca sie trywialnie. Prosze, w zgodzie z wykladem (wyklad4.pdf) znalez¢é macierz G
ztozong z iloczynow skalarnych nowych wektoréow stycznych. Prosze zapisaé¢ gradient w uktadzie
biegunowym dla wybranych funkcji z poprzednich zadan.

Zadanie 9. Niech ¥ : [0, 0o[x [0, 7[x [0, 27[— R3 bedzie dane wzorem
U(r, 6, p) = (rsinfcosp,rsinfsin g, rcosb).

Okreéla ono (po obcieciu dziedziny w odpowiedni sposéb) uktad sferyczny w R3. Obliczyé gra-
dient w tym ukladzie wspoélrzednych. Prosze zauwazy¢, ze w obu zadaniach wektory styczne do
lini siatki sa ortogonalne!
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remy. mu Wyrazié¢ go w ukladzie sferycznym

Zadanie 10. Obliczy¢ gradient funkcji f(z,y, z) =
i kartezjanskim.

Zadanie 11.(wspdlrzedne paraboliczne) Zdefiniujmy Y : R? — R? wzorem

Y(o,7) = <O’T,; (7’2 - 02)) .

Okredli¢ dla jakiego podzbioru otwartego O C R? obciecie Yo jest bijekcja na obraz, tzn. zadaje
krzywoliniowy uklad wspélrzednych na obrazie. Wyrazi¢ naturalne wektory bazowe p, oraz p;
poprzez wektory e, oraz e,. Znalezé macierz iloczynu skalarnego w bazie {p;}. Korzystajac z
tego wyniku przedstawié¢ gradient we wspélrzednych parabolicznych.

Zadanie 12.* (tréjwymiarowe wspdlrzedne paraboliczne) Zdefiniujmy Y : R? — R3 wzorem

1
Y(o,7,p) = (0’7‘ cos p, o7 sin @, B (72 — 02)> .

Okredli¢ dla jakiego podzbioru otwartego O C R3 obciecie Yo jest bijekeja na obraz, tzn. okresla
krzywoliniowy uklad wspoétrzednych na obrazie. Wyrazi¢ naturalne wektory bazowe p,, pr oraz
P, poprzez wektory e, e, oraz e,. Znalez¢ macierz iloczynu skalarnego w bazie {p; }. Korzystajac
z tego wyniku przedstawié¢ gradient w tréjwymiarowych wspélrzednych parabolicznych.

Udanej zabawy!



