Tydzien nr 8 (11 kwietnia - 18 kwietnia), pochodne we
wspolrzednych krzywoliniowych, ekstrema funkcji wielu

zmiennych — Matematyka IT 2010/2011L

‘Wiszelkie pytania oraz uwagi o btedach prosze kierowaé na przemek.majewski@gmail.com lub do pozostalych prowadzacych, info na
http://www.fuw.edu.pl/~pmaj/.

Pochodne funkcji w krzywoliniowych ukladach wspélrzednych

Zadanie 0. Przechodzac do uktadu biegunowego rozwigzaé rownanie rézniczkowe
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Wskazéwka: Zapisa¢ pochodne we wspoélrzednych kartezjanskich za pomoca pochodnych we
wspolrzednych biegunowych.

(x)Zadanie 1. Sprawdzi¢ ze funkcja fa p ¢ : R? — R dana jako

fapa(zy) = G(2* 4 9?) (Axy + B(z? - y2)) ,

gdzie A, B € R oraz G : R4 U {0} — R sa dowolne, spelnia réwnanie
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Wskazowka: Zapisa¢ pochodne we wspotrzednych kartezjanskich za pomoca pochodnych we
wspolrzednych biegunowych.

Zadanie 2. Obliczy¢ V f; dla:
a) filx,y,2) = rvyz3, (w uktadzie walcowym),

b) folz,y) = %, (w ukladzie biegunowym),

2o (w ukladzie sferycznym i walcowym).

C) fg(l',y,Z) = m



Ekstrema funkcji

Zadania rozgrzewkowe

Zadanie 3. Udowodni¢, ze sposrod prostopadloscianéw o zadanym polu, najwieksza objetosé
ma szescian.

(x)Zadanie 4. Uogdlni¢ poprzednie zadanie na prostopadloscian w dowolnym wymiarze.
Przyjaé, ze jest on rozpiety przez wektory a;e;, gdzie a; to dlugosci krawedzi, a e; kanoniczne
wektory bazowe w R". Przedyskutowad, ile krawedzi i ile $cian ma taki prostopadtoscian uogél-
niony.

Wskazowka: By ,wyobrazi¢” sobie taki prostopadlodcian, nalezy zauwazy¢, ze powstaje on z
mnozenia ,mniejwymiarowego” prostopadloscianu przez odcinek — wiec krawedzie powstaja z
wierzchotkow, a $ciany z krawedzi.

Zadanie 5. Znalez¢ krawedzie graniastostupa foremnego o podstawie bedacej n-katem tak, by
ich suma byta jak najmniejsza, przy zadanej objetosci V.

(V)Zadanie 6a.(edukacyjne o elipsie) Wiemy, ze elipse mozna zapisa¢ parametrycznie, badz
zada¢ rownaniem. Klasycznie jednak, elipsa jest zbiorem punktéw, dla ktérych suma odlegtosci
od ognisk jest stala i réwna 2d. Obliczy¢ dlugosci polosi (a — wielka, b — mala) w elipsie, jesli
odleglo$¢ miedzy ogniskami wynosi 2¢. Mimosrodem elipsy (czasem nazywanym ekscentrycznos-
cig), jest iloraz e = . Wyrazi¢ mimosréd za pomoca a i b. Sporzadzi¢ rysunek elipsy nanoszac
na niego wszystkie poznane geometryczne parametry.

(x)Zadanie 6b. (obwdd elipsy) Pole elipsy policzy¢ mozna bardzo prosto, wyrazone przez pélosie
wynosi ono wab. Niestety niemozliwym jest znalezienie ogbélnego wyrazenia na obwod. Zadaje go
eliptyczna catka Eulera drugiego rodzaju, mamy
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Znalez¢ mimosréd elipsy, ktora przy zadanym polu, ma najmniejszy obwod.

Wskazowka: Mozna rézniczkowaé wyrazenie podcatkowe. Potraktowaé mimosrod jako funckje
pola elipsy i potosi wielkiej. Zauwazy¢, ze dlugos$é rosnie wraz z dtugoscia poétosi wielkiej. Jesli
rachunki okaza sie zbyt zawite, sprawdzi¢ przypadek a = b.

Badanie funkcji wokét punktu ekstremalnego

Zadanie 7. Znalez¢ najwieksza i najmniejsza warto$¢ funkcji
f(z,y) =sinz + siny — sin(z + y)

w tréjkacie ograniczonym prostymi: x =0, y =0, z +y = 2.

Zadanie 8. Znalez¢ i zbadaé punkty ekstremalne podanych funkcji:



a) flz,y) =%+ (y—1)%

b) f(z,y) = 32y — 6zy + y°,

¢) flz,y) = (5w + Ty — 25) e~ (@ Faytv?)
d) f(z,y) = (14 e¥)cosz — ye.

Uwaga: Zadanie takie jest typowe i mozna powtérzy¢ je dla bardzo wielu funkcji. Rézne funkcje
do badania mozna znalezé w typowych zbiorach zadan. Mozna réwniez badaé¢ funkcje, ktére
samemu sie wymysli. By¢é moze niedtugo pojawi sie lista kilkunastu funkcji wielu zmiennych do
badania.

Badanie lokalnej odwracalnosci, wstep do funkcji uwiktanych

Zadanie 9. Sprawdzié¢, ze odwzorowanie ® : R? — R?,
O(s,t) := (s + tsins,log|cos s| + tcoss),
jest odwracalne na pewnym otoczeniu punktu (0, 0). Wykazaé, ze wspélrzedne S, T odwzorowa-
nia odwrotnego ® 1 (z,y) = (S(x,y), T(x,y)) spelniaja réwnania:
1

IVT|? o= (T2 + (T =1, (VSIVT) = S,T5 + STy = 0, [VS]| = (T+ —2)"

Zadanie 10. Znalez¢ i zbadaé punkty krytyczne funkcji R 3 (z, %) — z(x,y) € R, zdefiniowanej
niejawnie rownaniem:

a) 0=3(2? +y3)23 +ayz? + 2 — 2,
b) 0= 3(z%+¢y?)23 + ay2? + 1,
¢) 0=3(z*+y*)3 +ay® +2+ 1.

Udanej zabawy!



