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PoCzATEK

Niniejsze notatki prezentuja cze$¢ wynikow z pracy M.A. Rieffel, A. Van Daele: “A bounded
operator approach to Tomita-Takesaki theory”, Pac. J. Math. 69 No. 1 (1977), 187-221. Zawezimy
zaintersowanie do tak zwanej “teorii Tomity-Takesakiego dla standéw”. Ponadto zamienimy czesé
konwencji stosowanych w omawianej pracy. W szczegoélnosci iloczyny skalarne w przestrzeniach
Hilberta nad C beda zawsze liniowe wzgledem drugiego argumentu. W wielu rozumowaniach
autorzy pracy badaja przedtuzenia holomorficzne pewnych funkcji zdefiniowanych na R na dolna
polplaszezyzne (lub jej czesé). My bedziemy raczej stosowali przedtuzenia holomorficzne na gorna
poélpaszczyzne.

W naszej prezentacji wynikéw wspomnianej wyzej pracy skocystamy z wygodnej notacji zwiaza-
nej z teoria spektralna operatoréw na przestrzeniach Hilberta. Jesli H jest (zespolona) przestrzenia
Hilberta, a A operatorem samosprzezonym na H, to dla rzeczywistej stalej ¢ symbol x(A > c)
bedzie oznaczal rzut ortogonalny na podprzestrzen spektralng A wyznaczong przez podzbidr
Je, +00[C R. Analogicznie symbolem H(A > ¢) bedziemy oznaczaé obraz tego rzutu.

1. PARA PODPRZSTRZENI W RZECZYWISTEJ PRZESTRZENI HILBERTA

Niech J# bedzie przestrzenia Hilberta nad R i niech (', %) bedzie para domknietych pod-
przestrzeni J¢ takich, ze
o ' NY ={0},
e podprzestrzen J + . jest gesta w J.
Taka para podprzestrzeni definiuje nastepujace operatory:
e P — rzut ortogonalny na ¢,

e () — rzut ortogonalny na .Z,
e R=P+0Q,
e X =P—-Q.
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Uwaga 1.1. Operator X jest injektywny: zalozmy, ze X& = 0. Osznacza to, ze P¢ = ¢, a
wiec P€ = Q€ = 0. Warunek P¢ = 0 oznacza, ze £ € L, a Q¢ = 0 oznacza £ € £+, Stad
Ee(H+2) ={0}.
Niech
X=JT
bedzie rozkladem biegunowym operatora X. Operator T jest dodatni (a wiec samosprzezony), a
J jest ortogonalny, tj. J*J = JJ* = 1, ponadto J? = 1. Zauwazmy tez, ze T jest injektywny oraz
X, T iJ sa przemienne (bo X jest samosprzezony, a wiec J i T sg funkcjami od X).
Stwierdzenie 1.2.
(1) Mamy 0 < R < 21 oraz ker R = ker (21 — R) = {0};
2) T = R2(21 — R)z;

(2)
(3) J jest ortogonalnym operatorem samosprzezonym, a co za tym idzie J?=1;
(4) T jest przemienny z P, Q, R i J;
(5) mamy
JP = (1-Q)J,
JQ =(1-P)J,
JR= (21— R)J.

Dowdd. Ad (1). Mamy oczywiscie R = P+Q <211 R > 0. Zalozmy, ze R¢ = 0. Wowczas mamy
)

IPEN? + [|QENI* = (€] PE) + (£1Q€) = (€| RE) = 0.

Zatem P¢ = Q€ i tak jak w uwadze 1.1 mamy & = 0.

Rozwazmy pare (£, #1). Para ta spelia te same warunki, co para (% ,.%). Istotnie:

e jesli¢ € (LNt toé L (A +.2), awiec & =0,
ejesli ¢ L (L + 1), toé L LHié L LY astad € € 4 NZ = {0}; innymi stowy
podprzestrzen L+ + L jest gesta w .

Teraz zauwazmy, ze przejicie od (#,.%) do (L+, # 1) zamienia R na 21 — R. W szczegoélnosci
ker(21 — R) = {0}.

Ad (2). Mamy

T*=TJJT=X"X=(P-Q)(P-Q) =P~-PQ-QP+Q
oraz
R21—-R) =(P+Q)(21—P—-Q)=2P+2Q —P—PQ — QP —Q
—P-PQ-QP+Q,
czyli T? = R(21 — R), a co za tym idzie
T =R>(21 — R)=.

Ad (3). Caly ten punkt byl juz omoéwiony — jest on konsekwencja procedury rozkladu biegu-
nowego.

Ad (4). T komutuje z J. Komutuje tez z R, bo jest funkcja tego operatora. T komutuje tez z
X, wiec musi komutowaz z X. Skoro komutuje z X i R, to komutuje z P i Q.

Ad (5). Pamietajac, ze T komutuje z P obliczamy

JPT=JITP=XP=(P-QP=P-QP=1-Q)(P-Q)=I-Q)X=1-Q)JT

czyli JP = (1 — Q)J na obrazie T. Obraz ten jest gesty, bo kerT'= {0} i T* = T. Stad

JP=(1-Q)J. (1)
Biorac sprzezenia obu stron (1) otrzymujemy PJ = J(1 — Q) czyli
JQ=(1-P)J. (2)

Wreszcie
JR=JP+Q)=(1-Q)J+(1—P)J=(21—-P—Q)J = (21— R)J.
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Uwaga 1.3. Z punktu (5) stwierdzenia 1.2 wynika, ze J# = £+ i J.Z = #*. Istotnie, wezmy
¢ € . Wowezas JE€ = JP¢ = (1 — Q)JE € £+, co pokazuje, ze J# C £+. Natomiast
przepisujac korzystajac ze wzoru J@Q = (1 — P)J przepisanego jako J(1 — Q) = PJ dla n’ € £+
otrzymujemy Jn' = J(1 — Q)n' = PJn/, czyli JL+ C #. Rownos¢ JH = £+ dostajemy
korzystajac z tozsamosci J? = 1. Dokladnie tak samo otrzymujemy J.& = % .

1.1. Charakteryzacja operatora J.

Stwierdzenie 1.4. J jest jedynym operatorem takim, ze
J jest samosprzezony i ortogonalny,

JH =L+,

(&]1J€) > 0 dla wszystkich & € KA,

(n|Jn) <0 dla wszystkich n € L.

Dowdd. Wiemy juz, ze J spelnia dwa pierwsze warunki. Dalej
PJP=P(JP)=P1-Q)J=P(P-Q)J=PXJ=PT.
Operatory P i T sa dodatnie i przemienne, wiec PT > 0, czyli PJP > 0. To znaczy doktadnie, ze

(£1J§) =0

dla wszystkich £ € 7.
Podobnie

QJIQ=(QNNQ=J1-P)Q=J(Q—-P)Q=-JXP=-TQ<0,
co daje
(nJn) <0
dla wszystkich n € Z.
Niech teraz I spelnia

o [=I"=1",
IH =L+,
(&]1€) > 0 dla wszystkich £ € 7,
(n|In) < 0 dla wszystkich n € Z.
Wowczas

IP=(1-Q)I, (3)
oraz PIP > 01 QIQ < 0. Rownanie (3) mozna przepisaé jako QI = I(1 — P), co po sprzezeniu
daje

IQ=(1-P)I. (4)
Korzystjac z (3) i (4) mamy:

JIP = J(1—Q)I = PJI,
JIQ =J(1 - P)I = QJI,
czyli JI komutuje z P i Q. Zatem JI komutuje réwniez z X = P— Qi R= P+ Q, a wieciz
T = R2(21 — R)z. Musi zatem komutowaé takze z .J:
JIJ=JJI =1

(bo JIJT =JIX = XJI =JTJI = JJIT, aobraz T jest gesty). Mnozac powyzsze rownanie
z prawej przez J otrzymujemy
JI=1J.

Teraz zauwazamy, ze

JI-RT = RTJI = RXI
=P+QP-QI=(P-PQ+QP-Q)I
=(P1-Q)-Q(1—P)I
=P(1-Q)—Q1—-P)=PIP-QIQ > 0.
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Teraz jednoznaczno$¢ rozkladu biegunowego (dodatniego operatora JIRT) pokazuje, ze JI = 1,
czyli I = J. (]

2. JEDNA RZECZYWISTA PODPRZESTRZEN ZESPOLONEJ PRZESTRZENI HILBERTA

Niech H bedzie zespolona przestrzenia Hilberta. H jest réwniez rzeczywista przestrzenia
Hilberta z iloczynem skalarnym % (-|-). Niech ¢ bedzie rzeczywista domknieta podprzestrzenia
H taka, ze

o X Nix ={0},
e podprzestrzen % + i jest gesta w H.
Para (¢,i¢") definiuje ograniczone R-liniowe operatory
P’ Q? R7 X? J’ T
na H.

Stwierdzenie 2.1. Operatory R i T sq C-liniowe,
0<R<21, ,T2>0, (5)
natomiast operator J jest antyliniowy i samosprzezony (jako operator antyliniowy), tj.

(&lJn) = (| JE)
dla wszystkich €, € H.

Uwaga 2.2. Niech ¢ bedzie antyliniowym funkcjonatem na zespolonej przestrzeni wektorowej X.
Wowcezas ¢ jest wyznaczony jednoznacznie przez swoja czesc rzeczywista, gdyz z jednej strony,
dlaz e X

p(iz) = —ip(x) = —i((Re) (@) +1(Sp)(2)) = (Sp)(z) — i(Re)(2),
a z drugiej
i) = (Re)(iz) +i(Sp) iz).
Zatem (S¢)(z) = (Rp)(iz) dla wszystkich z € X. Jesli (-]-) jest iloczynem skalarnym na X, to
ktadac p(z) = (x|y) dla pewnego ustalonego y mamy
(z|y) = p(z) = R)(x) +i(Sp)(z) = R (x]y) +i(Re)(iz) = R (z]y) + iR (iz]y)

Tak wiec iloczyn skalarny z ustalonym wektorem wyraza si¢ przez cze$é rzeczywista iloczynu
skalarnego.

Dowdd stwierdzenia 2.1. P jest rzutem na % (ortogonalnym wzgledem R (-|-)), a @ jest rzutem
naix . Zatem P=i0Qoi 'i P=i"10Qoi. Zatem iP = Qi oraz Pi=iQ. Stad

iR =iP +iQ = Qi + Pi = Ri.
Dalej T = f(R), gdzie f(r) = \/r(2—17r) (r € [0,2]), wiec T takze jest C-liniowy (jako normowa
granica wielomianéow od R).

Pokazemy teraz, ze R = R* w sensie sprzezenia wzgledem zespolonego iloczynu skalarnego na
H. Pamietamy, ze R jest samosprzezony dla R (-|-), a wiec dla dowolnych &,n € H

(€| Rn) = R (& Rn) + iR (| Rn) = R (RE[n) + iR (Rig[n) = R (RE|n) + iR (RS |n)
= R (RE|n) +iR(~i (RE|n)) = R (RE|n) +i3 (RE|n) = (RE|n) -
Teraz, skoro (£|RE) = (RE|E), mamy (|RE) = R(E|RE) > 0, czyli R > 0 w C*-algebrze B(H).
Tak samo pokazujemy T > 0 oraz, ze 21 — R > 0 w B(H), czyli nierownosci (5) sa spelnione w
B(gi).erator X jest antyliniowy:
iX —i(P-Q)=Qi—Pi= —(P—Q)i=—Xi
Skoro T' = J X, operator J musi by¢ antyliniowy.
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Ponadto J jest samosprzezony dla iloczynu skalarnego R (+|-). Zatem, na mocy uwagi 2.2
(&]Jn) = R(E]Jn) + iR (€| Jn) = R (JE¢[n) + iR (Jig]n) = R (JE|n) — iR (1IE]n)
=R (JE¢|n) —iR(=1(JE|n)) = R(JE|n) +iR(1 (JE|n))
=R (J¢[n) —iS (JEIn) = (JE€In) = (0] JE).

O
Wiemy juz, ze J jest operatorem antyliniowym i samosprzezonym. Poniewaz J? = 1, mamy
JJr=J"J =1.

Operatory takie nazywamy antyunitarnymi.
Przypominamy, ze operator R spelnia 0 < R < 21 oraz ker R = ker(21 — R) = {0}.

3. GRUPA MODULARNA
Definicja 3.1. Dla t € R definiujemy Al* = R*(21 — R)~*
Analizujac wlasnosci odwozorwania
t— RY(21 — R)™'

mozna wykazaé, ze istnieje dodatni i samosprzezony operator A na H taki, ze R*(21— R)~! = Alt
dla wszystkich ¢ € R (twierdzenie Stone’a). Dla nas jednak sam operator A nie bedzie istotny.
Bedziemy jednak uzywali oznaczenia “Al'”, aby pozosta¢ w zgodzie z tradycja teorii Tomity-
Takesakiego.

Dygresja 3.2. Niech A € B(H) bedzie operatorem dodatnim o zerowym jadrze. Dla z € C
takiego, ze Sz < 0 definiujemy F(z) = A¥*. Innymi stowy F(z) = f.(A), gdzie f. jest funkjca
ciaglta na Sp A dana wzorem:
f-(r) = exp(izlog(r))

dla r > 0 (poniewaz ker A = {0}, warto§¢ f, w punkcie » = 0 jest nieistotna). Funkcja F' ma
nastepujace wtasnosci:

(1) jest mocna ciagla i (normowo) ograniczona poziomych paskach o skoriczonej szerokosci,

(2) jest analityczna na {z € C| Sz < 0}.
Na poczatek zauwazmy, ze dla r > 0 mamy

iz 10g(r)| _ r—%z
- b)

a wiee |[F(2)|| < [|A|73% (czyli w szczegdlnosci F(z) € B(H)) i funkcja F' jest ograniczona na

poziomych paskach skoriczonej szerokosci. Wezmy & € H, ¢ > 0. Operator A ma

e = A|H(A>a)
ograniczony logarytm. Dalej oznaczajac & = x(A > )£ mamy

F(2)x(A>e)§ = f.(A)é = exp(iz IOg(AE))gs;
awiecdlane H

(| F(2)x(A > €)§) = (n

> ws) =3 S (i log A)"€)

n=1 n=1

Widzimy wiec, ze jest to funkcja ciagla na {z € C|Sz < 0} i analityczna na {z € C|Sz < 0}.
Dalej, poniewaz ker A = {0}, mamy
strong
A 1
X(A>e¢) o b
a wiec
F A A,
(XA > )¢ — A
a ponadto zbieznos¢ ta jest jednostajna Wzglqdem z na poziomych paskach skoriczonej szerokosci:
|F(2)x(A > e)¢ — F(2)¢] < [|[F(2)]|||x(A>e)¢ = ¢
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Tak wiec funkcja z — A*¢ jest niemal jednostajna granica funkcji ciagtych na {z € C|3z < 0} i
analitycznych na {z € C|Sz < 0}.
Dygresja 3.3. W dalszym ciagu bedziemy rozwazaé¢ rowniez funkcje holomorficzne o wartosciach
w H. Niech ) bedzeie obszarem w C i niech F': @ — H. Powiemy, ze F jest holomorficzna, jesli
dla kazdego £ € H funckja

N3z (E|F(2))

jest holomorficzna. Jesli F' jest Holomorficzna, to funkcja

Q5w (¢[F(w)) = (F®)[¢)

tez jest holomorficzna. Bedziemy z tego czesto korzystac.
Podobnie, jesli Fy i Fy sa funkcjami holomorficznymi o warto$ciach w H, to funkcja

z— (F1(2)[ F2(2))
takze jest holomorficzna (na odpowiedniej dziedzinie).
Dygresja 3.4. Niech (Up)ier 1 (Vi)ter beda przemiennymi, mocno ciagltymi jednoparametrowymi
grupami unitarnymi dzialajacymi na przestrzeni Hilberta H. Wéwczas t — U;V; jest mocno ciagta

jednoparametrowa grupa unitarna. Fakt, ze jest to grupa wynika z przemiennosci grup (Uy)ier 1
(Vi)ter, natomiast ciaglos¢ z oszacowania

U Vi€ =&l < [UVi€ = Ul + [|U€ = €Il = [[Ve€ = €Il + [[Ue€ = &€l

Powyzsza dyskusja pokazuje, ze (Al*);cg jest mocno ciggla jednoparametrows grupa operatorow
unitarnych na H. W kontekscie teori Tomity-Takesakiego grupe te nazywa sie zazwyczaj grupg
modularng.

Stwierdzenie 3.5.
(1) AltJ = JA dla wszystkich t € R,
(2) At = ¢ dla wszystkich t € R.
Dowadd. Ustalmy t € R.
Ad (1). Mamy JR = (21 — R)J (stwierdzenie 1.2(5)). Zatem dla kazdef funkcji ciaglej f na
Sp R mamy B B
Jf(R)J = f(JRJ) = f(21 — R)
(bo tak jest dla wielomianéw; zauwazmy, ze Sp R = Sp(21 — R)). Funkcja mierzalna r — 7t jest
punktowa granica funkcji ciaglych, a wiec R jest mocna granica fukncji ciaglych od R. Stad
JR'R = (21 — R)"
W konseksencji (korzystamy z tego, ze J? = 1)
JA"YJ = JR"JJ(21 — R)7'J
=(21-R)""J(21 - R)7"J
— (2]1 _ R)fitRit — Ait'
Ad (2). Al jest funkcja od R, wiec komutuje z R, a wicc i z T = R2(21 — R)z. Na mocy
(1) A" komutuje z J, a wiec komutuje z X = JT. Skoro A" komutuje z X i R, to komutuje

takze z P (i Q). W szczegdlnoéci A7 C . Poniewaz jest to prawda takze dla A~ mamy
INF A =

4. WARUNEK K.M.S.

Definicja 4.1. Niech H bedzie zespolona przestrzenig Hilberta i niech J# bedzie rzeczywista
domknieta podprzestrzenia H taka, ze

o ¥ Nix ={0},

e podprzestrzen J# + i jest gesta w H.
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Dalej, niech (Uy)iecr bedzie mocno ciagla jednoparametrowa grupa operatoréw unitarnych na H.
Powiemy, ze grupa (Uy)icr spelnia warunek K.M.S. wzgledem podprzestrzeni o, jesli dla dowol-
nych &, n € J# istnieje ciaggla i ograniczona funkcja

f: {zé@‘oggzgl}—ﬂﬁ
analityczna na {z € C|0 < Sz < 1} taka, ze
o F(t) = (€|Um),
o f(t+1) = (UmlE)
dla wszystkich ¢t € R.

Zauwazmy od razu, ze jesli dla pewnych £ i n funkcja f jak w definicji 4.1 istnieje, to jest ona
jedyna. Istotnie, jesli g bytaby inna taka funkcja, to f—g bytaby analitycznana {z € C0 < Sz < 1}
i réwna 0 na prostej rzeczywistej. Stad f i g musziatby by¢ sobie réwne na calej swojej dziedzinie.
Stwierdzenie 4.2. Jednoparametrowa grupa (Uy)ier spetnia warunek K.M.S. wzgledem J¢ wtedy
i tylko wtedy, gdy dla kazdego £,m € A istnieje ciggta i ograniczona funkcja

I {zGC‘OS%ZS%}%C
analityczna na {z € C‘O <z < %} taka, ze
hd f(t) :(f\UtW);
o f(t+3)€eR
dla wszystkich t € R.
Dowdd. Niech (Up)ier spelnia warunek se sformulowania stwierdzenia. Wowczas dla £, € &
istnieje ciaggta i ograniczona funkcja
f:{z€Cl0<Sz< 3} —C
analityczna na {z € C‘O <9z < %} taka, ze f(t) = (&|Uwn) oraz f(t + %) € R dla wszystkich
t € R. Stosujac zasade symetrii otrzymamy funkcje
f: {ze@‘OSi‘rle}—wﬁ
taka, ze
. :(z) =f(z)dlaze{z¢€ C‘O <Qz< 3},
o f(w)=f(w+1i)dlawe {ZGC‘% <3z < 1}.
Sprawdzmy, ze wowczas f jest funkcja K.M.S. dla € i n: dla ¢t € R mamy f(t) = f(t) = (&|Un)
oraz

ft+1) = f(t) = UmlE).
Zatem (Ut)ier spelnia warunek K.M.S. wzgledem 7.
Zalozmy teraz, ze (Up)icr spelia warunek K.M.S. wzgledem 2. Niech £,n € J i niech
f:{z€C|0< 3z <1} — C bedzie odpowiednia funkcja K.M.S. Zdefiniujmy

g: {ze@‘OSSle}—%ﬁ
ktadac

9(2) = f(Z+1).
Wowezas g takze jest funkeja K.M.S. dla £ i n): jest ona ciagla i ograniczona na {z € C|0 < §z < 1}
i analityczna na {z € C|0 < §z < 1}, a ponadto dla ¢ € R mamy

g(t) = f(t+1) = (§|Uem) = (§|Usn)
g(t +1) = f(t) = (E[Um) = (Un]¢).
Stad f = g, a wiec w szczegolnosci g(t + %) = f(t +
F(E+3)+1) = f(t+ 1)
lub inaczej f(t—l— %) = f(t—l— %) O
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Lemat 4.3. Niech n € . Wowczas n = Rlc, gdzie

¢=1(R*+ (20— R)J).
Dowdd. Mamy n = Pn, a wiec

n=Pnp=3P+Q+P-Q)

= 3(R+X)n
(R+JT)n
(R+TJ)n
(R+ R3(21 - R)2J)y
R% (L(R? + (21 — R)2J)p).
Skorzystaliémy po kolei z tego, ze JT = TJ, oraz ze

T = R>(21 — R)=.

=

N~ N~ - N

Twierdzenie 4.4. Grupa (A)icr spetnia warunek K.M.S. wzgledem .
Dowdd. Niech &,m € J i niech '
f = (¢]a").
Rozszerzymy f na pasek {z € C‘ } Korzystamy z lematu 4.3:
F(t) = €\A”n = (¢|aric)
- (5‘]%“(211 - R)—itR%Q)
- (f‘Ri(t“)(m R)7C)
Powyzszy rachunek podpowiada nam, aby dla z € {z eC ‘ 0<32z< %} zdefiniowaé
1) = (¢ RED 1 - B7=)

(dla takich z mamy (2 — 1),3(~2) < 0, wiec operatory R(*~3) oraz (21 — R)™* s3 dobrze

zdefiniowane i zaleza holomorficznie od z na mocy dyskusji zawartej w dygresji 3.2.
Aby spetniony byt warunek K.M.S. wartosci f na prostej R + 5 muszg by¢ rzeczywiste. Mamy

Ft+3) = (¢[Re1- Ry e1 - R)kC).
Obliczamy
(21 — R)3¢ = (21— R)2L(R? + (21 — R)2.J)n = 1((21 — R):R%n + (21 — R)Jn).
Na mocy wzoru T' = R? (211—R)%
(21 — R)3¢ = (T + (21 — R)Jn),

(stwierdzenie 1.2(2)) mamy wiec

a dalej
(21— R)3¢ = L (X Jn+ (21 — R)Jn)
=2(X +21—-R)Jny
=iP-Q+21-P-Q)Jy
=1 -Q)Jn=JPn=Jn.
Tak wiec

P+ 3) = (€] A"m) = (A|) = R (A7el.1y) +i5 (A~e] In).
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Wiemy, ze J przeprowadza £ na dopelnienie ortogonalne i7" wzgledem iloczynu skalarnego
R (-]-). Mamy wiec ' .

S (A7) =R (1ATE]In) =0,
bo Alt¢ € # dla wszystkich ¢. Stad f(t + 1) € R dla kazdego t € R. O
Twierdzenie 4.5. Niech (U;)ier bedzie mocno cigglq jednoparametrowq grupg operatoréw uni-

tarnych taka, ze Uyt = & dla wszystkich t € R. Jesli (Uy)ier spetnia warune K.M.S. wzgledem
K, to Uy = Al dla wszystkich t € R.

Dowdd. W podprzestrzeni £ jest gesta podprzestrzen wektorow catkowitych: dla § € # in € N

wektor
“+o0
¢ = \/g / UL dt

nalezy do & (£ jest domknieta, a e_"*z € R), jest catkowity. Ponadto &, —— &.

Niech wiec £ € % bedzie catkowity dla (Ut)ter iniech h: C — H bedzie funkqat calkovvlt@ taka,
ze h(t) = U€ dla t € R. Wowcezas funkcja h jest ograniczona na poziomych paskach skoriczonej
szerokosci: funkcje

z=t+is+— h(t+1is) oraz z=t+is+— Uih(is)
sa catkowite i rowne na R, a wiec sa réwne.
Wykazemy, ze dla n € Z mamy
(A" Jn|U£) = (Jn|¢)
dla wszystkich t. Poniewaz Al*.#" = ¢ (stwierdzenie 3.5), a ¥ i J.J# sa podzbiorami liniowo
gestymi w H, wynika stad, ze U; = Al* (pamigtamy, Ze catkowite wektory, ktore sa catkowite dla

(Ut)ter sa geste w ).
Zdefiniujmy funkcje g: {z S C‘O <Gz < %} — C wzorem

9() = (R=(21 - R)7E|n(z))

gdzie (¢ jest wektorem z lematu 4.3 (czyli mamy Ri( = n oraz (21 — R)%C = Jn). Dzieki
wtasnosciom funkcji b i operatoréw R oraz 21 — R, funkcja g jest ciagla i ograniczona na {z €
C‘O <z < %} i holomorficzna na {z eC ‘ 0<Sz< %} (patrz — dygresja 3.3).

Mamy

g(t) = (R"(21 — R) (21— R)*¢|n(t)) = (A™Tn|UL) = (Jn|Aa"Uig).
Poniewaz zarowno A~U,¢ jak i n naleza do £, mamy g(t) € R dla wszystkich ¢ € R (bo
S (Jn|ATUE) = R (10| ATUE) = =R (Jin| AT'UE) =0

jako ze J(1¢) jest dopelieniem ortogonalnym ¢ dla R (-|-)).

Na drugim brzegu paska mamy z kolei:

g(t+3) = (R 21— R)7RECR(t+ 1)) = (AMlh(t+ 1)

Wykazemy teraz, ze g(t + %) € R dla wszystkich ¢ € R. W tym celu skorzystamy z warunku
K.M.S. dla grupy (Us)ier wzgledem .#. Dla ustalonego s € R oraz pary wektorow (Al*n, ) z
przestrzeni £ istnieje funkcja

f: {ZEC‘OSSZS%}—HD
ciggla i ograniczona na {z € ([:‘0 <8z < %}, holomorficzna na {z eC ‘O <Qz < %} oraz taka, ze
F(t) = (An|Usg) -
i f(t + %) € R dla wszystkich t € R. Zauwazmy dalej, ze poniewaz
() = (An[h(t))
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a h jest funkcjg catkowita, mamy
Ft+3) = (An|h(t+3))
W szczegolnosei (kiedy s = t) mamy
g(t+3) = (A"n|h(t+3)) R
dla wszystkich ¢. -

Wykazali$my wige, ze g ma wartosci rzeczywiste na prostych R i R + 5. Poniewaz jest ona
rowniez ciggla i ograniczona na {z eC ‘ 0<%z < %}, korzystajac z zasady symetrii Schwarza
otrzymamy z g ograniczona funkcje catkowita. Innymi stowy ¢ jest stata.

Zatem, w szczegolnosci, dla kazdego ¢ € R mamy g¢(t) = ¢(0), czyli

(A*Tn|U£) = (Jnl€) -
O

Twierdzenie 4.6. Niech (U;)ier bedzie mocna cigglq jednoparametrowq grupg operatoréw uni-
tarnych na przestrzeni Hilberta H. Niech J¢ bedzie rzeczywistq (niekoniecznie domknietq) pod-
przestrzeniqg H taka, Ze (Up)ier spetnia warunek K.M.S. wzgledem #y. Wowczas (Up)ier spetnia
warunek K.M.S. wzgledem najmniejszej domknietej rzeczywistej podprzestrzeni £ C H niezmien-
niczej dla (Up)ier @ zawierajgcej Ho. Ponadto & N1k = {0}, a wiec jesli oznaczymy przez H
domkniecie H +iX i zdefiniujemy (A)icr na H tak jak powyzej, to H jest niezmiennicza dla
(Up)ier i Uy = A na H dla wszystkich t € R.

Dowdd. Niech J#1 bedzie zbiorem tych wektorow & € H, ze dla kazdego n € % istnieje funkcja
K.M.S. dla pary (n,§), tj. istnieje ciagla i ograniczona funkcja
f: {zé@‘og&zgl}—ﬂﬁ
holomorficzna na {z € C|0 < Sz < 1} taka, ze dla kazdego ¢ € R mamy
ft) = |U&) = f(t+1).
Zachodzg nastepujace fakty

o % jest rzeczywista podprzestrzenig H: jesli &1,& € 1, 01,02 € R1i f1, fo sa odpowiednimi
funkcjami K.M.S., to 6, f1 + 02 f2 jest funkcja K.M.S. dla 6:&1 4+ 02&2, gdyz dla t € R mamy

(011 + 021f2)(t) = 01 (n|Us&1) + 02 (n|Ui&2) = (n|Us(01U€1 + 0262))

oraz

(O1fr +02f2)(t +1) = 01 f1(t +1) + O2f2(t +1) = O1f1(t) + O2f2(t) = (01 f1 + O212)(2).

e 7] jest niezmiennicza dla (Up)ier: ustalmy s € Ridla & € J# oraz n € J# niech f bedzie
funkcja K.M.S. dla (n,&). Woéwczas funkcja

g: z+— f(z+s).

Woweczas g jest ciagla i ograniczona na {z € C|0 < Sz < 1} i holomorficzna na {z € C|0 <
Sz < 1}. Ponadto

g9(t) = f(t+s) = N|Ut1s€) = (n|U(Us8))

oraz

gt +1) = f(t+si) = f(t+s) = g(t).
Zatem g jest funkcja K.M.S. dla (n,U€). Zatem U, ¢ C 7.
e 7 jest domknieta: niech (&,)nen bedzie ciagiem elementéow ¢ zbieznym do £ € H.
Wezmy 7 € J#; i niech (f,,)nen bedzie odpowiednim ciagiem funckji K.M.S. Mamy

|fa®) = Fin (D] = [0|Ue(&n = &n))| < [Ill16n — &l

| fult+1) = fn(t +D)| = [ fu(t) = fin(®)] =< Inll&n — Emll.
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Zatem, na mocy wlansosci funkeji holomorficznych na pasku (patrz dodatek)

|fn(z) - fm(z)’ < ||7]||||§n - fm”

dla wszystkich z o czeSci urojonej pomiedzy 0 a 1. Stad funkcje (fn)nen tworza ciag
zbiezny jednostajnie, a co za tym idzie jego granica f jest funkcja ciagla i ograniczona na
{z € C|0 < ¥z < 1} i holomorficzng na {z € C|0 < Iz < 1}. Jest ona takze funkcja
K.M.S. dla &. Istotnie,

f@t) = lim f,(t) = lim (n|Us&n) = (n|Uif)
oraz
ft+i) = lim f,(t+1) = lim (U |n) = (Ukln).
n—oo n—oo
o 1 D K.
7 powyzszych warunkow ewidentnie wynika, ze # C ;.
Wykazalismy, ze dla kazdego n € % 1 £ € J# istnieje odpowiednia funkcja K.M.S. dla (7, £).
Tym bardziej dla kazdego n € % i € € A istnieje odpowiednia funkcja K.M.S. dla (1, £).
Niech 5 bedzie zbiorem tych n € H, ze dla dowolnego £ € % istnieje funkcja K.M.S. dla pary
(n,€&). Wowczas
5 jest rzeczywista, podprzestrzenia w H,
4 jest niezmiennicza dla (Uy)scr,
J5 jest domknieta,
o Ky C 5.
Wynika stad, ze £ C 5. W szczegolnosci grupa (Uy)ier spelnia warunek K.M.S. wzgledem ¢ .
Teraz wykazemy, ze # Ni# = {0}. Wezmy £ € & Nit. Wowcezas zarowno ¢ jak i i€ naleza
do J#. Niech f bedzie funkcjg K.M.S. dla (£,£), a g funkcja K.M.S. dla (&, i€):

f)=(EUg),  flE+1) = (ULlE), (6)
g9(t) = ¢[U:(i8)),  g(t +1) = (U2 (i§)[€) -

Z rownosci w pierwszej kolumnie wynika, ze g(z) = if(z) dla z z dziedziny obu funkcji. W
szczegbdlnosei

gt +1i) =if(t+1)

dla wszystkich ¢ € R. Ale druga kolumna (6) pokazuje, ze g(t +1) = —if(t +1). Stad f jest rowna
0 na R 41, a wiec jest stala (i rowna 0). W szczegolnosci
€% = f(0) = 0.

Oczywiscie (Up)ier zachowuje H = ¢ +1, wiec pozostale punkty naszego twierdzenia

wynikaja z twierdzenia 4.5. O

5. ALGEBRY VON NEUMANNA

Niech M bedzie algebra von Neumanna dzialajaca na przestrzeni Hilberta H. Niech Q € .77
bedzie (jednostkowym) wektorem cyklicznym i separujacym dla M. Dla dowolnego podzbioru
S C B(H), symbolm S, . bedziemy oznacza¢ zbioér

{ses ‘ s=s"}.
Niech J# = M, ). Jest jasna, ze
e ¥ jest rzeczywista podprzestrzenia w H,
o X +iX jest gesta w H (cyklicznosé ).
Pokazemy teraz, ze .# Ni# = {0}.! Zanim to wykazemy sprawdzimy, ze dla podzbioru . c H

mamy
i) = (12),

1Jest absolutnie jasne, ze Ms.s. QNiMs.s.Q = {0}: jesli a,b € Ms.s. 1 al = ibS2, to (a —ib)Q = 0, czyli a = ib, bo
Q jest separujacy dla M. To implikuje a = b = 0.
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gdzie “ Ly” oznacza dopelnienie ortogonalne dla iloczynu skalarnego R (-|-). Istontnie
i(2)4 = {ig|¥n e £ Rl¢) = 0}
={&|Vne LR -i) =0}
={¢|VneZR(nl¢) =0}
={¢|Vn eiZR(|¢) =0} = (iL)™™.
Na poczatek zauwazmy, ze M’ Q C (i.#)1%. Istotnie: dla 2’ € M',, i x € M,, mamy
(@' QzQ) = (Q]2'2Q) = (Q]22'Q) = (2Q]2'Q),
czyli (2'Q|zQ) € R. Zatem
R (2/Q)izQ) = R(i (2'Q|zQ)) = 0.
Mamy wiec
M'Q=M,Q+iM'  QCix® 4+ x+»,
Teraz
o it 4t C (U NiK )R, Istotnie: jedli &1,& % oraz m € A NiX mamy
R (& + &n) = R (&1 |n) + R (&2]n); drugi wyraz jest réwny zero, bon € H# i &y € LR,
a pierwszy R (i¢1|n) = —R (£1]in) jest réwny zero, gdyz in € # i £ € #+».
o (X NiX)t® = (U NiK)*. Istotnie, jesli n € & NI, to n,in € # NiK . Stad, dla
¢ € (X Nix )t mamy
R (&]n) = R (in|¢) = 0.
Ale R (in[€) = S (n[€), czyli (n,¢] =) R (n]§) = 0. To pokazuje, Ze
(S Ni)tr (o ni)?t,
a przeciwne zawieranie jest oczywiste.
W konicu otrzymujemy
MQ=M_ Q+iM, QCizt®xtn c(#nix)» = nix)*.
Poniewaz zbior M'Q) jest gesty w H, odostajemy ¢ Ni# = {0}.
Wykazalismy, ze % spelnia zalozenia z czesci 2 (i dalszych). Mamy wiec operatory
P,Q,R,X,J,T
oraz grupe modularng (A!);cg. Przystepujemy do dowodu najwazniejszego twierdzenia teorii
Tomity-Takesakiego:
Twierdzenie 5.1.
(1) Dla dowolnego t € R mamy A*MA~* = M,
(2) JMJ =M.

6. TEORIA TOMITY-TAKESAKIEGO

Lemat 6.1. Niech x' € M',,. Wowczas dla dowlnej liczby X takiej, ze RA > 0 istnieje doktadnie
jeden x € M, . taki, ze
(2'Q)yQ) = R(A (2Q]y))
dla wszystkich y € M, ..
Dowdd. Zacznijmy od nastepujacych uproszczei:

e mozemy przyjac, ze 0 < 2’ < 1, bo kazdy 2’ jest R-kombinacjg liniowa takich,
e mozemy przyjaé, ze R\ = 1 (przeskalowanie).
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Na razie x € M, bedziemy traktowaé jako parametr. Definiujemy normalne (o-stabo ciagle)
funkcjonaly 9,1, : My, — R:

b(y) = (2'QyQ),
Yaly) = R(A(=00y2)
dla wszystkich y € M, . Mamy wykazaé, ze istnieje doktadnie jeden x € M, taki, ze
Y = .

Na poczatek skomentujmy jedynosdc: jesli v, = ¥z,, t0 ¥y, —z, = 0. Tak wiec piszac z =
T1 — To, mamy w szczegolnosci
innymi stowy

0= 8?(/\ (xQ\xQ)) =R\ |2Q|%,

czyli x = 0.

Dowodzimy teraz istnienia rzeczonego elementu z. Niech

V= {tz|x € M., |zf| <1}

V jest ewidentnie wypuklym podzbiorem (M,),. (kazdy o-stabo ciagly funkcjonal M., — R
rozszerza sie jednoznacznie do normalnego i samosprzezonego funkcjonatu na M). Jest on rowniez
zbiorem stabo zwartym,? gdyz odwzorowanie x +— 1), jest ciagte z M z o-staba topologia do M,
ze staba topologia.
Istotnie: mamy
o-stabo

T = Ywe M, w(mA)Tmu(ac),

stabo

Ty W = VYaeM wx(a)Tw(a),

Niech wiec xx % xw Mss.. Wowczas dla ustalonego y € My s. mamy

R(A (222]yQ)) — R(A (22]y9))

gdyz a — (aQ]yQ?) jest funkcjonatem o-stabo ciaglym.
Przypuscmy, ze ¢ # 1, dla wszystkich z € M., ||z|| < 1. Woéwczas, na mocy twierdzenia
Hahna-Banacha, istnieje h € M, taki, ze

Yu(h) < (h)

dla wszytskich « € M, , ||z|| < 1. Innymi stowy, dla wszystkich takich  mamy

R(A (2Q|nQ)) < (2'Q|RQ)
Niech h = u|h| bedzie rozktadem biegunowym h. Ktadac x = u w powyzszym wzorze otrzymujemy:

R(A (zQ[hQ)) = R(A (uQ|h)) < (2'Q|h)

(Vara|vane)
(Vara|nvar)
(Vare| i)
IIERY)
- (\/|h|Q‘\/|h|a:’Q)
- (\/|h|Q x’,/\hm)
< (\/|h|§2‘\/|h|§2) — (Q||]Q) = (uQ|hQ) = (zQ|hQ).

<
= (

2Staba topologia na M, jest po prostu obcieciem stabej* topologii na M* do M.
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Innymi stowy

R(A (zQ|hQ)) < (zQ]h).
Ale

(2Q]hQ) = R(A (2Q|hQ)),
bo R(A) = 1, a (2Q|hQ2) € R. Uzuskana sprzeczno$é¢ pokazuje, ze musi istnie¢ x € M, taki, ze
Y =g, O
Whiosek 6.2. Dia kazdego x' € M’ istnieje x € M taki, ze

Xa'Q = 20 oraz  Xx'"Q=z*Q.
Dowdd. Na poczatek wezmy z’' € M’ . Stosujemy lemat 6.1 dla A\ = 1. Mamy wiec x € M,
taki, ze
R (20Q]yQ) = (2'QyQ)
dla wszystkich y € M, . Stad
R (2Qn) = (2'Q[n)
dla wszystkich n € . Oznacza to, ze z€ jest rzutem ortogonalnym (dla R (-|-)) wektora 2’2 na
J, tzn.
Q) = P2'Q.
Wiemy juz, ze 2'Q € (i#)1%, a wiec Q') = 0. Stad
X2'Q=(P—-Q)x'Q = P2'Q = zQ.

Teraz dla o' = x} + ixh, gdzie z}, 25 € M’ o odpowiednich z1, x5 € M, takich, ze

Xz).Q = 250, k=12

mamy
X' = X21Q —iX2hQ = 21Q — i22Q = (21 — iz2)Q
oraz
X2 = X2/ Q4+ i1X25Q = 21Q + iz2Q = (21 — iz2)*Q,
wiec wystarczy r = x1 — izs. O

Stwierdzenie 6.3. Niech v’ € M'. Wéwczas dla kazdej liczby X takiej, ze R\ > 0 istnieje x € M
taki, ze

X2'X = ARz(21 — R) + A\(21 — R)zR.
Dowdd. Mozemy przyjaé, ze ' € M', ., gdyz dowolny element 2’ jest kombinacjg liniowa dwoch
takich (odpowiedni = bedzie wowczas analogiczng kombinacja liniowa®). Lemat 6.1 zastosowany
do X oraz 2’ produkuje element Z € M, taki, ze

(2'QyQ) = R(A (FQ[y2))
dla wszystkich y € M, . Teraz niech x = %E Wowczas
(@'QyQ) = A (2Q]yQ) + A (yQ29)
dla wszystkich y € M. Jesli teraz y = yq + iy2, gdzie y1,ys € M, to
(2'QyQ) = (2'Qfy1 +iy29) = (2'Qy1Q) +1 (2'Q[y2Q)
= A (@Q[y19) + A (192292) + (A (2Qy292) + X (y20]22))
= A (@Qf(y1 +1y2)Q) + A (1 — iy2)Q2)
czyli 7
(2'Q[yQ) = A (zQ[yQ) + A (y" 22)
3Jesli o' = x| + iah przy @, zh € M'ss. oraz
Xz} X = ARz;(21 — R) + A\(2L — R)z; R, (i=1,2)
dla pewnych 1,22 € Mss., to ktadac = = 21 — izs mamy

Xx'X = ARz(21 — R) + A\(2L — R)zR.
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dla wszystkich y € M. Wstawiajac z*y w miejsce y otrzymujemy
(2'Q|2*yQ) = X (2] 2*yQ) + X (2Q]yzQ)
czy tez B
(2'2Q]yQ2) = X (2292|yQ) + X (2Q]yzQ) (7)
dla wszystkich y, z € M.
Niech ¢/, 2’ € M’. Na mocy wniosku 6.2 istniejg y,z € M takie, ze
Xy'Q =90, X220 = 20.
Dla takich y, z mamy dzieki (7)
(' X2'Q|Xy'Q) = A (22Q]| Xy'Q) + A (X2'Q|yzQ).
Przeksztalcamy to réwnanie (pamietajac, ze #’ = z'™)
(TJZQ2'TIyY Q) = X (22| JTy' Q) + X (JTZ'Q|yxzQ),
(JZ'QT2'T Iy Q) = XN(Ty' Q| Jz2Q) + X (JyzQ|TZ'Q), (8)
(JTZ'TJy' Q|2 Q) = X (y/QTT22Q) + X (T JyzQ|2'Q).
Przypominamy teraz, ze
o dla u € M,, mamy Puf) = uf), a wiec
TJuQ = Xufd = (P — Q)uf = (21 — P — Q)u) = (21 — R)ufd.
e dla v € My, mamy Qu'Q = 0, wiec
TJWQ =Xu/'Q=(P—-Q)uQ=(P+Q)uQ= RuQ.
Stad wynika, ze
e dla v € M mamy
TJuf) = (21 — R)u* Q.
o dlau' € M’
TJu'Q = Ru™Q.
W swietle powyzszych faktow mamy (nadal z = a*)
TJzzQ = (21 — R)z*2*Q = (21 — R)zX2"Q = (21 — R)2TJ2'Q = (21 — R)xRZ'N).
TJyzQ = (21 — R)z*y*Q = (21 — R)2* Xy Q = (21 — R)2TJy"™*Q = (21 — R)z Ry’ .
Wstawiamy te informacje do ostatniego z réwnari (8):
(JT2'TJyY'Q|Z'Q) = X (y/QTT22Q) + X (T JyzQ|2'Q),
(JT2Z'TJyY'QZ'Q) = X (y'Q](21 — R)xRZ'Q) + A ((21 — R)2Ry'Q|2'Q),
Skoro podprzestrzeni M'Q2 jest gesta w H mamy
(Xa'Xn|¢) = (JT2'TIn|C) = X (4] (21 — R)oRC) + A (21 — RyeRa|C),
czyli (z = x*) B
(Xa'Xn|¢) = (AR (21 — R)n|¢) + (A(2L — R)zRn|() ,
co daje B
Xa2'X = ARz(21 — R) + A(21 — R)zR.
O
Stwierdzenie 6.4. Niech \ = ¢i% dla pewnego ¢ €| —m,ww[. Weimy x' € M’ i niech x € M bedzie
taki, ze B
X2'X = ARz(21 — R) + A\(21 — R)zR.
Wowczas
+oo
e % » -
T = / — A JJAT 4t

e'frt + efﬂt
—o0
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Dowdd. Ustalmy &, 1 € H i zdefiniujmy funkcje f: {z eC ‘ |Rz| < %} — C kladac
£(z) = (n\}w%(zn — R)"*tig(21 - R)z+%R-Z+%g) .

(Pamigtamy funkcja w +— A jest dobrze okreslona dla Sw < 0 i holomorficzna dla Sw < 0.
Mamy z + % = i(—iz — %) oraz —z + % = i(iz — %) tak wiec oba wykltadniki sa postaci iw
dla pewnego w takiego, ze Sw < 0.) Funkcja f jest ciagla i ograniczona na pionowym pasku
{z € C||Rz| < 1} i holomorficzna na jego wnetrzu.

Zauwazmy dalej, ze
)= (U‘AitRx@]l — R)ATE),

Af (it
t—3) =X(n|A"(21 — R)zRAT™¢) .

_|_
Af (it —

N—= D=
I

—

dla wszystkich t € R.
Na mocy twierdzenia DI.3 mamy

R et _
10)= [ e (i 3) + 31— ) ar

7 jednej strony
f0) = (n]BF 21— R)2(21 - R REC) = (Tn|aTY),

a z drugiej
+o0 e*¢>t . 1 _ )
per— (Af(t+35) +Af(it—3))dt
+oo ot
_ € it Y —it
— 00
o S ity —it
“+o00
e ‘ Ait / A—it
o eidyt Ait / Afit
Tak wiec
+oo e_¢t . ‘
T = / — A" g JATH dt,
e'frt _|_e—7rt
—oo
gdyz obraz operatora T jest gesty w H. O

Stwierdzenie 6.5. Dla kazdego ' € M’ i dowolnego t € R mamy
A gz’ JATY € M. (9)
Dowdd. Ustalmy 2’. Dla A = ¥ przy ¢ €| — m, | niech x € M bedzie taki, ze
X2'X = ARz(21 — R) + A\(21 — R)zR.
Niech 3y’ € M’ oraz &£, m € H i niech
g(t) = (n|y' A" T2 TATHE) — (n| Al T2/ JATHYE) .
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Na mocy wzoru
+o0o

& . .
= / — AR J ATt

eTrt + e—ﬂ't
—o00
mamy
400

e 9t
/ =0,

dla dowolnego ¢ €] — 7, x|, bo y’ komutuje z x.
Wynika stad, ze g = 0. Istotnie, jesli zdefiniujemy
“+o00
efzt
16) = [ et

eﬂ't + e—‘n’t 9

— 00

17

dla z takich, ze |Rz| < m, to f bedzie funkcja holomorficzna w tym obszarze, znikajaca dla
z €] —m,w[. Wowczas f jest tozsamosciowo rowna zero. W szczegolnosci f(is) = 0 dla wszystkich

s € R, czyli
+0o0 .
/ e tdi=0
eﬂ't + e—ﬂ'tg -
—00

dla wszystkich s € R. To oznacza, ze funkcja,

g(t)

t— ——
eﬂ't + efﬂ't

ma zerowa transformate Fouriera. Tak wiec ¢ = 0 i jest tak dla wszystkich £,n € H. Stad 3/

komutuje z Al*.J2' JA~H* dla kazdego t € R.
Whiosek 6.6. Mamy JM'J C M.
Dowdd. Kladziemy t = 0 we wzorze (9).

Stwierdzenie 6.7. Mamy JMJ C M'.

O

Dowdd. Na poczatek wykazemy, ze JQ = Q. Mamy Q € MQ C ¢, ale tez Q € M'Q C (i¢)*1*.

Tak wiec Q € # Ni# . Stad PQ=Qi QN =0. Tym samym

RO =Q oraz XQ=qQ.

Skoro T = Rz (21 — R)2, rowniez TQ = 2, a wiec (X = JT') mamy JQ = €.
Dalej Zauwazmy, ze skoro J.# = (i.#)1®, dla kazdego =,y € M, mamy

(yQ]JzR) € R.
Istotnie: (yQ|JzQ)) = R (yQ]J2Q) + i (y2]J2), a

S (yQ|JzQ) = R (iyQ] Jz2) = 0.

Mamy dalej, na mocy samosprzezonosci J,

(yQ|JzQ) = (JzQ|yQ) = (JyQ|zQ) .

Teraz przeksztalcamy obie strony tego wzoru
(yQ[JzQ) = (JyQ|29Q),
(yQJzJQ) = (JyJQ|zQ),
(QyJzJQ) = (xJyJQQ)
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(z iy sa samosprzezone
(QyJzJQ)

). Teraz dla x1,x2,y1,y2 € Mo, 1 & = 21 + ix9, y = o1 + iy mamy
= (Q](y1 + iy2)JzJQ)
= (Qy1J2JQ) +1(Q|y2 Q)
= (Qy1J (21 +iz2) JQ) +1(Qy2J (21 +i22)JQ)
= (Qu1Jx1JJQ) — 1 (Qy1 Jx2JJQ) +1(Q)y2J 21 JQ) + (Qy2 J22TQ)
= (21 Jyn JQQ) — 1 ngleQ\Q 1(z1Jy2J Q) + (22Jy2JQ|Q)
= ((z1 +1z2) Jpn JQIQ) + ((x1 + im2) Jiy2 JQ|Q)
= (zJyJQ|Q),
czyli
(QyJzJQ) = (xJyJQ|Q)

dla wszystkich x,y € M. Na mocy wniosku (6.6) mozemy zamiast y potozyé¢ yJy'J dla dowolnego
y € M'. Zatem

Qy(Jy' J)(JzT)Q) = (x(JyJ)y' T IQ|Q)
dla dowolnych z,y € M oraz y' € M’. Przyjmujac ponownie, ze x 1 y $§ Samosprzezone mozemy
nieco uprosci¢ powyzsze wyrazenie, gdyz wtedy lewa strona jest rowna

(QyJy'zQ) = (yQ|Jy'zQ) = (y'2Q|JyQ) = (2y'Q[JyQ) = (xy' Q| JyJQ) = (y'Q|zTyJQ),
natomiast prawa
(@(JyJ)y' Q) = (JyJy'Q|zQ) = (JaQlyJy'Q) = (yJ2Q|Jy'Q) = (y'Q[ Ty JzQ).
Tym samym
(y'QlzJyJQ) = (v'Q|JyJzQ).
dla wszystkich z,y € M, iy € M’. Skoro M’} jest gesta podprzestrzenia w H otrzymujemy
xJyJQ = JyJx.

Dla wszystkich z,y € M, , . Podobnie jak poprzednio znajdujemy, ze powyzsza réwnosé zachodzi
dla wszystkich z,y € M.
Teraz wstawiamy zz zamiast z (dla z € M), by otrzymac

xzJyJQ = JyJxzQ.
Ale zJyJQ = JyJzQ, czyli mamy
xJyJzQ = JyJxzQ.
dla wszystkich x,y, 2 € M. Skoro M = H, dostajemy
xzJyJ = JyJx
dla wszytskich z,y € M. W szczegolnosci JMJ C M'. O

Dowdd twierdzenia 5.1. Punkt (2) wynika z wniosku 6.6 i stwierdzenia 6.7. Teraz punkt (1) wynika
ze stwierdzenia 6.5. O

Twierdzenie 6.8. Niech M bedzie algebrq von Neumanna i niech w bedzie wiernym stanem nor-
malnym na M. Wowczas istnieje jedyna o-stabo ciggta jednoparametrowa grupa (of)ier automor-
fizmow M spetniajgca warunek K.M.S. wzgledem w, tj. taka, ze dla dowolnych x,y € M istnieje
ciggta i ograniczona funkcja
f: {ze@‘OS%zgl} —C
holomorficzna na {z € C|0 < Sz < 1} taka, ze
f(t) = w(yof (x)),
ft+1) = w(of (2)y)
dla wszystkich t € R. Jesli w jest postaci
w(a) = (2]aQ), (a e M),
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dla cyklicznego i separujgcego wektora §2, wowczas dla wszystkich t € R
0¥ (z) = Altg A~
gdzie (A1) ier jest grupg modularng stowarzyszong z rzeczywistq podprzestrzeniq K = M.

Dowdd. Poniewaz reprezentacja GNS zwiazana ze stanem w jest normalnym izomorfizmem (na
swoj obraz) mozemy zalozy¢, ze M C B(H) i w jest postaci w(a) = (2]af?) dla pewnego wektora
Q € H cyklicznego i separujacego dla M.

Niech #" = M, Q i niech (Al*);cg bedzie stowarzyszona grupa modularna. Wéwczas mozemy
dla kazdego t € R zdefiniowa¢ automorfizm oy algebry M kladac

o¥(x) = Atz AT,

Jest jasne, ze dla ustalonego x € M funkcja x — o (z) jest o-stabo ciagla (jest ewidentnie
mocno ciagla w topologii B(H)). Jest rowniez jasne, ze (0} )icr jest jednoparametrowa grupa
automorfizméw M.

Przypomnijmy, ze RQ = Q, wiec A*Q = Q dla wszystkich ¢ € R. Dla z,y € M, para wektoréw
(y€2, zQ) nalezy do & x J, a wiec istnieje odpowiadajaca im funkcja K.M.S.

f:{z€Cl0<32<1}—C
(ciagla i ograniczona, holomorficzna na wnetrzu paska). Mamy dla ¢ € R
f(t) = (¥ AzQ) = f(t) = (¥QAT2ATQ) = w(yoy (z))

oraz
Ft+1) = ) = w(yo7 () = w((y0f @)°) = w(of (2)y)
Teraz niech a,b € M ia = z1 +ixe, b = y1 + iy2, dla 21, 22,y1,y2 € Mss.. Niech f;; bedzie
odpowiednig funkcja K.M.S. dla (y;, z;) przy i,j = 1,2:
fii@) = w(yio? (z5)),  fiit+1) = w(of (7))

Wowczas f = fi,1 — fa2 +1(f1,2 + f2,1) jest funkcja K.M.S. dla (y, x):

) =w(yof (@),  flt+1i) =w(of(x)y).
Innymi stowy (0¢)ier spelnia warunek K.M.S. wzgledem w.

Niech teraz (a¢)ier bedzie jednoparametrows grupa automorfizméw M spelniajaca warunek
K.M.S. wzgledem w. Wowcezas stan w jest niezmenniczy dla (oy)er: ktadac y = 1 w warunku
K.M.S. uzyskujemy ciagta i ograniczona funkcje f na pasku taka, ze f(t) = f(t +1) dla wszytskich
t — funkcja taka musi by¢ stala.

Definiujemy wowczas jednoparametrowa mocno ciagla grupe (U;)icr operatoréw unitarnych na
H wzorem

Utl‘Q = Oét(.’L‘)Q.
e Unitarno$¢ wynika z niezmienniczosci w:
(UzQ|Uy) = (e (27y)Q) = w(ae(27y)) = w(a™y) = (zQ]y).

e Ciaglosé wynika z ciagtosci (a:)ier. Istotnie, funkcja ¢ — U, jest stabo ciagla, tj. dla
wszystkich &, € H funkcje t — (n|U:€) sa clagle. Aby to sprawdzi¢ wystarczy wykazac,
ze (n|U:€) dazy do (n]€) gdy t — 0, poniewaz

(”‘Utlf) - (’r/‘Utzf) = (n‘(Uh - Utz)g) = (U—tzn‘Uh—tzf - g) .
Dla danych &,n € H istnieje z € M taki, ze ||z — £ < - Zatem
|(n]U€) — (n€)] = [(n|U£ = )]
< |(|U = Uz )| + |(n| Uz — 2Q)| + |(n]2© = £)|
5+ [0l (en(z) —2)€)| + 5.
Skoro grupa (¢ )ter jest o-stabo ciagla, funkeja t — (n|(as(x) — x)€) jest ciagla, a wiec
|(n](cu(z) = 2)€)] < §

IA

dla |t| dostatecznie matych.
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Mocna ciagtosé (Up)ier wynika ze standardowego argumentu:
10 = €11 = VN7 = (Ueg6) — (€1U:€) — IIg]I?
= [l€ll* - (Ugle) — (€ U:g) — li€ll?
=2R (§‘Ut§) :
Grupa (Uy;)ier ewidentnie implementuje automorfizmy (o )ier:
UpyU2Q = Upya_4(2)Q = oy (ya_t(:c))ﬂ = a(y)z.
Skoro dla kazdego x,y € M mamy funkcje f taka, ze
fO) =wya(@)),  flt+1i)=wla(@)y),

biorac x = * i y = y* otrzymujemy f(¢t +1) = f(t). Z drugiej strony
w(yan(®)) = (Qlyar(2)2) = (QlyUal; ) = (YOIUU; Q) = (y0|Uia)
bo U;Q = Q dla wszystkich s. Innymi stowy grupa (Uy):er speinia warunek K.M.S. wzgledem
podprzestrzeni %y = M, ). Z twierdzenia 4.6 wynika, ze U, = A dla wszytskich ¢t € R. W
szczegolnosci 4 .
ai(r) = Atz A~
dla wszystkich x € M it € R. O
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DODATEK I: KILKA SLOW O FUNKCJACH HOLOMORFICZNYCH
Twierdzenie DI.1 (Hadamard). Niech P = {z € C|0 < Sz < 1} i niech
fiP—C
bedzie cigglq i ograniczong funkcjq, holomorficzng na {z € C|0 < Sz < 1}. Niech
A:sup’f(t)7 B:sup‘f(t—i—i)‘.
teR teR
Wowczas dla dowolnego z € P mamy

Dowdd. Rozwazmy funkcje o
p:z— f(z)A*(lJ“z)Blz
Jest ona ciagta na P i analityczna na wnetrzu P. Ponadto
A-(F) piz exp(—(1 +iz)log A + izlog B),
czyli
’Lp(z)‘ = ‘f(z)| exp((Sz — 1) log A — Szlog B) = ‘f(z)‘A(“z_l)B_”‘z.
Zatem ¢ jest ograniczona na P oraz

sup|p(t)| = sup|p(t +1i)| = 1.
teR teR

Wykazemy, ze |<p(z)’ < 1 dla wszytskich z € P. Jesli p(z) —— 0, to fakt ten wynika z zasady

maksimum.*

Jesli p(z) nie dazy do 0 w nieskoriczonosci, rozwazmy

on(2) = p(z) exp(=20).

1—22 (%z)z—l—(éﬁz)z)

Mamy |exp(_ — )’: exp(

< 11i oczywidcie dla kazdego z

on(z) —— 0.

Z— 00

Zatem |y (2)| < 1 dla wszystkich z € P. Ponato ¢, (z) —— ¢(2), z wigc mamy takze |, (2)| <

n—oo

1 dla wszystkich z € P. O
Poniewaz dla A, B > 0 funkcja
u:[0,1] 26— A'7BY
jest wypkla (u” = (log B —log A)?u > 0), mamy u(f) < max{u(0),u(1)}, a wiec dostajemy
Whniosek DI.2. Niech P = {z € C|0 < Sz < 1} i niech
fiP—C

bedzie ciggl i ograniczong funkcjq, holomorficzng na {z € C|0 < Sz < 1}. Wowczas dla kazdego
zeP

‘f(z)‘ < max{sup{f(t) 7sup‘f(t + 1)‘}

teR teR
Twierdzenie DI.3. Niech A = i dla pewnego ¢ €| — w,w|. Niech f bedzie funkcjg cigglq i
ograniczong na pasku {z eC ‘ |Rz| < %}, holomorficzng na jego wnetrzu. Wdowczas

—+oo

e_(bt . 1 N/ 1
10)= [ e (i 3) + 3= ) ar

4Przez () —— 0 rozumiemy, ze dla kazdego £ > 0 istnieje R takie, ze |z| > R implikuje |<p(z)| <e.
zZ— 00
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Dowdd. Definiujemy g(z) = reior L&) Wowezas g ma biegun pierwszegu rzedu w z = 0 z

sinmwz”

residuum f(0). Ponadto g(z) —— 0, bo f jest ograniczona, a |¢| < 7. Zatem

+oo +oo
£(0) = 217”(/ g(it+ 3)idt — / g(it—3) idt).
— 0o — 00
Wzor, ktorego dowodzimy wynika z faktu, ze
1 (i1 1 e o1
ng(lt + 5) = T)\e‘n't + e—ﬂ'tf(lt + 5)’
e~ %t

—amy(it = 3) = $A o= S (i = 5)-

|—=

DODATEK II: ROZKEAD BIEGUNOWY NAD R
Klasyczny wynik na temat rozkladu biegunowego mozna sformulowaé nastepujaco:

Twierdzenie DII.1. Niech H bedzie zespolong przestrzeniq Hilberta i niech T € B(H). Wdwczas
istnieje doktadnie jedna para operatorow (u,t) taka, Ze

e t>0,

o T' = ut,

o uru = x(t>0).
Ponadto t = f(T), gdzie f(r) = |r| dla wszystkich r € R.

Przypomnijmy, ze z faktu, ze u*u jest rzutem wynika, ze uu* takze jest rzutem, a wiec u jest
czesciowa izometria. Tradycyjnie piszemy rozklad biegunowy jako T = u|T.

Jedli T w powyzszym twierdzeniu jest operatorem samosprzezonym (czy choé¢ normalnym), to
takze u jest funkcja od T. W szczegolnosci T, |T| i u sa parami przemienne. Pamietamy, ze u*u
jest rzutem na dopelnienie ortogonalne ker |T| = ker T. Gdy T jest samosprzezony, to ker T jest
dopelnieniem ortogonalnym obrazu T. W szczegolnosci jesli ker T = {0}, to u jest operatorme
unitarnym. Latwo réwniez sprawdzi¢, ze u jest operatorem samosprzezonym (u jest funkcja od
T przyjmujaca jedynie rzeczywiste wartosci). Tak wiec mamy nastepujaca wersje twoerdzenia o
rozktadzie biegunowym dla operatora samosprzezonego o trywialnym jadrze:

Niech T bedzie smosprzezonym operatorem na zespolonej przestrzenie Hilberta H takim, ze ker T =
{0}. Wowczas istnieje doktadnie jeden operator u taki, ze w*u =1 oraz T = u|T|. Ponadto u jest
przemienny z T i |T| oraz u® = 1.

Rozwazymy teraz wersje powyzszego twierdzenia dla rzeczywistych przestrzeni Hilberta. Niech
X bedzie rzeczywista przestrzenia Hilberta. Wowczas mozemy rozwazyé jej kompleksyfikacje
H = % + i, ktorg jako przestrzen wektorowa nad R identyfikujemy z sumag prosta dwoch
kopii JZ, a strukture zespolonej przestrzeni Hilberta nadajemy jej w nastepujacy sposob: piszemy
&1 + 1€ zamiast (€1, &) 1 kladziemy

i(& +i6p) = & +i&y, &, €,
(& +i&|m +in2) g = (Glm) e + (E21n2) » +1((&1|n2) 4 — (&2]m) 4 ) &1,8,m,m2 € X,

Mozemy teraz rozwazy¢ odwzorowanie
t: B(#) — B(H)

dane przez 1(a) (& +i&2) = a&y +ia&s. Jest ono R-liniowe i multyplikatywne. Ponadto ¢(a)* = (a™*)
(sprzezenie po lewej stronie jest wzgledem zespolonego iloczynu skalarnego na H, a po prawej
wzgledem rzeczywistego iloczynu skalarnego na 7). Latwo rowniez sprawdzi¢ bezposrednio, ze
zachowuje ono dodatnios¢ (definiowana w B(¢) i B(H) przez elementy macierzowe wzgledem
odpowiednich iloczynéw skalarnych).
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Zauwazmy wreszcie, ze tatwo opisa¢ obraz odwzorowania ¢. Niech P bedzie operatorem
H9§1—|—i§2 ’—>£1—|—10

Wowezas P jest rzutem ortogonalnym na rzeczywista podprzestrzent {€; +10(&; € '} C H wzgle-
dem iloczynu skalarnego R (-|-),. Nietrudno sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem, ze operator
S € B(H) jest w obrazie odwzorowania ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy PS = SP.

Niech teraz X bedzie samosprzezonym operatorem na % i rowazmy jego rozktad biegunowy
uX) = u’L(X)| Poniewaz ¢(X) komutuje z P, to samo jest prawda dla |L(X)‘ (bo jest to grabica
wielomianéw od ¢(X)) 1 u. Stad

{L(X)| =(T), u=1(J)

dla pewnych operatorow T,J € B(J'). Jest jasne, ze X = JT oraz, ze T jest dodatni (i samo-
sprzezony). Ponadto T i J komutuja z X, a operator J jest samosprzezony i spelia J? = 1.



