WYKLEAD 1

Przestrzenie Banacha.

Q@ Symbolem K bedziemy oznaczaé ciato R lub C. W zastosowaniach bedziemy zazwyczaj
rozwaza¢ K = R, ale wigksosé definicji formutuje sie tak samo dla K = C (i ten przypadek jest
czestszy w bardziej zaawansowanych zastosowaniach).

@ Niech X bedzie przestrzenia wektorows nad K. Funkcje
[ [I: X 52— lz]| € [0, 00]
nazywamy normg, jesli
(1) |lz|| = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy = = 0,
(2) |IAz|| = |Al||lz|| dla wszystkich € X, A € K
(3) llz 4+ yll < |l=|l + lly|| dla wszystkich z,y € X.
Przestrzen X z wyrézniona norma || - || nazywamy przestrzeniq z normg i oznaczamy symbolem
(X - 1D-
© Przyktadami przestrzeni z norma sa

n

P
o X =K"i|z| = <Z |xi|p> , gdzie 1 < p < oo lub |z|| = max |z;] (dla p = 00),
1 Stsn

e« X =C([0.1)) i If] = sup |£(8)],
0<t<1

e X =C([0,1]) i]If] = <£’\f(t)\pdt>p.

QO Niech (X, || - ||) bedzie przestrzenia z norma. Woéwczas funkcja
d: X x X3 (z,y) — d(z,y) = [z -yl
jest metryka na X. Przestrzen z norma, ktora jest zupelna w tak zdefiniowanej metryce nazywamy
przestrzeniq Banacha.

O Niech S bedzie zbiorem, a (Y, d) przestrzenia metryczna. Wiemy, ze na zbiorze B(S,Y)
zlozonym z ograniczonych odwzorowan S — Y mozemy zdefiniowaé metryke (jednostajna):

p(f.g) = iggd(f(S),g(S))

Jesli Y jest przestrzenia wektorowa z norma || - || i d pochodzi od tej normy, to B(S,Y) jest
przestrzenia, wektorowa z norma;:

[I£1l = supl| f(s)]|
ses
Wiemy tez, ze jesli (Y, d) jest przestrzenia zupelna, to B(S,Y) takze jest zupelna. Innymi stowy
mamy:

Stwierdzenie 1. Niech Y bedzie przestrzeniq z normgq. Wowczas B(S,Y) jest przestrzeniq z
normq. Ponadto jesli Y jest przestrzeniq Banacha, to B(S,Y) jest przestrzeniq Banacha.

Jesli Z jest przestrzenia topologiczna, to Cp(Z) = C(Z) NB(Z,C) jest przestrzenia Banacha.
Wynika to z faktu, ze granica jednostajnie zbieznego ciagu funkcji ciaglych jest funckja ciagla.
Zauwazmy, ze jesli Z jest zwarta, to Cp(Z) = C(Z).

Stwierdzenie 2. Niech (X, | - ||) bedzie przestrzenig z normg. Wowczas odwzorowania
XxX3(xyr—zt+yeclX,
KxX>\z)—dzeX

sq ciggte.



Dowdd. Niech x,, —— Too 1 Y — Yoo W przestrzeni X. Mamy
n—oo

n—oo
(@0 + yn) = (Too + Yoo)|| < ll2n = Zooll + [[Yn — Yool
co pokazuje, ze ciag wektorow (x,, + Yn )nen jest zbiezny w X do wektora oo + Yoo-
Dalej, jesli A, —— Ao w K, to

n—oo
<A = Aol llZnll + ool |20 — oo |
< An = Al Sup{meH} + [ Asoll|Tn — Tool|s

meN

co pokazuje, ze A\pT;, — Aoooo W przestrzeni X. O

n—oo
Q Przestrzen z norma (X - ||) jest przestrzenig Banacha wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego
clagu wektorow (z,)nen 2 przestrzeni X takiego, ze § |zn] < oo, szereg § %y, jest zbiezny w
X. " "
Q Niech (X, || - ||) bedzie przestrzenia z norma. Wowczas funkcja X 5 z — ||z|| € R jest ciagla.
Odwzorowania liniowe ograniczone.

Twierdzenie 3. Niech X 1Y bedg przestrzeniami z normg i niech T : X — Y bedzie odw-
zorowaniem liniowym. Woiowczas nastepujgce warunki sq rownowazne:
(1) T jest ciggle,
(2) T jest ciggte w 0,
(3) sup ||Tz| < 0.
llz]I<1

Dowdd. Wynikanie “(1)=-(2)” jest jasne.

“(2)=(3)": Zalézmy, ze sup ||Tx| = 4oco. Innymi slowy istnieje ciag (z,)nen wektorow z
lzl<1
przestrzeni X o normie mniejszej lub rownej 1 taki, ze
T2y, || > n.

Niech z, = Zz. Mamy ||z,|| < % —— 0, a wiec z, —— 0. Z drugiej strony
n—oo

Tn n— oo
ITz0ll = 31Tzl > 1,

co oznacza, ze ciag (T'z,)nen nie dazy do 0 € Y. Stad T nie jest ciagte w 0.
“(3)=(1)": Niech (25 )nen bedzie ciagiem wektoréw z X zbieznym do zo € X. Mamy

1T = Tl = o — 2ol T 7222220 || < o — ol sup 7],
l=ll<1
Jesli sup [|Tz|| < o0, to Tz, —— T'xg. O
ll=l1<1 nee

Q Niech X iY beda przestrzeniami z norma. Operator liniowy T : X — Y spelniajacy

sup ||Tz| < o0
=l <1

nazywamy ograniczonym. Zbior operatoré6w ograniczonych X — Y oznaczamy symbolem
B(X,Y).

Stwierdzenie 4. Zbior B(X,Y) jest podprzestrzeniq w przestrzeni wszystkich operatoréw lin-
iowych X — Y. Ponadto
|7 sup || Tz|
llzll<1

jest normg na B(X,Y).



Q Stwierdzenie 4 mozna tatwo udowodni¢ bezposrednim rachunkiem. Jednak mozna tez spojrzeé
na nie w nastepujacy sposob: dla kazdego T € B(X,Y') niech T oznacza operator T' obciety do

K(0,1) = {z € X| ||| < 1}
(kula domknigta o srodku w 0 i promieniu 1). Woéwezas j: B(X,Y) — B(K(0,1),Y) jest
réznowartosciowym odwzorowaniem liniowym. Ponadto
T[] = [y,
gdzie po prawej stronie mamy norme w przestrzeni (z norma) EB(K(O, 1), Y). Mozemy wiec trak-
towaé B(X,Y') jako podprzestrzen B (K(0,1),Y), a wowczas norma operatora jest po prostu norma
tego operatora jako funkcji ograniczonej na K(0, 1).

Przestrzen odwzorowan w przestrzen Banacha.

Twierdzenie 5. Niech X bedzie przestrzenig z morma i niech Y bedzie przestrzeniqg Banacha.
Wowczas B(X,Y) jest przestrzeniq Banacha.

Dowdd. Niech (Ty,)nen bedzie ciagiem Cauchy’ego w B(X,Y"). Dla kazdego x € X ciag (Thx)nen
jest ciggiem Cauchy’ego:

[Tnz — Tzl < ([T — Tl |-
Istnieje wiec granica nh_)rr;o T,x. Oznaczajac te granice przez Tz otrzymujemy

Xozr—TxeY.
Sprawdzamy, ze T jest odwzorowaniem liniowym: mamy
T(az+ py) = lim T,(ax + PBy) =« lim Thax + 0 lim T,y = oTx+ STy

dla wszystkich z,y € X i a, 8 € K.
Teraz zauwazmy, ze T jest granica punktowa ciagu odwzorowan (T, )nen z X do Y. ym bardziej

T obciete do K(0,1) jest granica punktowa ciagu (¢7y,)nen. Z drugiej strony ciag (¢7),)nen jest
ciggiem Cauchy’ego w przestrzeni Banacha ‘B(K(O, 1), Y), bo norma w B(X,Y) jest identyczna
z ta w B(K(0,1),Y). Zatem ciag ten jest zbiezny do pewnej ograniczonej funcji F' na K(0,1) w
metryce przestrzeni %(K(O, 1)7Y), czyli jednostajnie. Nietrudno sie teraz przekonaé, ze F' jest
rowna obcieciu funckji liniowej T: X — Y do K(0,1). Stad:

e T jest operatorem ograniczonym,

e ciag (T}, )nen jest zbiezny do T jednostajnie na K(0,1).
Oczywiscie drugi z powuzszych faktow oznacza, ze T,, —— T w normie przestrzeni B(X,Y). O

n—oo



