WYKLAD 27

Twierdzenie Hahna-Banacha.

Q© Twierdzenie, ktérym sie teraz zajmiemy mowi, ze mozna rozszerzaé funkcjonaly zdefiniowane
na podprzestrzeni przestrzeni wektorowej. Co wiecej, jesli wyjsciowy funkcjonal jest majoryzowany
przez pewna ustalong funkcje o specjalnych wlasnosciach, to jego rozszerzenie rowniez jest przez
nig majoryzowane. Ta ostatnia wtasnos$é jest kluczowa w analize.

Lemat 1. Niech X bedzie rzeczywista przestrzeniq wektorowq i niech p bedzie funkcjg X — R
takq, ze p(tz + (1 —t)y) < tp(z) + (1 — t)p(y) dla wszystkich x,y € X i 0 <t < 1. Jesli X jest
funkcjonatem zdefiniowanym na podprzestrzeni M C X takim, ze (N, x) < p(z) dla wszystkich
x € M, wowczas istnieje funkcjonat A na X taki, ze (A, z) < p(x) dla wszystkich x € X oraz
(A, x) = (A, z) dla wszystkich x € M.

Dowdd. Niech Y bedzie podprzestrzenig w X 1 niech p bedzie funkcjonalem liniowym na Y takim,
ze (p,y) < p(y) dla wszystkich y € Y. Niech z € X \ Y i niech Y = span(Y U {z}). Pokazemy,
ze istnieje rozszerzenie u do funkcjonalu i na Y takie, ze (@, y + az) < p(y + az) dla wszystkich

yeYiaeR
Dla dowolnych y1,y2 € Y i a, f > 0 mamy

Bpsyn) + o (p, y2) = (o + B) <u, v+ a%ﬁyz>
< (a+ ﬁ)p(ﬁyl + 25502)
= (a+ Bp(525 (11 — a2) + 325 (v + B2))

< Bp(yr — az) + ap(yz + B2).
Tak wiec dla dowolnych y1,y2 € Y i a, 8 > 0 zachodzi

S(=p(yr — az) + (wy1)) < 5(ply2 + 62) = (1, y2)).

Oznacza to, ze istnieje liczba rzeczywista a taka, ze

sup = (—p(y — az) + (1,y)) < a < inf L(p(y+ az) — (u,y)).
yey yey

a>0 a>0
Mozemy zatem zdefiniowaé rozszerzenie p funkcjonatu p na Y ktadac (i, z) = a. Rozszerzenie to

spelnia (i, ) < p(x) dla wszystkich = € }7, bo z pierwszej nieréwnosci w

5 (=ply —az) +(Iy)) < (f,2) < 5 (ply + a2) = (i,y)

wynika

</77 Yy— OzZ) < p(y - OéZ),
a z drugiej

(,y + az) < p(y + a2)
dla wszystkich y € Y i a > 0.

Rozwazmy teraz rodzine R wszystkich par (Y, ) ztozonych z podprzestrzni Y takiej, ze M C Y

i funkcjonatu p na Y takiego, ze “|M = Mi{u,y) < p(y) dla wszystkich y € Y. Przedstawiona
powyzej procedura pokazuje, ze rodzina ta jest Scisle wieksza niz {(M, \)}. Rodzina R jest rowniez
zbiorem czesSciowo uporzadkowanym relacja,

((Ybul) < (Y2,M2)) = <Y1 CYs, M2|Y1 = Ml)-

Nietrudno stwierdzié, ze kazdy taricuch (podzbiér liniowo uporzadkowany) w R posiada element
najwiekszy, a wiec na mocy lematu Kuratowskiego-Zorna R ma element maksymalny (Y, A). Jesli

}N/;bylaby rozna od X, to opisana na poczatku dowodu procedura zaprzeczylaby maksymalnosci
(Y7A). Stad M = X. O
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Whiosek 2 (Twierdzenie Hahna-Banacha). Niech X bedzie przestrzeniq wektorowq i niech p bedzie
funkcjg X — R takg, Ze p(am —l—ﬁy) < lalp(z) + |Blp(y) dla wszystkich z,y € X i o, € K
takich, ze |a| + |B] < 1. Jesli X jest funkcjonatem liniowym na podprzestrzeni M C X takim, Ze
|\ )| < ply) dla wszystkich y € M, to istnieje funkcjonat A na X taki, ze |(A,z)| < p(z) dla
wszystkich x € X oraz A(x) = Mz) dla wszystkich x € M.
Dowdd. Musimy zajaé¢ sie tylko przypadkiem K = C (przypadek K = R jest trescia lematu 1).
Niech Ar bedzie czescia rzeczywista A i niech Ag bedzie rozszerzeniem Ag na X spelniajacym
(AR, z) < p(x) dla wszystkich 2 € X. Wowczas AR jest czeScia rzeczywista jedynego funkcjonatu
C-liniowego A na X. Musimy wykaza¢, ze |(A, )| < p(x).
Wezmy = € X i niech 8 bedzie taka liczba zespolona o module 1, ze

(A,z) = |[(A, z)]e".

Wowczas
|<A, x}‘ =10 (A, ) = <A,e_iax>
= (Ag,e z) < p(e™z) < p(a),

poniewaz dla |a| = 11 8 = 0 wlasnosé¢ funkeji p gwarantuje, ze p(ax+0y) < |alp(x)+0 = p(x). O

Whiosek 3. Niech X bedzie przestrzeniq Banacha i niech x € X. Wowczas istnieje ¢ € X' taki,
ze ||pll =1 i (), z) = ||lz]|.
Dowadd. Jesli x = 0, to wystarczy dowolny ¢ o normie 1. Zalézmy wiec, ze x # 0 i wezmy
M = span{z}. Niech ¢ : M — K bedzie taki:
(0, Az) = Al

Jesli p(y) = ||ly|| dlay € X, to |(do, 2)| < p(z) dla wszystkich z € M. Niech ¢ bedzie rozszerzeniem
¢ do funkcjonalu na X takiego, ze }(gb,y)’ < p(y) dla wszystkich y € X. Oczywiscie ||¢|| < 1. Z
drugiej strony

(¢,2) = (do, z) = |||

W szczegolnosci oznacza to, ze ||¢|| = 1. O

Zadanie Steinhausa. © Niech A C R bedzie zbiorem mierzalnym takim, ze A(A4) > 0.
Wowczas zbiodr

A-A= {m—y‘x,yeA}
zawiera przedzial. Na pierwszy rzut oka zadanie wyglada na typowy problem z teorii miary, ale
rozwiazanie, ktére zaproponujemy jest typowym skorzystaniem z metod przestrzeni Hilberta.

QO Niech f € L?(R) (zawsze z miara Lebesgue’a). Wowczas f jest granica (w L?) funkcji o
zwartym nosniku (chodzi o tak zwany nosnik istotny). Dokladniej niech f,, = X[—pn)f- WOWczas
z twierdzenia o zbieznoéci zmajoryzowanej natychmiast wynika, ze

I R f.
n—oo

Dalej, tak samo jak w przypadku przedziatu [—m, 7] w dyskusji wielomianéw tryonometrycznych,
mozemy wykaza¢, ze funkcje postaci x[—p,,)f mozna (znow w L?) przyblizaé¢ funkcjami cigglymi
o nosniku (teraz to stowo ma juz standardowe znaczenie) zawartym w [—n,n]. W efekcie otrzy-
mujemy
Stwierdzenie 4. Przestrzeri C.(R) ztozona z funkcji ciagtych o zwarych nosnikach jest gesta w
L3(R).

Q Dla f — fukcji na R it € R definiujemy f; wzorem
fe(x) = f(z —t).
Jest jasne, ze dla f € C¢(R) mamy f; € C.(R) dla wszystkich ¢. Podobnie

[ fell2 = [I.f]]2
dla kazdego t, a wiec dla 1 € L?(R) mamy v; € L*(R) dla wszystkich t.



Stwierdzenie 5. Niech 1) € L?(R). Wdéwczas odwozorowanie
R3¢t 1 € L*(R)
jest ciggte.

Proof. Na poczatek wezmy f € C.(R). Funkcja f jets wowczs jednostajnie ciagta na calym R.
Zatem dla kazdego e > 0 istnieje § taka, ze | f(z) — f(z —t)| < e dla |t| < 6. Zatem dla takich ¢, s,
ze |t — s| < 6 mamy

Hfs - ft”g = ||f - ft—sH%

+oo
/|f<x>—f(x—<t—s>)\2dA<m>

< e?X(supp f Usupp fi—s) < &2 (A(supp f) + 26).
W szczegdlnosci odwzorowanie ¢t — f; jest ciagle.
Teraz niech ¢ € L?(R). Wowczas istnieje f € C.(R) taka, ze ||f — ¥z < 5. Dla s, € R mamy
s = ellz = v — te—s]l2
<N = fllz +1f = frmsllz + | fems — sl
=¥ = fll2 +1f = fezsllz + If = ¥ll2-

tak wiec dla |s — t| odpowiednio matych mamy

19 — tull2 <e.
O

O Mozemy teraz rozwiazaé zadanie Hugona Steinhausa. Niech A bedzie biorem miary Sciale
wiekszej od 0. Zmniejszajac A mozemy zalozy¢, ze A(A) < 400 (zbior A — A takze sie zmiejszy).
Woéwezs funkcja y 4 nalezy do L?(R). Zdefiniujmy funkcje

+o0
F() = (eada) = [ xale = xale) dAa),

Mamy

e F(0) =A(A) >0,

o [ jest ciagla,

e F(t) # 0 implikuje istnienie z € A takiego, ze x — t € A.
F jako funkcja ciaggla o $cisle dodatniej wartosci w 0 musi by¢ $cisle dodatnia na pewnym otoczeniu
0. Z drugiej strony no$nik F' jest zawarty w A — A.



