WYKLADY 17 & 18

Funkcje mierzalne.

Q@ W teorii miary i catki bedziemy moéwié jedynie o funkcjach o wartosciach rzeczywistych lub
w [—00,00]. Jednak praktycznie wszystkie fakty maja oczywiste wersje dla funkcji o wartosciach
zespolonych (funkcja o wartosciach zespolonych, to po prostu dwie funkcje o wartosciach rzeczy-
wistych). Swiadomie pominiemy proste rozumowania, ktore dostarczaja uogoélnienia dowodzonych
przez nas twierdzen na przypadek zespolony.

O Niech (Q, F, 1) bedzie przestrzenia z miara. Funkcje f : Q — [—o0, +00] nazywamy mierzalnag,
jesli dla kazdego ¢ € R mamy

{zeQ|f(x) >t} eF.
Zauwazmy, ze jesli f: Q — R jest mierzalna, to dla dowolnego otwartego V C R mamy f~1(V) €
F. Istotnie, zbior V jest rowny przeliczalnej sumie przedziatow otwartych, a f ’1(]a, b[) = {x €
Q‘f(x) > a} N {:v € Q‘f(x) < b}7 a takie zbiory naleza do F — patrz stwierdzenie 1. Innymi stowy
f jest mierzalna wtedy i tylko wtedy, gdy f~(V) jest zbiorem mierzalnym dla kazdego otwartego
V.

Q Niech i bedzie miara na R? skonstruowang z addytywnej funkcji zbioru na £. Woéwczas kazda
funkcja ciggla f : R — R jest mierzalna, gdyz dla kazdego t € R zbior

{z e [Rd‘f(m) >t}

jest otwarty, a zatem jest przeliczalng sumg przedzialéw otwartych.
Jest jasne, ze jesli funkcja ciggta R? — R jest borelowska co oznacza, ze przeciwobrazy zbioréw
otwartych sa borelowskie. W szczegolnosci kazda funkcja ciagla jest mierzalna.

Stwierdzenie 1. Niech (Q, F, ) bedzie przestrzeniq z miarq i niech f : @ — [—o00,4+00]. Nastepu-
jace warunki sq rownowazne:

(1) f jest mierzalna,

(2) dla kazdego t € R zbior {z € Q| f(z) >t} € F,

(3) dla kazdego t € R zbior {z € Q| f(z) <t} € F,

(4) dla kazdego t € R zbior {x € Q| f(z) <t} € F.

Dowad.

{z]f@) >t} =) {z|f(x) > t— £},

n=1

{2]f@) <t} =0\ {z|f@) 2 1},
{e]f@) <t} =) {z]f@@) <t+1},

n=1

{J;‘f(a:) >t} zQ\{x‘f(x) < t}.

Q Niech f:Q — [—o0,4+00] bedzie funkcja mierzalna. Wowczas | f| jest mierzalna, gdyz
{z|1f (@) >t} = {z|f(@) > t} U{z| f(x) < —t} € F

Stwierdzenie 2. Niech (2, F, 1) bedzie przestrzeniq z miarg i niech (fn)nen bedzie ciggiem funkcji
mierzalnych € — [—o0o, +00]. Niech

g1(x) = sup fr(z),

g2(x) = limsup f,, (),

(z) =

(w) = lim su
gs3(z) = mf fn(x),

() = hmlnffn( ).
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Wowczas funkcje g1, ...,94 s¢ mierzalne.
Dowdd. Dla t € R mamy

{z|gi(z) >t} = U {z|fulz) >t} € F,

n=1
a wiec g; jest mierzalna i tak samo dowodzimy mierzalnosci gs.
Mamy
= i f
92() = inf un(z)
gdzie u,(x) = sup f,(x). Na mocy poprzedniego argumentu u, jest mierzalna dla kazdego n i
m>n

stad mierzalna jest gs. Dla g4 uzywamy takiego samego argumentu. O

Whiosek 3. Niech f,g: Q — [—o00, +00] bedg funkcjami mierzalnymi. Wowczas funkcje max{f, g}
i min{f, g} sq mierzalne.

QO Przyktadowo, jesli f : Q — [—o0, +00] jest funkeja mierzalna, to funkcje
fH=max{f,0} i f~ =—min{f,0}
sa mierzalne.

Whiosek 4. Niech (f,)nen bedzie ciggiem funkcji mierzalnych Q@ — [—oo,+00| zbieznym punk-

towo do funkcji f. Wowczas f jest mierzalna.

Dowdd. Jesli (fn)nen jest takim ciagiem, to oczywiscie lim f,(x) = limsup f,(x) dla wszystkich
n—00 n— o0

xT. O

Twierdzenie 5. Niech f,q: Q — R bedg funkcjami mierzalnymi i niech F : R> — R bedzie ciggta.
Wowczas funkcja Q 3 x — F(f(z),g(z)) jest mierzalna.

Dowdd. Dla t € R niech Gy = {(u,v) | F(u,v) > t}. Wowczas Gy jest zbiorem otwartym, a co za
tym idzie jest suma przeliczalnej rodziny przedzialéw otwartych w R:

Gt == [j In
n=1

gdzie

I = {(u,v)|an <u<bp, ¢y <v<dy}
dla pewnych ciagow (an)nen, (bn)nen, (Cn)nen 1 (dn)nen liczb rzeczywistych. Dla kazdego n
zbiory

{z|an < flz) <bn} = {z|an < f(2)} N {z|f(z) <bn},
{x‘cn <g(x) <dn} = {m‘cn <g(@)}n {x‘g(x) <d,}
sa mierzalne, a wiec mierzalna jest ich cze$¢ wspodlna:

{z|(f(2),9(2)) € I.}-
Stad .
{e|F(f(z),9(0)} = | {z] (f(x).9(2)) € I} € F.
. O
Whiosek 6. Niech f,g: Q — R beda funkcjami mierzalnymi. Wowczas fg i f + g sa mierzalne.

Whiosek 7. Z twierdzenia 5 wynika rowniez, ze ztozenie o f jest funkcjq mierzalng dla dowolnej
ciggtej funkcji . Wystarczy potozyé F(x,y) = p(x).
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QO Funkcje o skoniczonym zbiorze wartosci nazywamy funkcjg prostq. Kazda funkcja prosta
5: Q) — [—00,+00] jest postaci

N
s(x) = Mexa, (2), (18.1)
k=1

gdzie Ey, = {x| f(z) = M}, a x& jest funkcjq charakterystyczng zbioru E:
1 z€F,
xe(@) = {0 z ¢ E.
Fukncja prosta (18.1) jest mierzalna wtedy i tylko wtedy, gdy Ejy € F dla wszystkich k.
Twierdzenie 8. Niech f : Q — [0, +00[ bedzie funkcjq mierzalng. Wowczas istnieje cigg (Sp)nen

niewjemnych i mierzalnych funkcji prostych zbieiny punktowo i monotonicznie do f.
Dowdd. Dlan € Nim e {1,...,n2"} definiujmy zbiory
B = {z]™2 < fla) < 21,

on on

Fp, = {z|f(z) > n}.

i ktadziemy

n2™

Sp = nXF, + Z X B -

m=1

g

Whiosek 9. Niech f: Q — R bedzie funkcjg mierzalng. Wowczas istnieje ciag (Spn)nen mierzal-
nych funkcji prostych zbiezny punktowo do f.

Dowdd. Niech f = fT — f~ bedzie rozkladem f na cze$é dodatnia i ujemna. Przeprowadzamy
procedure przyblizania odddzielnie dla f™ i f~ (tak jak w twierdzeniu 8). O

QO Jedli f jest ograniczona, to ciag funkeji prostych przyblizajacy f (z twierdzenia 8 lub wniosku
9) jest zbiezny jednostajnie do f. Przybliza¢ (w sensie zbieznosci punktowej) od dotu funkcjami
prostymi mozna rowniez funkcje o wartosciach w [0, 0o].

Calkowanie.
O Tak jak dotychczas (Q, F, 1) jest przestrzenia z miara. Niech

N
5= Axe,
k=1

bedzie mierzalng funkcjg prosta. Niech F € F. Definiujemy

N
Ip(s) = Z Akp(E N Ey).
k=1

Dla mierzalnej funkeji f : © — [0, +00] niech Sy bedzie rodzing wszystkich nieujemnych mierzal-
nych funkcji prostych s < f. Definiujemy

fdp = sup Ig(s).

seS
B f

O Dla f: Q — [—00, +00] rozkladamy f na czes$¢ dodatnia i ujemna: f = f+ — f~. Jesli ktoras

7 calek
/ I dp, / Fdy
E E

E/fduE/f*duE/fdu.

jest skoniczona, to kladziemy
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Funkcje f nazywamy catkowalng na E jesli

[, [ 5 <o,

E E
Zbiér funkeji calkowalnych na E oznaczamy symbolem L£(u)g. Piszemy L£(u) zamiast L(u)q.
Q Oczywiscie dla funkcji prostej s mamy

/sdu = In(s).

E

QO Jesli f jest mierzalna i ograniczona na E i u(E) < 0o, to f € L(u) k-
QO Niech a < f(z) < bdla z € E i niech pu(E) < co. Wowczas

ap(E) < / fdu < bu(E).

O Jesli f,ge L(w)g i f<gnakFE, to

R

E

gdu.

m—

QO f e L(pn) g wtedy i tylko wtedy, gdy |f] € L(u)E.
OJesli feL(ppireR toAf € Lp)pi

E/)\fdu)\E/fdu.
/fduz()

E

Q© Jesli u(E) =0, to

dla kazdej mierzalnej funkcji f.
OJesi AAE€Fi1ACE, to L(pw)g C L(1)A-
O Mamy dla f >0, lub f € L(1)E

/ Efdy= / fdu,
E\{f=0}

gdzie przez {f = 0} oznaczyliSmy zbior zer funkcji f. Wynika to z tego, ze réownosé taka mamy
dla wszystkich funkcji prostych z Sy+ 1 S¢-.

Twierdzenie 10. Niech f bedzie nieuwjemnqg funkcja mierzalng. Zdefiniujmy v : F — [0, +00]
wzorem

v(A) = [ fdp. (18.2)
/

Wowczas v jest funkcjq przeliczalnie addytywng.

Dowdd. Niech A € F i niech (A,,)nen bedzie ciagiem roztacznych elementow F takim, ze

A=A,
n=1
Mamy wykazaé, ze v(A) = > v(A,). Jesli f jest fukncja charakterystyczna, to v jest przeliczalnie

n=1
addytywna, gdyz taka jest miara u. Kombinacja liniowa (z dodatnimi wspoétezynnikami) funkeji
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przeliczalnie addytywnych jest przeliczalnie addytywna, wiec v jest funkcjg przeliczalnie addyty-
wna, jesli f jest funkcja prosta.
Dla dowolnej (nieujemnej, mierzalnej) funkcji f wezmy funkcje prosta s € Sy. Mamy

oo o0
/sd,uzZ/sd,uﬁZuA
A n:lAn n=1
Biorac sup po wszystkich s < f otrzymujemy

< i v(Ap). (18.3)

Jesli v(A,,) = +oo dla pewnego n, to nieréwnosé przeciwna do (18.3) jest oczywista.
Zalozmy wige, ze v(A,) < oo dla wszystkich n i niech ¢ > 0. Istnieje funkcja prosta s € Sy

taka, ze
/fdu</sd,u—6, /fdu</sd/¢—s

A1 A2
(mozemy takie funkcje sy i s2 wybrac¢ oddzielnie dla Aj i Ay i potem polozyé s = x 4,51+ XA,52)-
Woéwcezas

v(A; U As) = / fdu > / sdy = /sd,u—i—/sd,u > v(Ar) +v(As) — 2e.
AjUA, A1UA, Ay Az
Stad
V(A1 U A2) > v(A41) + v(Ag).
Tak samo uzyskujemy

V(AjU---UA,) >v(A ) 4 v(Ay)
dla kazdego n. Zauwazmy wreszcie, ze v(A) > v(A4; -U A4,,) dla wszystkich n, gdyz
varu-ua) = fdu=/x<A1u...uAn>-fdug/fdm
A1U--UA, A A

bo X(a,u..ua,) - f < f. Stad
v(A) >v(A1U--UA,) >v(A) + - +v(Ay)

dla wszystkich n co daje

> (A
n=1
O

Q Zauwazmy, ze twierdzenie 10 daje nam ogromna ilo$¢ nowych miar na o-ciele . Doktadniej
przeliczalnie addytywna funkcja (18.2) jest miarg na F. Miare te oznaczamy symbolem fu. Miary
tej postaci nazywamy miarami absolutnie ciggtymi wzgledem p, a jesli v = fu, to funkcje f
nazywamy gestoscig v wzgledem pu.

Q Jedli funkcja f na Q jest catkowalna, to rowniez mozna rozwazy¢ odwzorowanie

1/:.7-'9A»—>/Afdu.

Przyjmuje ono wowczas wartosci w | — 0o, +00[. Funkcja ta jest takze przeliczalnie addytywna w
tym senie, ze dla dowolnego ciSgu A, Ao, ... € F rozlacznych zbioréw szereg

> v(An)

#) = vt

jest bezwzglednie zbiezny i

—
CS

n=1
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(Aby to wykazaé¢ rozkladamy f na cze$é¢ dodatnia i ujemna i korzystamy z tego, ze v jest roznica
dwoch dadatnich i ograniczonych funkcji przeliczalnie addytywnych.)

@ Niech f i g beda funkcjami mierzalnymi. Piszemy f = g jesli zbior

{z]f(x) # g(x)}
jest miary zero i méwimy, ze f i g sa réwne prawie wszedzie. Podobnie dla E € F powiemy, ze f
i g sa rowne prawie wszedzie na E jesli zbior
{z]f(2) #g(x)} NE
jest miary zero. Zazwyczaj piszemy wowczas “f = g na E”.

O Moze by¢ réwniez tak, ze f jest funkcja mierzalng, a zbior A = {z € Q| f(z) =g(z)}
jest mierzalny i ma miare zero. Mozna zapytaé, czy g jest wowczas mierzalna. W przypadkach,
ktore najczesciej rozwazamy (w szczegdélnosci w przypadku miary Lebesgue’a na RY) podzbiory
zbioréw miary zero sg mierzalne. Wowczas tatwo mozemy wykazaé, ze istornie, jesli funkcja f jest
mierzalna, a funkcja g jest taka, ze f=g, to g jest mierzalna. Dla dowolnego ¢ € R

{z € Qlg(z) >t} = ({meﬂ‘g(m) >t}ﬁAC)U({x€Q‘g(a@) >t} N A)
= ({xEQ‘g(x) >t}ﬂAC)U({xEQ‘f(x) >t} NA).

Pierwszy z zbioré6w po prawej stronie jest mierzalny, bo f jest mierzalna i A € F, a dugi jest
podzbiorem zbioru miary zero.

Stwierdzenie 11. Niech f =g na E ig € L(u)p. Wowczas f € L(u)g i

!fw:ZQW~

Twierdzenie 12. Niech f € L(u)g. Wiwczas

’E/fdu

Dowdd. Dzielimy E na roztaczne podzbiory A = {x € E‘f(ac) > 0} iB= {x € E‘f(x) < O}.
Poniewaz na B funkcja f jest ujemna, mamy [ fdu <0, a wiec

B
[ran=[sans [raus [sau— [ sau= [1n1au+ [151au= [ 17140
E A B A B A B E

(skorzystalismy z addytywnosci odwzorowan A — [ fdu i A — [|f|dp wzgledem zbiru A).
A A
Podobnie

- [tdu= [odut [ ndus - [pant [ odu= [1n1anr [ 1f1dn= [171n
E A B E

A B A B
Stad mamy (18.4). O

< [171dn (18.4)
E

Stwierdzenie 13. Niech [ bedzie mierzalna i niech g € L(u). Zatdzimy, ze |f| < g. Wowczas

fe L.
Dowdd. Mamy [+, f~ < g€ L(u). O

Twierdzenie 14 (Twierdzenie Lebesgue’a o zbieznosci monotonicznej). Niech (fn)nen bedzie
monotonicznie rosngcym ciggiem nieujemnych funkcji mierzalnych. Niech

fa) = T fa(2).

E/fndumE/fdu

Wowezas dla E € F



Dowdd. Istnieje a € [0, 4+00] taka, ze
/fn dp —— «
n—0oo
B

(bo ciag jest monotoniczny), a poniewaz f, < f dla wszystkich n, mamy

ozSE/fdu.

Niech 0 < s < f bedzie funkcjg prosta. Dla 0 < ¢ < 1 definiujemy
E,={z € E|fa(z) > cs(x)}.

o0
Oczywiscie E,, C E, 11 dla wszystkichni E= |J E,.

n=1

/fnduz/fndu2c/sdu (18.5)
E E,

n

Mamy takze

dla wszystkich n. Pamietamy, ze B — [ sdu jest przeliczalnie addytywna funkcja zbioru, wiec
B

c/sdu—w:/sdu

E, E
(to byto na samym poczatku wykladow o funkcjach zbioru). Przechodzac go granicy n — oo w
(18.5) otrzymujemy wiec
a>c / sdu,

E
aZ/sd,u.
E

a> | fdu.

co przy dowolnosci ¢ < 1 daje

7 definicji calki mamy wowczas

=

Twierdzenie 15. Niech f,g € L(u)g. Wowcezas f+g € L(1)E i

/(f+g)du:/fdu+/gdu-
E

E E

Dowdd. Jesli f i g sa nieujemne, to wybieramy monotonicznie roznace ciagi funkcji prostych
8! Ynen 1 (8”)nen zbiezne punktowo do f i g i ktadziemy s, = s/, + s”. Jest jasne, ze
n/ne n/ne g Yy n n J

/sn d,u:/s;l dqu/sZ du (18.6)

E E E
i na mocy twierdzenia o zbiezno$ci monotonicznej mamy

/(f+9)du:/fdu+/gdu

E E
(i f+ g€ L(p) bo wszystkie funkcje sa nieujemne).



Zalozmy teraz, ze f > 0ig < 0 i niech B, = {:v € E‘f(a:)Jrg(:c) 20} i B = {ac €
E‘f(x) +g(x) < 0}. Woéwcezas na F, funkcje f, —g i f 4 ¢ sa nieujemne i na mocy tego co juz
udowodniliémy, mamy

fdu= [ (f+g+(=9)du= [ (f+g)du+ [(-g)du= [ (f+g)dp— [ gdu. (18.7)
o] Joose feons [uron- ]
Z kolei na E_ nieujemne sg funkcje f, —g i —(f + ¢). Zatem

—/gdu=/(—g)du=/(—(f+g)+f)du=/(—(f+g))du+/fdu- (18.8)

W szczegblnosci, poniewaz catki z f i g sa skonczone,

/(f+g)+dﬂz/(f+9)dﬂz/fdu+/gdu<+oo

E By Ey Ey

Juraran=[(raydn=— [san- [ gau<+o
E

E_ Ey Ey
Oznacza to, ze f+¢g € L(u)g. W takim razie mozemy natychmiast z (18.7) i (18.8) wywnioskowaé
(18.6).
Podobnie radzimy sobie z przypadkami f < 0 < g1i f,g < 0. W sytuacji dowolnych f i g
rozbijamy F na sume czterech roztacznych zbioréw, na ktorych f i g maja staly znak. O

O Zauwazmy, ze argument na poczatku powyzszego dowodu pokazuje, ze

/(f+g)du=/fdu+/gdu (18.9)
E E E
dla dowolnych (czyli niekoniecznie catkowalnych) nieujemnych funkeji f i g.

Whiosek 16. Niech (fn)nen bedzie ciggiem mierzalnych funkcji nieujemnych i niech

f@) =" falx).
n=1

Wowczas

[rau=" [ suan
E

n=1 E
Dowdd. Dla sum cze$ciowych mamy réwnosé
N N
[ tudu=3" [ gudn
E n=1 n:lE
na mocy twierdzenia 15. Dalej stosujemy twierdzenie o zbieznosci monotoniczne;j. O

Twierdzenie 17 (Lemat Fatou). Niech (f,)nen bedzie ciggiem niewjemnych funkcji mierzalnych
1 niech
f(z) = liminf f,(z)
dla wszystkich x € Q. Wowczas dla kazdego E € F mamy
/fdu < liminf/fn du.
n—oo
E

E



Dowdd. Dla n € N niech
gule) = i fou(a)
Woweczas dla kazdego n funkcja g, jest mierzalna i g, < g,+1. Ponadto f(z) = lim g,(z), wiec

na mocy twierdzenia o zbieznosci monotonicznej

/gndﬂm/fd:uﬂ
E

E
a skoro g, (z) < fn(z) dla wszystkich z, mamy

lim gn dp = lim inf/gn dp < lim inf/fn d.
E

n—oo

E E
U

O Niech (Q,F,u) = ([R,Em()\), )\) i niech f,, = X[n,nt1)- Wowczas w lemacie Fatou mamy ostra
nier6wnosé (doktadniej 0 < 1).

Twierdzenie 18 (Twierdzenie Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowanej). Niech (fy,)nen bedzie
ciggiem funkcji mierzalnych zbieznych punktowo do funkcji f. Niech g € L(u)g bedzie taka, zZe
| fn(2)| < g(x) dla wszystkich x € E. Wowczas f € L(1)E

/fdu— lim /fndu

Dowdd. Na poczatek zajmijmy sie catkowalnoscia f. Niech
Ey={z € E|f(z) >0}, E_={z€E|f(x)<0}.
Poniewaz f, + g > 0, korzystajac z lematu Fatou mamy

[saus [adu= [+ 9 dn= [tmint(s, +g)du
Ey

E+ E+ E+

(18.10)
<hmmf/(fn+g)d,ufhm1nf/fndu+/gdu
Ey Ey

W pierwszej rownosci wykorzystalismy fakt, ze (18.9) zachodzi dla dowolnych funkcji nieujemnych,
a w trzeciej to, ze funkcje (fn)nen sa caltkowalne i twierdzenie 15.

Zatem mamy
[rrau= [ tan<iimint [ fodu< [gdu< [gdn<os.
E E, E, By B

Podobnie, skoro —f, + g > 0, mamy

[enans [gau= [r+gan= [tmint—s,+g)dn

n— 00
E_ E_ E_ E_

§liminf/(ffn+g)dp:liminf/(ffn)du+/gdu

n—oo

(18.11)

i otrzymujemy

/f‘du= /(—f)duﬁlznigf/(—fn)dué /gdué/gdu<00-

E_ E_ E

Zatem f jest calkowalna. Teraz stosujac rachunek (18.10) z E zamiast F, dostajemy

/fdp<hm1nf/fndu,
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a z rachunku (18.11) otrzymujemy

—/fdu < liminf<—/fndu).
n—oo
E E

Ta ostatnia nier6wnosé jest réwnowazna

fdp >lim sup/fn du.
E

n—oo

co koriczy dowod. O

Calka Lebesgue’a i calka Riemanna.
O W tej czesci bedziemy rozwazaé przestrzen z miarg ([a,b], D, \), gdzie M jest o-cialem
podzbioréw [a, b] mierzalnych w sensie Lebesgue’a, a A jest (jednowymiarowa) miara Lebesgue’a.

Tradycyjnie piszemy
b b b
/fdx ,/f(x)dx lub /fd)\

zamiast

O Na odcinku [a, b] mozemy tez rozwazaé catke Riemanna, ktora bedziemy oznaczaé

R/b f(z)dx

dla funkcji f calkowalnych w sensie Riemanna, czyli takich, dla ktérych calka gérna

b

/fdm

a

b
/}dx

Twierdzenie 19. Niech f bedzie funkcjg ograniczong na [a,bl.
(1) Jesli f € R, to f jest mierzalna, f € L(m)[qy)

Rfﬂ@mzjfw.

(2) f €R wtedy i tylko wtedy, gdy f jest cigglta prawie wszedzie na |a,b].

i calka dolna

sg rOwne.

Dowdd. Calka gorna funkcji f jest infimum sum goérnych, a catka dolna jest supremum sum dolnych
po wszystkich podziatach odcinka [a,b]. Nietrudno wykazac, ze istnieje ciag podzialow (my)ren
odcinka [a, b] taki, ze

e podzial w1 jest drobniejszy niz my,

b b
/f dr = leHQlog(Wk,f), /f dr = klingoﬁ(wk,f) (18.12)
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Przypomnijmy, ze jesli mp = {a = xg < 21 < -+ < @y, = b}, to z definicji

N

S(mp, f) =D (@i — i) M;,
i=1

S(mp, ) =D (@i —wi1)m,
i=1

gdzie
M; = SUP{f(ﬂf)‘ﬂCifl <z< xi}»
m; = inf{ f(z)|z;—1 <z < 2}

Definiujemy ciagi (Ug)ren 1 (Lk)ren funkeji prostych na [a, b]:

Ng
Uk} = f(a)X{a} + Z Mix]il?j_l,x]‘])

j=1
ng
Ly = f(a)X{a} + ZmiX]wj,l,a:j]'
j=1
Wowczas
b b
?(ﬂ'k,f) = /Uk dA, ﬁ(ﬂ'k,f) = /Lk dA, (18.13)
a ponadto

o Lj < Ly < f dla wszystkich k,
o Uy > Uky1 > f dla wszystkich k
(poniewaz w41 jest drobniejszy niz 7y, tzn. mp C mg41). Dla € [a, b] niech

U(z) = khl& Uk(z), L(z)= klirrgo Ly (z).

wowezas U 1 L sa funkcjami mierzalnymi na [a,b] i L < f < U. Dodatkowo, z (18.12), (18.13) i
twierdzenia o zbieznosci monotonicznej' wynika, ze

b b b b
/ﬁhz/U&, /}mz/Lw.

a a a a

b b
Funkcja f jest calkowalna w sensie Riemanna wtedy i tylko wtedy, gdy [fdz = [ f dz, czyli

b b
/UM:/LM,
a a

a poniewaz L < U, réwnosé¢ te mamy wtedy i tylko wtedy, gdy L = U prawie wszedzie. Oznacza
to w szczegolnosci, ze L = f = U prawie wszedzie, a wiec f jest mierzalna i calka Riemanna z f
jest rowna calce Lebesgue’a z f.

o0

Niech z € [a,b] i niech z & |J Pr. Wtedy U(z) = L(z) oznacza, ze f jest ciggla w punkcie
k=1

o0
x. Poniewaz zbior |J Py jest miary zero (bo jest przeliczalny), widzimy, ze U = L wtedy i tylko

k=1
wtedy, gdy f jest ciagla prawie wszedzie. O

'Trzeba zastosowaé twierdzenie o zbiezno$ci monotonicznej do ciagéw (Lr — L1)gen 1 (U1 — Un)nen-



