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PRZESTRZENIE BANACHA PRZESTRZENIE FUNKCJI CIAGLYCH

@ Niech X bedzie przestrzenia zwarta.

@ Wowczas zbior C(X) wszystkich ciaglych funkcji X — C jest przestrzenia
Banacha z norma

[ flleo = i‘é;?'f("”’ J e C(X).

@ Teraz niech X bedzie przestrzenia lokalnie zwarta, tj. taka, ze kazdy punkt
x € X ma otoczenie U o zwartym domknieciu.

@ Woéwezas dla f € C(X) moze by¢ | f|. = +0o0, ale norma ma skonczone
wartosci na zbiorze C,(X) funkcji ciagltych i ograniczonych na X.

e C,(X) jest przestrzenia Banacha z norma | - ||o.-
@ Niech Cy(X) oznacza zbior f € C(X) takich, ze dla dowolnej liczby v > O zbidr

{xeX‘|f(x)| >u}

jest zwarty. Jest jasne, ze Co(X) jest podzbiorem C,(X) i nietrudno sie
przekonac, ze jest to podprzestrzen wektorowa.
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PRZESTRZENIE BANACHA PRZESTRZENIE FUNKCJI CIAGLYCH

STWIERDZENIE
Co(X) jest domknieta podprzestrzenia C,(X).

DowOD

Niech (fn)nen bedzie ciegiem elementow Cp(X) zbieznym jednostajnie do f.
Wowcezas oczywiscie | jest ciagla a ponadto warunek

Ve>0 IN.eN Vn=N, |fo—Slo<e

pociaga za sobg fakt, ze dla dowolnej liczby v > O oraz x takiego, ze | f(x)| > v
mamy

[y (0] = GO = |00 = fivy (0] = v = | () — i

%(X)|>V_%:

a wiec {x € X’ | f(x)] = V} c {x € X‘ \fN% (x)| = %} Wynika stad, ze dla dowolnej
liczby v > O zbiér {x € X‘ | f(x)] = u} jest zwarty. O
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PRZESTRZENIE BANACHA PRZESTRZENIE FUNKCJI CIAGLYCH

@ Przestrzen Co(X) nazywany przestrzenia funkcji ciagltych znikajacych w
nieskonczonosci na X.

@ Czasami na oznaczenie Co(X) stosowana jest rowniez notacja Cy(X).
e W przypadku gdy przestrzen X jest dyskretna, piszemy c,(X) i co(X) zamiast
Cp(X) 1 Co(X), aw przypadku X = N po prostu ¢, (lub ¢) i cgp.
e Jesli X ma skonczenie wiele punktow, to C(X) = C,(X) = Co(X) jest
izomorficzna z przestrzenia CcXlz norma
A1
= max |Ai-

)‘|X| 0
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PRZESTRZENIE BANACHA PRZESTRZENIE Lp

e Niech (2, 1) bedzie przestrzenia z miara i ustalmy p € [1, +o].
@ Dla mierzalnej funkcji f: 2 — C definiujemy

Il = ( | Iflpdu)p
Q

i Kladziemy .%,(, p) = {f || flp < +o0} oraz A4 = { f|| fllp = O}.
@ Nietrudno sprawdzi¢, ze dla dowolnej mierzalnej funkcji f i A € C mamy

M lp = MS -
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LEMAT

Mamy ./ = { f|f = 0}.

DowoOD

Jesli § | f|Pdp = 0O, to dla kazdego n € N zbior
)

Ap = {er“f(x)‘p>%}

jest miary zero (w przeciwnym razie § | f|P dp > % 1(An) > 0 dla pewnego n). Stad
Q

()0

n=1

i w konsekwencji | f|P = O poza zbiorem miary zero. To oczywiScie oznacza, ze
Sf=0. O
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TWIERDZENIE (NIEROWNOSC MINKOWSKIEGO)

Niech (2, u) bedzie przestrzenia z miara i niech f i g beda funkcjami mierzalnymi
) — C. Wowcezas

|f +glp <[ flp + I9lp- (*)

DowOD

Jesli | f|p = +oo0 lub |g|p = +00, to nieréwnos¢ (x) jest spetniona. Z drugiej strony,
jesli | f|p = O to f =0, a wiec f + g =g i mamy

|.f +9glp = lglp = [0l + glp = [ £]p + gl

czyli (x) zachodzi réwniez w tym przypadku. Podobnie jest gdy |g|, = O.

Udowodnimy teraz (x) w przypadku O < | f|p,llglp < +oo. Wykorzystamy w tym
celu wypuktosé funkeji t — tP na [0, +oo|.
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TWIERDZENIE (NIEROWNOSC MINKOWSKIEGO)

Niech (2, u) bedzie przestrzenia z miara i niech f i g beda funkcjami mierzalnymi
) — C. Wowcezas

|f +glp <[ flp + I9lp- (*)

DowoOD

Obliczamy

|If+dlp _ ’ f N g
Iflp +llglly (1o +llgllp 1Sl + lglp
B TP R X (N S 8
I lp +lglp | flp — ISFlp + lglp lglp | fllp lglp
) _ gl _
gdzie o = 7y {5 @ B = [y, igr,- Mamy o, f > Ooraz o+ f = 1.
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TWIERDZENIE (NIEROWNOSC MINKOWSKIEGO)

Niech (2, u) bedzie przestrzenia z miara i niech f i g beda funkcjami mierzalnymi
) — C. Wowcezas

If +glp < |flp + lglp- (%)
If + gl F g . 1 1
] ‘ AT maflp + 01Ty
Q

- P ’ |S] gl \P p
“Tls * Tl an)" < ([ (ol + 5185 an)
I ala? Y g, )P _ (@ p ,
g(i(afboJrBIZﬁ)d“) _<Hf”§i|f|pdu+’g‘§ig|pdu>

71y + lly ~
Q
(s« Llolg)” - o b -1,
AT

co konczy dowod. .
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WNIOSKI

Q Z,(Q, 1) jest przestrzenia wektorowa,

@ ./ jest podprzestrzenia przestrzeni .Z,(€2, u).

DEFINICJA

Przestrzen L,(12, 1) jest to przestrzen ilorazowa .Z,(Q,v)/ A4 .

e Elementami L, (€2, 1) sa klasy funkcji wzgledem relacji rownosci prawie
wszedzie.

e Mimo to, dla f € Z,(Q, 1) zamiast f + .4 € L,(Q2, 1) piszemy zwykle f € L,(2, i).
Moze to prowadzi¢ do niescistosci, ale zazwyczaj dbamy, aby uznajac funkcje
S za element przestrzeni L,(Q2) nie wykonywac na niej zadnych operacji, ktore
zalezalyby of f a nie od klasy f wzgledem relacji réwnosci prawie wszedzie.

@ Funkcja L,(Q, 1) 3 f — | f|p € [0, +[ jest norma.
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TWIERDZENIE

Przestrzen L,({2, x) z norma | - |, jest przestrzenia Banacha.

DowOD

Niech (fn)nen bedzie ciagiem Cauchy’ego w L,(€2, 1) i wybierzmy z niego podciag

Choose (fn)jen taki, ze

anj+1 _fnij < %7 jE N.

k 0
Dalej niech gk = 3, [y, —Ju| 0raz g = 33 Lf,, —fi| = lim g
Jj=

j=1
Z nieréwnosci Minkowskiego wynika, ze |gi|p, < 1 dla wszystkich k, a ponadto

lotf = | lg1? ds = [ i |gip” dp < imint [ lgilP e < 1
k—o k—
Q Q Q

na mocy lematu Fatou.
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TWIERDZENIE

Przestrzen L,({2, x) z norma | - |, jest przestrzenia Banacha.

DowOD

W szczegdlnosci [g(x)| < +oo dla prawie wszystkich x € , a w konsekwencji dla
prawie wszystkich x szereg

3y () Sy ()
J=1

Jest zbiezny. Zbiezny jest zatem takze szereg
Q0
S () + 2 (g () = (X))
Jj=1

co oznacza, ze ciag (fy (x))jEN jest zbiezny dla prawie wszystkich x. Innymi stowy
ciag (fn)jen jest zbiezny punktowo prawie wszedzie na €.
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TWIERDZENIE

Przestrzen L,({2, x) z norma | - |, jest przestrzenia Banacha.

Oznaczmy (prawie wszedzie zdefiniowana) granice ciagu ( fnj) jen Symbolem f i
rozszerzmy [ do funkcji mierzalnej na catym zbiorze 2. Pokazemy, ze f definiuje
element L,(12, 1) oraz ze fj ﬁ’f w L,(2, ).

Skoro

Ve>0 IN.eN Vmn=N, |fa—Sulp<e

korzystajac ponownie z lematu Fatou, mozemy oszacowac | fn — f|p:

| fr *f”? = J]im |fn *fnj|p dp < liminff | fn *fnj|p dp = liminf | f *fnjHE <éP
Jj—o Jj—o J—0
Q Q

jesli tylko n > N.. W szczegolnosci f —fn € L,(Q, 1), a wiec f = fo+ (f—fn) € Ly(Q, p).
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TWIERDZENIE

Przestrzen L,({2, x) z norma | - |, jest przestrzenia Banacha.

DowOD

Skoro f € L,(2, 1), oszacowanie

lfn=Sflp <e, nz= N
pokazuje, ze f, — f = 0w Ly(S,p). O

UWAGA

Warto zapamieta¢ wykazany przez nas w powyzszym dowodzie fakt, ze
dla p € [1, +oo| kazdy ciag zbiezny w L,(€2, 1) ma podciag zbiezny
punktowo prawie wszedzie.



PRZESTRZENIE BANACHA PRZESTRZENIE Lp

e Dla mierzalnej f: Q — C definiujemy

|fllec = esssup | f| = inf sup|f(x)].

(2\2)=0

e Zauwazmy, ze { f || fl|e =0} = {f|f =0} =4
@ Ponadto |f + glw < | fleo + [gleo dla dowolnych 1 g1 [Af]o = [Al] S dla
wszystkich f oraz A e C

e Kiadziemy % (2, 1) = {f || flw < +o0} i definiujemy

Loo(Qvﬂ) = Z@(Qv /’L)/‘/V

FAKT

Lo (€2, ) z norma || - | jest przestrzenia Banacha.
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PRZESTRZENIE BANACHA PRZESTRZENIE Lp

@ Niech I bedzie dowolnym zbiorem.
@ Rozwazajac na I miare liczaca i, mozemy utworzy¢ przestrzenie L, (I, ;1)
(pe[1,+x]). W tej sytuacji przestrzen te oznaczamy symbolem /p(1).
e Gdy I jest zbiorem d elementowym, przestrzen £p(I) jest izomorficzna z C% z
norma
A

(£ |Ai|p); pe (Lol

Ad max; |)\1‘ p =+
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PRZESTRZENIE BANACHA PRZESTRZENIE Lp

TWIERDZENIE (NIEROWNOSC HOLDERA)

Niech (Q, 1) bedzie przestrzenia z miara i niech f i g beda mierzalnymi funkcjami
2 - C. Niech p,q e [1,+wx] beda takie, ze 119 + é = 1. Wowczas

Ifglly < [ flplgle:

(Dowod — na éwiczeniach.)

WNIOSEK

Niech (2, 1) bedzie taka przestrzenia z miara, ze u(f2) < +o00. Wowczas jesli
p.q € [1,+x] spetniaja p > q, to L,(Q, p) < L, (2, ).




PRZESTRZENIE BANACHA PRZESTRZENIE Lp

DOwWOD WNIOSKU

Musimy wykazaé¢, ze jesli | f|, < +0, to takze | f|q < +o0. Niech 1o oznacza
funkcje stala réwna 1 na Q. Zauwazmy, ze 1g € L.(Q, ) dla wszystkich r.
Niech p’ = p%q iq = %. Liczby p' i ¢ spemiaja 11% + é = 1, a wiec na mocy
nierownosci Héldera mamy

1713 = LA19); = [1al A1), < = [Lal 2, 1717 = w5 115 < +eo.

O
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PRZESTRZENIE BANACHA PRZESTRZENIE Lp

iech XiY beda przestrzeniami z norma i niech T: X — Y bedzie odwzorowaniem
liniowym. Wowczas nastepujace warunki sa rownowazne:

@ odwzorowanie T jest ciagle,
© odwzorowanie T jest ciagle w O,

© mamy sup ||Tx| < +oo.
x| =1

DEFINICJA

Odwzorowanie liniowe T: X — Y spekiajace powyzsze warunki nazywamy
ograniczonym. Zbior wszystkich ograniczonych operatoréow X — Y oznaczamy
symbolem B(X,Y), a w przypadku Y = X piszemy B(X).




PRZESTRZENIE BANACHA PRZESTRZENIE Lp

e Funkcja
|- BX,Y) s T — |T| = sup |Tx| € [0, +o0f

[x[=1
jest norma.

e Ponadto jesli Y jest zupelna, to przestrzen B(X,Y) z norma | - | jest
przestrzenia Banacha.

@ Gdy Y = C, przestrzen B(X,Y) oznaczamy symbolem X* i nazywamy
pPrzestrzenia sprzezona do X.

e Z twierdzenia Hahna-Banacha wynika, ze odwzorowanie «: X — X** zadane
wzorem

K(X)(9) = d(x),  xeX, gpeX

jest izometria. Obraz x moze by¢ wlasciwa podprzestrzenia X**.
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