METODY PRZESTRZENI HILBERTA — WYKLAD 2
WYDZIAL F1zyKl UW

Piotr M. Sottan

Katedra Metod Matematycznych Fizyki

Semestr letni 2024 /2025

P.M. SotTaN (KMMF) MHS



DEFINICJA

Niech V bedzie przestrzenia wektorowa nad C. Forma péltoraliniowa na V
nazywamy odwzorowanie F: V x V takie, ze

@ dla kazdego v € V odwzorowanie V 5 w — F(v, w) € C jest liniowe,

© dla kazdego w € V odwzorowanie V 3 v — F(v, w) € C jest antyliniowe.
Forma péttoraliniowa F na V jest

© hermitowska, jesli F(w, v) = F(v, w) dla wszystkich v,w eV,

© dodatnia, jesli F(v,v) > 0 dla wszystkich ve V,

© Scisle dodatnia, jesli F(v, v) > 0 dla wszystkich v € V\{0}.
Iloczynem skalarnym na V nazywamy Scisle dodatnia forme poéttoraliniowa na
V. Zazwyczaj oznaczamy ja symbolem (-|-).
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PRZESTRZENIE HILBERTA ILOCZYN SKALARNY

STWIERDZENIE (TOZSAMOSC POLARYZACYJNA)

Niech F bedzie forma poéttoraliniowa na V. Wéwcezas
3
F(v,w) = ; Y i*F(w +i*v, w + i*v), v,we V.
le=0

DowoD

Mamy

Il

Flw+v,w+v
iF(w +iv, w + iv

F(w,w) + F(w,v) + F(v, w) + F(v, v),

= iF(w, w) — F(w,v) + F(v,w) + iF (v, v),
—F(w,w) + F(w, v) + F(v,w) — F(v,v),
= —iF(w, w) — F(w,v) + F(v,w) — iF (v, v).

I

—F(w—-v,w—-v

~— ~— ~— ~—

—iF(w — iv,w —iv
Dodajac stronami powyzsze rownosci otrzymujemy . i*F(w + iv, w + i*v) = 4F(v,w). [
k=0



PRZESTRZENIE HILBERTA ILOCZYN SKALARNY

PRZYKLADY INNYCH FORM TOZSAMOSCI POLARYZACYJNEJ

3
Q@ F(v,w) =1 > i *F(v+ifw,v +ifw),
k=0
Q F(v,w) = {zF(w+ zv,w + zv) du(z), gdzie ;1 jest borelowska miara
T

probabilistyczna na T taka, ze {zdu(z) = § 22 du(z) = 0.
T T

Funkcja z — F(w + zv, w + zv) jest ciagla, a wiec catka w punkcie @ ma sens.
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STWIERDZENIE

Niech V bedzie przestrzenia wektorowa nad C i niech F bedzie forma
pottoraliniowa na V. Wtedy

@ jesli F jest scisle dodatnia, to F jest dodatnia,

© jesli F jest dodatnia, to F jest hermitowska.

DOwWOD PUNKTU 2

Na mocy tozsamosci polaryzacyjnej dla dowolnych v, w € V mamy

B

Z i"*F(w + ikv, w + ikv)

3
—%Z ikF(w + ikv, w + ikv) =
k=0 k=0

3
Z i*F(w + i, w + i*v) = F(w, v).
k=0

|
IS



STWIERDZENIE (NIEROWNOSC SCHWARZA)

Niech V bedzie przestrzenia wektorowa nad C i niech F bedzie dodatnia forma
pottoraliniowa na V. Wtedy

|F(v, w)| < F(v, v)2 F(w, w)?.

Rozwazmy funkcje f: R 5 t — F(v+ tw, v + tw). Funkcja ta przyjmuje wylacznie
nieujemne wartosci, a ponadto

f(t) = F(w, w)t? + 2Re F(v, w)t + F(v, v),
a wiec A = 4(Re F(v, w))2 — 4F(w, w)F(v,v) < 0, czyli

(ReF(v, w))2 < F(w, w)F(v,v).
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STWIERDZENIE (NIEROWNOSC SCHWARZA)

Niech V bedzie przestrzenia wektorowa nad C i niech F bedzie dodatnia forma
pottoraliniowa na V. Wtedy

|F(v, w)| < F(v, v)2 F(w, w)?.

Nieré6wnos$¢ ta zachodzi dla wszystkich vi w, a wiec takze dla par postaci (e’v, w),

gdzie 0 jest tak dobrana, ze e F(v, w) > 0. Mamy wtedy

(e “F(v,w))? = (Re F(e¥v, w))?

|F(v, w)]2 =
< F(w, w)F(ev, ev) = F(w, w)F(v, v).



PRZESTRZENIE HILBERTA ILOCZYN SKALARNY

WNIOSKI

Niech V bedzie przestrzenia wektorowa z iloczynem skalarnym. Woéwczas
Q@ funkcja Vs v |v| =+/{v|v) € [0, +x0[ jest norma,
@ jesli v, w e V spetiaja [(v|w)| = |v]|w

, to sa proporcjonalne,

© iloczyn skalarny jest ciagly wzgledem metryki wyznaczonej przez norme i
jednostajnie ciagly na zbiorach ograniczonych,

Q dla dowolnego v e V mamy |v| = sup [(w|v)|,
fw]=1

@ jesli v; i vy spelniaja (w|v;) = (w|ve) dla wszystkich we V, to v; = vs.
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PRZESTRZENIE HILBERTA ILOCZYN SKALARNY

DowoOD

Ad @. Jest jasne, ze |av|? = (av|av) = |a?v|v) = |a|?||v|? dla wszystkich ve V i
« € C. Dalej, na mocy nieréwnosci Schwarza

v+ wH2 = v+ w|v+ w) = (v|v) + (V|w) + (w|v) + (w|w)
= [v]?® + 2Re (v|w) + |w|? < [v]* + 2|V w)| + |w]?
2
< v)? + 2|v)|w] + [w]? = (Jv] + |w])~.

Ad @. Niech [(v|w)| = |v]|w]|. Tak jak w dowodzie nieré6wnosci Schwarza, mozemy
wybrac 6 tak, aby {e'v|w) = [(v|w)|. Wtedy wyréznik wielomianu

<ewv + twlev + tw> = (w|w)t? + 2[(v|w)t + (v|v) = |w|?t* + 2[Kv|w)|t + [v]?

jest rowny zero.
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PRZESTRZENIE HILBERTA ILOCZYN SKALARNY

DowoOD

Ad @. Tak wiec istnieje to € R takie, ze (v + tow|ev + tow) = 0, czyli e’v+tow =
0, a wiec v i w sa proporcjonalne.

Ad @. Jesliv, —— viw, —— w, to
n—oo n—oo

< Kvn|wn) — (vn|w)| + [{vn|w) — (v|w)]
< [(vn|wn — W] + [{vn — v|wW)|
< [onll[wn = w] + v, = vf|w] ——0

’<Un‘wn> - <U‘w>’

poniewaz ciag (|| vn||)nGN jest ograniczony. Powyzszy wzor pokazuje rowniez, ze
iloczyn skalarny jest jednostajnie ciagly na ograniczonych podzbiorach V x V.
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PRZESTRZENIE HILBERTA ILOCZYN SKALARNY

DowoOD

Ad @. Wzor |[v| = sup |(w|v)|jest oczywisty dla v = 0. Jesli v # 0, to z nier6wnosci
[w]=1
Schwarza wnioskujemy, ze

sup [(w|v)| < sup [wlfv] = [l
|w|=1 w|=1
a z drugiej strony, biorac w = m otrzymujemy
2
Kwlvy] = fpcvlvy = rlvl? = .

Ad @. Rozwazmy v = v; — v;. Wowczas dla dowolnego w € V mamy (w|v) =
(w|v;) — (w|ve) = 0, a wiec ||v| = 0 na mocy punktu @. O
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STWIERDZENIE (REGULA ROWNOLEGLOBOKU)

Niech V bedzie przestrzenia wektorowa z iloczynem skalarnym. Wéwczas dla
dowolnych v, w e V mamy [v+ w|? + [v— w|? = 2(|v]? + |w|?).

v+ w|? + v —w|? = W+ wlv+ w) + (v - w|lv— w)
= ((v|v) + (VW) + (W|v) + (wlw)) + ((v]v) — (VIw) — (w|v) + (w|w))
= 2{v|v) + 2{w|w).

O]

UWAGA

Niech V bedzie przestrzenia z norma, w ktorej

2 2 2 2
[+ w® + v - w|* = 2(Jv]* + [w]*).

zachodzi dla wszystkich v i w. Woéwczas istnieje iloczyn skalarny na V taki, ze
[v]| = 4/{v|v) dla wszystkich v e V.



PRZESTRZENIE HILBERTA ILOCZYN SKALARNY

@ Niech V bedzie przestrzenia z iloczynem skalarnym.

@ Dalej niech (vn)ner bedzie ukladem liniowo niezaleznym (przy czym
I={1,...,N}lubI=N).
@ Indukcyjnie definiujemy ciagi (Yn)ner 1 (€n)ner W nastepujacy sposob:
° ylzvlielzug—i”,
k-1
° Y =ux— ) {efveie =l dap>
i=1
@ Otrzymane uklady (yn)ner i (én)ner speniaja
o ukiad (yn)nes jest liniowo niezalezny,
o uklad (en)ner jest ortonormalny,
e span{v, | ne I} = span{y,|ne I} = span{e,|ne I}.
@ Operacje przejscia od ukladu (vn)ner do (Yn)ner nazywamy ortogonalizacja, a
od (Un)ner do (en)ner — ortonormalizacja Grama-Schmidta.
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DEFINICJA

Przestrzenia Hilberta nazywamy przestrzen z iloczynem skalarnym, ktora jest
zupelna wzgledem metryki wyznaczonej przez norme zdefiniowana przez iloczyn
skalarny.

PRZYKLAD

Kazda skonczenie wymiarowa przestrzen z iloczynem skalarnym jest przestrzenia
Hilberta.

PRZYKLAD

Niech V bedzie przestrzenia z iloczynem skalarnym i niech .7 bedzie
uzupehieniem przestrzeni metrycznej (V, d), gdzie d(v, w) = ||[v — w| (norma
zdefiniowana przez iloczyn skalarny). Operacje algebraiczne, norma i iloczyn
skalarny rozszerzaja sie jednoznacznie na cala przestrzen .7, ktora wraz z tymi
operacjami jest przestrzenia Hilberta.




PRZYKLAD

Niech (€2, 1) bedzie przestrzenia z miara. Dzigki nierownosci Héldera wiemy, ze
dla dowolnych ¢, € Lo(Q, 1) catka

JW du

Q
jest dobrze zdefiniowana i nietrudno sie przekonac, ze (¢, ) — {(p|) = (P du
Q

jest iloczynem skalarnym na Ly (2, ). Co wiecej, mamy |¢[s = 1/{¢|p) dla
wszystkich ¢ € Ly(2, n). W szczegolnosci Ly (€2, i) jest przestrzenia Hilberta.
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