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PRZESTRZENIE HILBERTA ILOCZYN SKALARNY

DEFINICJA

Niech V będzie przestrzenią wektorową nad C. Formą półtoraliniową na V
nazywamy odwzorowanie F : V ˆ V takie, że

1 dla każdego v P V odwzorowanie V Q w ÞÑ F pv,wq P C jest liniowe,
2 dla każdego w P V odwzorowanie V Q v ÞÑ F pv,wq P C jest antyliniowe.

Forma półtoraliniowa F na V jest
1 hermitowska, jeśli F pw, vq “ F pv,wq dla wszystkich v,w P V,
2 dodatnia, jeśli F pv, vq ě 0 dla wszystkich v P V,
3 ściśle dodatnia, jeśli F pv, vq ą 0 dla wszystkich v P Vzt0u.

Iloczynem skalarnym na V nazywamy ściśle dodatnią formę półtoraliniową na
V. Zazwyczaj oznaczamy ją symbolem x¨ ¨y.
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PRZESTRZENIE HILBERTA ILOCZYN SKALARNY

STWIERDZENIE (TOŻSAMOŚĆ POLARYZACYJNA)
Niech F będzie formą półtoraliniową na V. Wówczas

F pv,wq “ 1
4

3
ÿ

k“0

ikF pw ` ikv,w ` ikvq, v,w P V.

DOWÓD

Mamy

F pw ` v,w ` vq “ F pw,wq ` F pw, vq ` F pv,wq ` F pv, vq,

iF pw ` iv,w ` ivq “ iF pw,wq ´ F pw, vq ` F pv,wq ` iF pv, vq,

´F pw ´ v,w ´ vq “ ´F pw,wq ` F pw, vq ` F pv,wq ´ F pv, vq,

´iF pw ´ iv,w ´ ivq “ ´iF pw,wq ´ F pw, vq ` F pv,wq ´ iF pv, vq.

Dodając stronami powyższe równości otrzymujemy
3
ř

k“0
ikF pw ` ikv,w ` ikvq “ 4F pv,wq.
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PRZESTRZENIE HILBERTA ILOCZYN SKALARNY

PRZYKŁADY INNYCH FORM TOŻSAMOŚCI POLARYZACYJNEJ

1 F pv,wq “ 1
4

3
ř

k“0
i´kF pv ` ikw, v ` ikwq,

2 F pv,wq “
ş

T
z F pw ` zv,w ` zvq dµpzq, gdzie µ jest borelowską miarą

probabilistyczną na T taką, że
ş

T
z dµpzq “

ş

T
z2 dµpzq “ 0.

UWAGA

Funkcja z ÞÑ F pw ` zv,w ` zvq jest ciągła, a więc całka w punkcie 2 ma sens.
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PRZESTRZENIE HILBERTA ILOCZYN SKALARNY

STWIERDZENIE

Niech V będzie przestrzenią wektorową nad C i niech F będzie formą
półtoraliniową na V. Wtedy

1 jeśli F jest ściśle dodatnia, to F jest dodatnia,
2 jeśli F jest dodatnia, to F jest hermitowska.

DOWÓD PUNKTU 2

Na mocy tożsamości polaryzacyjnej dla dowolnych v,w P V mamy

F pv,wq “ 1
4

3
ÿ

k“0

ikF pw ` ikv,w ` ikvq “ 1
4

3
ÿ

k“0

i´kF pw ` ikv,w ` ikvq

“ 1
4

3
ÿ

k“0

i´kF pw ` ikv,w ` ikvq “ F pw, vq.
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PRZESTRZENIE HILBERTA ILOCZYN SKALARNY

STWIERDZENIE (NIERÓWNOŚĆ SCHWARZA)
Niech V będzie przestrzenią wektorową nad C i niech F będzie dodatnią formą
półtoraliniową na V. Wtedy

ˇ

ˇF pv,wq
ˇ

ˇ ď F pv, vq
1
2 F pw,wq

1
2 .

DOWÓD

Rozważmy funkcję f : R Q t ÞÑ F pv ` tw, v ` twq. Funkcja ta przyjmuje wyłącznie
nieujemne wartości, a ponadto

f ptq “ F pw,wqt2 ` 2ReF pv,wqt ` F pv, vq,

a wiec ∆ “ 4
`

ReF pv,wq
˘2

´ 4F pw,wqF pv, vq ď 0, czyli

`

ReF pv,wq
˘2

ď F pw,wqF pv, vq.
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PRZESTRZENIE HILBERTA ILOCZYN SKALARNY

STWIERDZENIE (NIERÓWNOŚĆ SCHWARZA)
Niech V będzie przestrzenią wektorową nad C i niech F będzie dodatnią formą
półtoraliniową na V. Wtedy

ˇ

ˇF pv,wq
ˇ

ˇ ď F pv, vq
1
2 F pw,wq

1
2 .

DOWÓD

Nierówność ta zachodzi dla wszystkich v i w, a więc także dla par postaci peiθv,wq,
gdzie θ jest tak dobrana, że e´iθF pv,wq ě 0. Mamy wtedy

ˇ

ˇF pv,wq
ˇ

ˇ

2
“

`

e´iθF pv,wq
˘2

“
`

ReF peiθv,wq
˘2

ď F pw,wqF peiθv, eiθvq “ F pw,wqF pv, vq.
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PRZESTRZENIE HILBERTA ILOCZYN SKALARNY

WNIOSKI

Niech V będzie przestrzenią wektorową z iloczynem skalarnym. Wówczas
1 funkcja V Q v ÞÑ }v} “

a

xv vy P r0,`8r jest normą,
2 jeśli v,w P V spełniają

ˇ

ˇxv wy
ˇ

ˇ “ }v}}w}, to są proporcjonalne,
3 iloczyn skalarny jest ciągły względem metryki wyznaczonej przez normę i

jednostajnie ciągły na zbiorach ograniczonych,
4 dla dowolnego v P V mamy }v} “ sup

}w}“1

ˇ

ˇxw vy
ˇ

ˇ,

5 jeśli v1 i v2 spełniają xw v1y “ xw v2y dla wszystkich w P V, to v1 “ v2.
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PRZESTRZENIE HILBERTA ILOCZYN SKALARNY

DOWÓD

Ad 1 . Jest jasne, że }αv}2 “ xαv αvy “ |α|2xv vy “ |α|2}v}2 dla wszystkich v P V i
α P C. Dalej, na mocy nierówności Schwarza

}v ` w}2 “ xv ` w v ` wy “ xv vy ` xv wy ` xw vy ` xw wy

“ }v}2 ` 2Re xv wy ` }w}2 ď }v}2 ` 2
ˇ

ˇxv wy
ˇ

ˇ ` }w}2

ď }v}2 ` 2}v}}w} ` }w}2 “
`

}v} ` }w}
˘2
.

Ad 2 . Niech
ˇ

ˇxv wy
ˇ

ˇ “ }v}}w}. Tak jak w dowodzie nierówności Schwarza, możemy
wybrać θ tak, aby

@

eiθv w
D

“
ˇ

ˇxv wy
ˇ

ˇ. Wtedy wyróżnik wielomianu
A

eiθv ` tw eiθv ` tw
E

“ xw wyt2 ` 2
ˇ

ˇxv wy
ˇ

ˇt ` xv vy “ }w}2t2 ` 2
ˇ

ˇxv wy
ˇ

ˇt ` }v}2

jest równy zero.
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PRZESTRZENIE HILBERTA ILOCZYN SKALARNY

DOWÓD

Ad 2 . Tak więc istnieje t0 P R takie, że
@

eiθv ` t0w eiθv ` t0w
D

“ 0, czyli eiθv`t0w “

0, a więc v i w są proporcjonalne.
Ad 3 . Jeśli vn ÝÝÝÑ

nÑ8
v i wn ÝÝÝÑ

nÑ8
w, to

ˇ

ˇxvn wny ´ xv wy
ˇ

ˇ ď
ˇ

ˇxvn wny ´ xvn wy
ˇ

ˇ `
ˇ

ˇxvn wy ´ xv wy
ˇ

ˇ

ď
ˇ

ˇxvn wn ´ wy
ˇ

ˇ `
ˇ

ˇxvn ´ v wy
ˇ

ˇ

ď }vn}}wn ´ w} ` }vn ´ v}}w} ÝÝÝÑ
nÑ8

0

ponieważ ciąg
`

}vn}
˘

nPN jest ograniczony. Powyższy wzór pokazuje również, że
iloczyn skalarny jest jednostajnie ciągły na ograniczonych podzbiorach V ˆ V.
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PRZESTRZENIE HILBERTA ILOCZYN SKALARNY

DOWÓD

Ad 4 . Wzór }v} “ sup
}w}“1

ˇ

ˇxw vy
ˇ

ˇ jest oczywisty dla v “ 0. Jeśli v ‰ 0, to z nierówności

Schwarza wnioskujemy, że

sup
}w}“1

ˇ

ˇxw vy
ˇ

ˇ ď sup
}w}“1

}w}}v} “ }v},

a z drugiej strony, biorąc w “ v
}v}

otrzymujemy

ˇ

ˇxw vy
ˇ

ˇ “ 1
}v}

xv vy “ 1
}v}

}v}2 “ }v}.

Ad 5 . Rozważmy v “ v1 ´ v2. Wówczas dla dowolnego w P V mamy xw vy “

xw v1y ´ xw v2y “ 0, a więc }v} “ 0 na mocy punktu 4 .
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PRZESTRZENIE HILBERTA ILOCZYN SKALARNY

STWIERDZENIE (REGUŁA RÓWNOLEGŁOBOKU)
Niech V będzie przestrzenią wektorową z iloczynem skalarnym. Wówczas dla
dowolnych v,w P V mamy }v ` w}2 ` }v ´ w}2 “ 2

`

}v}2 ` }w}2
˘

.

DOWÓD

}v ` w}2 ` }v ´ w}2 “ xv ` w v ` wy ` xv ´ w v ´ wy

“
`

xv vy ` xv wy ` xw vy ` xw wy
˘

`
`

xv vy ´ xv wy ´ xw vy ` xw wy
˘

“ 2xv vy ` 2xw wy.

UWAGA

Niech V będzie przestrzenią z normą, w której

}v ` w}2 ` }v ´ w}2 “ 2
`

}v}2 ` }w}2˘

.

zachodzi dla wszystkich v i w. Wówczas istnieje iloczyn skalarny na V taki, że
}v} “

a

xv vy dla wszystkich v P V.
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PRZESTRZENIE HILBERTA ILOCZYN SKALARNY

Niech V będzie przestrzenią z iloczynem skalarnym.

Dalej niech pvnqnPI będzie układem liniowo niezależnym (przy czym
I “ t1, . . . ,Nu lub I “ N).
Indukcyjnie definiujemy ciągi pynqnPI i penqnPI w następujący sposób:

y1 “ v1 i e1 “
y1

}y1}
,

yk “ vk ´
k´1
ř

i“1
xei vkyei i ek “

yk
}yk}

dla p ě 1.

Otrzymane układy pynqnPI i penqnPI spełniają
układ pynqnPI jest liniowo niezależny,
układ penqnPI jest ortonormalny,
spantvn | n P Iu “ spantyn | n P Iu “ spanten | n P Iu.

Operację przejścia od układu pvnqnPI do pynqnPI nazywamy ortogonalizacją, a
od pvnqnPI do penqnPI – ortonormalizacją Grama-Schmidta.
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PRZESTRZENIE HILBERTA ILOCZYN SKALARNY

DEFINICJA

Przestrzenią Hilberta nazywamy przestrzeń z iloczynem skalarnym, która jest
zupełna względem metryki wyznaczonej przez normę zdefiniowaną przez iloczyn
skalarny.

PRZYKŁAD

Każda skończenie wymiarowa przestrzeń z iloczynem skalarnym jest przestrzenią
Hilberta.

PRZYKŁAD

Niech V będzie przestrzenią z iloczynem skalarnym i niech H będzie
uzupełnieniem przestrzeni metrycznej pV,dq, gdzie dpv,wq “ }v ´ w} (norma
zdefiniowana przez iloczyn skalarny). Operacje algebraiczne, norma i iloczyn
skalarny rozszerzają się jednoznacznie na całą przestrzeń H , która wraz z tymi
operacjami jest przestrzenią Hilberta.
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PRZESTRZENIE HILBERTA ILOCZYN SKALARNY

PRZYKŁAD

Niech pΩ, µq będzie przestrzenią z miarą. Dzięki nierówności Höldera wiemy, ze
dla dowolnych φ,ψ P L2pΩ, µq całka

ż

Ω

φψ dµ

jest dobrze zdefiniowana i nietrudno się przekonać, że pφ,ψq ÞÑ xφ ψy “
ş

Ω

φψ dµ

jest iloczynem skalarnym na L2pΩ, µq. Co więcej, mamy }φ}2 “
a

xφ φy dla
wszystkich φ P L2pΩ, µq. W szczególności L2pΩ, µq jest przestrzenią Hilberta.
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