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PRZESTRZENIE HILBERTA BAZY ORTONORMALNE

DEFINICJA

Niech /7 bedzie przestrzenia Hilberta. Uklad wektorow (&;)ic;r nazywamy
ortonormalnym, jesli (§;|¢;) = J;; dla wszystkich i,j e I.

e Kazdy uklad ortonormalny jest liniowo niezalezny.

o W szczegolnosci jesli (x;)ier jest ukladem ortonormalnym w przestrzeni .2, to
mozemy uwazac {x;}is za podzbior .77 .
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PRZESTRZENIE HILBERTA BAZY ORTONORMALNE

PRZYKLADY

© Niech J bedzie dowolnym zbiorem. Dla j € J niech J; oznacza funkcje
charakterystyczna singletonu {j}. Wéwczas (6j)jcs jest uktadem
ortonormalnym w przestrzeni /o(J).
© Rozwazmy przestrzen Hilberta Ly([—7, 7]) (domy$lnie z miara Lebesgue’a) i
dla n € Z niech
on(t) = \/%emt, te[—m .

Wowczas uklad {¢n}nez jest ortonormalny. Uklad ten nazywamy ukladem
trygonometrycznym.
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PRZESTRZENIE HILBERTA BAZY ORTONORMALNE

e Ciag skalarow («a;)ier nazywamy sumowalnym, jesli

sup Z || < +c0.

InpcI
o ;
[Igl<+o0 el

@ Analogicznie ciag (a;)icr jest sumowalny z kwadratem, jesli

@ Zauwazmy, ze jesli (a;)ier jest sumowalny (lub sumowalny z kwadratem), to
zbior tych indeksow i, dla ktorych «; # O jest co najwyzej przeliczalny.
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e Niech X bedzie przestrzenia Banacha i niech (x;)i; bedzie uktadem wektorow
z X.
e Powiemy, Ze szereg > x; jest zbiezny, jesli ciag uogélniony

iel
x.
(Z l) IpcI
i€y

ol <+

ma granice w X.

@ Zbieznosc ciagu uogbdlnionego w przestrzeni Banacha jest rownowazna
spelnieniu warunku Cauchy’ego. W przypadku powyzszego ciagu sum
czesciowych wyglada on tak:

Ve>0 dLclI ’IE‘<+OO VIL,ILb oI ‘11‘7’12’<+OO - <e.

IEE

el icly
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LEMAT

W przestrzeni Banacha kazdy uogélniony ciag wektorow spelniajacy warunek
Cauchy’ego jest zbiezny.

Niech (x;)ier spelnia warunek

Ve>0 3Jiel Vi, ip > |x; — x| <e.

Mozemy indukcyjnie zdefiniowa¢ j, € I w taki sposob, ze
@ dla dowolnych i,j € I takich, ze i,j > j, mamy ||x; — x| < %
@ jn > ji dla wszystkich ke {1,...,n— 1}.
Teraz niech y, = x;j,. Na poczatek pokazemy, ze (Yn)nen jest ciagiem Cauchy’ego.

P.M. SotTaN (KMMF) MHS SEMESTR LETNI 2024 /2025 6/19



PRZESTRZENIE HILBERTA BAZY ORTONORMALNE

LEMAT

W przestrzeni Banacha kazdy uogélniony ciag wektorow spelniajacy warunek
Cauchy’ego jest zbiezny.

DowoOD

Wezmy ¢ > 0 i N; takie, ze N% < e. Wowczas jesli m,n > N, to jn > jn. ijm > jn.. @

wiec Hyn - ym” = H)g]n - )gmH < NLS <é&.
Ciag Cauchy’ego (yn)nen jest zbiezny do jakiego$s wektora x. Pokazemy, ze (X;)icr

rowniez zbiega do x. W tym celu ponownie wezmy dowolny ¢ > O i niech n. bedzie

takie, ze n% < 5. Dalej istnieje m. takie, ze |y, — x| < § dla wszystkich k > m..

Niech K. = max{n., m.}. Wowczas dla i > jx.
o — x| < 1% = | + 1%, =l = %= | +lyr —X| < g +5 <o +5<5+5=¢
O
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PRZESTRZENIE HILBERTA BAZY ORTONORMALNE

TWIERDZENIE

Niech (¢;)ie; bedzie uktadem ortonormalnym w przestrzeni Hilberta /7 i niech
(i) ier bedzie sumowalnym z kwadratem ukladem skalaréw. Wowczas szereg
> i jest zbiezny w 2.

iel

DowoD

Dla dowolnego ¢ > O niech I. < I bedzie takim skonczonym podzbiorem, ze
Dleul > D ol e
iel. iel
Zauwazmy, ze wowczas dla dowolnego J — I\I. mamy > |aq|? < .
iedJ
Teraz niech I; i I beda skonczonymi podzbiorami I takimi, ze I, c I) oraz I, < I,
oraz dla i € I} + I, pot6zmy
Qg ie Il
—Q ie 12 ‘
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TWIERDZENIE

Niech (¢;)ie; bedzie uktadem ortonormalnym w przestrzeni Hilberta /7 i niech
(i) ier bedzie sumowalnym z kwadratem ukladem skalaréw. Wowczas szereg
> i jest zbiezny w 2.

iel

DowoD

Wtedy

2 2
2 aipip — Z aip| = Z Qipi| = 2 Qi 2 ajo;
iEIl iEIZ iEIl %12 iEIl %12 jEIl %IQ
= = |2 2
= Z aiaj<qbi\¢>j> = Z ’Ozi‘ = Z |ai| < €,
ijeh~Ip el +Ip e~

poniewaz I. zawiera sie¢ w przecieciu I} i I, awiec I} —~ I, < I\L..
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PRZESTRZENIE HILBERTA BAZY ORTONORMALNE

TWIERDZENIE

Niech (¢;)ie; bedzie uktadem ortonormalnym w przestrzeni Hilberta /7 i niech
(i) ier bedzie sumowalnym z kwadratem ukladem skalaréw. Wowczas szereg
> i jest zbiezny w 2.

iel

DowOD
Tym sposobem wykazaliSmy, Ze ciag uogolniony

(Z ai¢i> .

ieF |F|<+o0

spelnia warunek Cauchy’ego, a co za tym idzie jest zbiezny w zupelnej przestrzeni
. Innymi slowy szereg > «;¢; jest zbiezny. O

iel
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TWIERDZENIE

Niech (¢;)ic; bedzie ukladem ortonormalnym w przestrzeni Hilberta /7 i niech
£ e . Dlaiel potozmy a; = (¢;|§). Woéwczas
Q > |aif? < +oo,

iel

@ wektor &' = £ — > ai¢; jest ortogonalny do ¢; dla wszystkich j € I.

iel

DowOD

Ad @. Wezmy skonczony Iy c I i niech n =¢ — > a;¢;. Wtedy

iEIQ

O< P =( &= it =, aj¢>j> = [&I” = Y @il &) — D axélepy + D Foeildy)
i€l jGIO i€l jEIo iJGIO
= J&I* - 2071'041' - Z o0 + Z oo = €)% - Z |ouif?.
icly jEI() icly iely
Wynika stad, ze > |aq)? < |€]? < +o0.
iel



TWIERDZENIE

Niech (¢;)ic; bedzie ukladem ortonormalnym w przestrzeni Hilberta /7 i niech
£ e . Dlaiel potozmy a; = (¢;|§). Woéwczas
Q > |aif? < +oo,

iel

@ wektor &' = £ — > ai¢; jest ortogonalny do ¢; dla wszystkich j € I.

iel

DowOD

Ad @. Poniewaz iloczyn skalarny jest ciagly, dla dowolnego j € I mamy

@e) = <¢j

é—Zai¢i> = (9| — X arldy] ) = oy — 0y = O,

iel iel

tj. ¢ jest ortogonalny do ¢;. O



PRZESTRZENIE HILBERTA BAZY ORTONORMALNE

W dowodzie ostatniego twierdzenia wykazalisSmy, Ze jesli (¢;)s jest ukladem
ortonormalnym w przestrzeni Hilberta .77 i { € 7, to

S Kenloo* < l€)?.

iel

Nierownosc¢ ta znana jest pod nazwa nieréwnosci Bessela.
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PRZESTRZENIE HILBERTA BAZY ORTONORMALNE

[WIERDZENIE

Niech /7 bedzie przestrzenia Hilberta i niech (¢;);c; bedzie ukltadem
ortonormalnym w 7. Wowczas nastepujace warunki sa rownowazne:

Q uklad (¢;)icr jest maksymalny,
© podprzestrzen span{¢;|ic I} jest gesta w 7,
© dla dowolnego ¢ € 7 warunek (¢;|¢) = 0 dla wszystkich i € I pociaga ¢ = 0,
@ dla dowolnego £ € 7 mamy & = >, {(¢i|{)oi,
iel

@ dla dowolnych ¢, € # mamy (£|n) = z;<§‘¢i><¢i‘77>,

O dla dowolnego ¢ € % mamy |£]? = Z|<¢>i\€>|2-
iel
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PRZESTRZENIE HILBERTA BAZY ORTONORMALNE

DOWOD TWIERDZENIA

@ = O Niech .# oznacza domkniecie span{¢; |i € I} (jest jasne, ze .# jest pod-
przestrzenia ) i przypuscémy, ze .# + 7. Wezmy wektor ¢ € 7\ 4. Wtedy & # O
i na mocy poprzedniego twierdzenia wektor

g =¢-) (Bl

iel

jest ortogonalny do wszystkich ¢j.Co wiecej & # 0, bo warunek ¢ = 0 oznacza
& e /. Niech n = H - Wowczas n ma dlugosc 1 i jest ortogonalny do wszystkich
¢j, a wiec uklad {¢;}icr U {n} jest ortonormalny i Scisle wiekszy niz {¢;}icr U {n}.
Q = @ Jesli £ € & jest ortogonalny do ¢; dla wszystkich i € I, to £ jest ortogonalny
do span{cbi | ie I}, 4.

|& =0, nespan{@’iel}.

Na mocy ciaglosci iloczynu skalarnego otrzymujemy wiec (n|{) = O dla kazdego
1€, np. n=¢, codaje [¢]* = £[¢) = 0.
P.M. SOLTAN (KMMF)
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PRZESTRZENIE HILBERTA BAZY ORTONORMALNE

DOWOD TWIERDZENIA

© = © Polozmy

¢ =€) (bilOs

iel
Skoro ¢ jest ortogonalny do wszystkich ¢;, otrzymujemy ¢’ = 0.
Q = @ Z ciaglosci iloczynu skalarnego i jego antyliniowosci wzgledem pierwszego
argumentu dostajemy

n ) = > (SilEXBiln) = > (&l di)di|m).

iel iel

Elmy = D, (Bil&

iel

©Q = O Kladziemy n = &.

O = @ Przypuscémy, ze S jest ukladem ortonormalnym w 7 takim, ze {¢i}ic1 & S

i wezmy ¢ € S\{¢i}ie1. Wtedy 1 = [¢£]? = Z]<¢i\§>|2 = 0. Sprzecznos¢ ta pokazuje, ze
iel

uklad {¢;}is jest maksymalny. O
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PRZESTRZENIE HILBERTA BAZY ORTONORMALNE

DEFINICJA

Niech /7 bedzie przestrzenia Hilberta. Uklad ortonormalny (¢;)ics W 7
speliajacy rownowazne warunki z poprzedniego twierdzenia nazywamy baza
ortonormalna przestrzeni J7.

@ Niech (¢;)icr bedzie baza ortonormalna przestrzeni Hilberta /7.
@ Zapisanie dowolnego ¢ € /# w postaci ) (¢;|{)¢; nazywamy rozwinieciem

Fouriera { w bazie (¢;)icr. !
@ Rownosc

€ = Y Kedl©f
iel

nosi nazwe rownosci Parsevala.

@ Kazda przestrzen Hilberta ma baze ortonormalna.
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PRZESTRZENIE HILBERTA BAZY ORTONORMALNE

WNIOSEK

Kazda przestrzen Hilberta jest izometrycznie izomorficzna z przestrzenia /5 (I) dla
pewnego 1.

DowoD

Niech /7 bedzie przestrzenia Hilberta i niech (¢;);c; bedzie jej baza ortonormalna.
Zdefiniujmy odwzorowanie U: 7 — (5(I) definiujac U¢ jako ciag skalarow
((9:]©)) ;- Tak zdefiniowane odwzorowanie U jest liniowe, a rownosc

2
|U€I3 = Y Kedef = [l
iel
wynika z rownosci Parsevala. W koncu jesli o = («;)ier jest dowolnym elementem

lo(I), to a = U¢ dla € = ) a;¢i, czyli U jest izomorfizmem. O

iel
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PRZESTRZENIE HILBERTA BAZY ORTONORMALNE

UWAGI

© Baza ortonormalna nieskonczenie wymiarowej przestrzeni Hilberta nie jest
jej baza w sensie algebraicznym.

© Dowolne dwie bazy ortonormalne przestrzeni tej samej przestrzeni Hilberta
sa rownoliczne.

© Moc dowolnej bazy ortonormalnej przestrzeni Hilberta .77 nazywamy
wymiarem Hilberta /7 i oznaczamy symbolem dim .77 .

© Przestrzen Hilberta jest oSrodkowa (zawiera przeliczalny podzbior gesty)
wtedy i tylko wtedy, gdy dowolna jej baza ortonormalna jest przeliczalna lub
skonczona.
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