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PRZESTRZENIE HILBERTA APROKSYMACJA W PRZESTRZENIACH Lp

TWIERDZENIE ŁUZINA

Niech X będzie przestrzenią lokalnie zwartą i niech µ będzie regularną miarą
borelowską na X . Niech A Ă X będzie podzbiorem borelowskim skończonej miary
i f : X Ñ C funkcją mierzalną równą zero poza A. Wówczas dla dowolnego ε ą 0
istnieje g P CcpXq taka, że

µ
´

␣

x P X
ˇ

ˇ f pxq ‰ gpxq
(

¯

ă ε.

WNIOSEK

Niech X będzie przestrzenią lokalnie zwartą i niech µ będzie regularną miarą
borelowską na X . Wówczas dla każdego p P r1,`8r przestrzeń CcpXq jest gęsta w
LppX , µq.
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PRZESTRZENIE HILBERTA APROKSYMACJA W PRZESTRZENIACH Lp

LEMAT

Niech pΩ, µq będzie przestrzenią z miarą i niech S będzie zbiorem funkcji
mierzalnych Ω Ñ C o skończonym obrazie i równych zero poza zbiorem
skończonej miary. Wówczas S jest gęstą podprzestrzenią LppΩ, µq dla każdego
p P r1,`8r.

DOWÓD

Na początek zauważmy, że zbiór S jest ewidentnie zawarty w LppΩ, µq dla wszyst-
kich p.

Ustalmy p i niech f P LppΩ, µq będzie nieujemna. Istnieje ciąg psnqnPN nieujemnych
funkcji prostych taki, że sn ÝÝÝÑ

nÑ8
f punktowo i sn ď sn`1 ď f dla każdego n. W

szczególności |sn |p ď f p, a więc sn P S dla wszystkich n.
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PRZESTRZENIE HILBERTA APROKSYMACJA W PRZESTRZENIACH Lp

LEMAT

Niech pΩ, µq będzie przestrzenią z miarą i niech S będzie zbiorem funkcji
mierzalnych Ω Ñ C o skończonym obrazie i równych zero poza zbiorem
skończonej miary. Wówczas S jest gęstą podprzestrzenią LppΩ, µq dla każdego
p P r1,`8r.

DOWÓD

Co więcej | f ´ sn |p “ p f ´ snqp ď f p, a zatem na mocy twierdzenia o zbieżności
zmajoryzowanej

} f ´ sn}
p
p “

ż

Ω

| f ´ sn |p dµ ÝÝÝÑ
nÑ8

0.

Oznacza to, że sn ÝÝÝÑ
nÑ8

f w LppΩ, µq.

Na koniec zauważmy, że dowolny element LppΩ, µq jest kombinacją liniową nieu-
jemnych funkcji z LppΩ, µq.
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PRZESTRZENIE HILBERTA APROKSYMACJA W PRZESTRZENIACH Lp

DOWÓD WNIOSKU

Ustalmy p P r1,`8r i niech S oznacza przestrzeń zdefiniowaną w lemacie (dla
przypadku Ω “ X ). Wystarczy udowodnić, że każdy element S można przybliżać z
dowolną dokładnością w LppX , µq elementami przestrzeni CcpXq.

Weźmy s P S oraz ε ą 0. Z twierdzenia Łuzina wiemy, że istnieje rg P CcpXq taka, że
zbiór

∆ “
␣

x P X
ˇ

ˇ spxq ‰ rgpxq
(

ma miarę mniejszą niż ε. Połóżmy M “ sup |s| i niech

gpxq “

#

rgpxq
ˇ

ˇ

rgpxq
ˇ

ˇ ď M
M rgpxq

|rgpxq|

ˇ

ˇ

rgpxq
ˇ

ˇ ą M
, x P X .
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PRZESTRZENIE HILBERTA APROKSYMACJA W PRZESTRZENIACH Lp

DOWÓD WNIOSKU

Wówczas

g P CcpXq, gdyż g jest złożeniem g i ciągłego odwzorowania C Ñ C,

sup |g| ď M.

Co więcej g różni się od rg tylko na zbiorze ∆, a wiec s “ g na Xz∆. Mamy też

}g ´ s}
p
p “

ż

X

|g ´ s|p dµ “

ż

∆

|g ´ s|p dµ ď µp∆q sup |g ´ s|p ď εp2Mqp,

co pokazuje, że w LppX , µq możemy przybliżać dowolną funkcję s P S elementami
przestrzeni CcpXq z dowolną precyzją.
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PRZESTRZENIE HILBERTA APROKSYMACJA W PRZESTRZENIACH Lp

TWIERDZENIE STONE’A-WEIERSTRASSA

Niech X będzie przestrzenią lokalnie zwartą i niech A będzie podprzestrzenią
przestrzeni C0pXq taką, że

1 dla dowolnych f ,g P A mamy fg P A ,
2 dla dowolnej f P A mamy f P A ,
3 dla dowolnych x1, x2 P X , x1 ‰ x2 istnieje f P A taka, że f px1q ‰ f px2q,
4 dla każdego x P X istnieje f P A taka, że f pxq ‰ 0.

Wówczas A jest gęsta w C0pXq.

Punkt 1 mówi, że A jest algebrą,
Punkt 2 mówi, że A jest algebrą z inwolucją (˚-algebrą),
Punkt 3 mówi, że A rozdziela punkty X ,
Punkty 3 i 4 razem mówią, że A mocno rozdziela punkty X .
Gdy X jest przestrzenią zwartą, 4 zamienia się zwykle na założenie, że
1X P A (A jest algebrą z jedynką).
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PRZESTRZENIE HILBERTA APROKSYMACJA W PRZESTRZENIACH Lp

WNIOSEK

Dla dowolnego p P r1,`8r przestrzeń C8
c pRdq jest gęsta w LppRdq.

DOWÓD

Wystarczy udowodnić, że każda f P CcpRdq jest granicą ciągu elementów C8
c pRdq

w normie } ¨ }p. Ustalmy więc f P CcpRdq i niech K będzie zbiorem postaci

K “ ra1,b1s ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ rad ,bds

zawierającym nośnik f .

Teraz rozważmy zbiór funkcji wielomianowych na Rd obciętych do K. Na mocy
twierdzenia Stone’a-Weierstrassa zbiór ten jest gęstą podprzestrzenią CpKq w
normie } ¨ }8,K (norma jednostajna na CpKq). Stąd dla każdego ε ą 0 istnieje
wielomian pε taki, że }pε ´ f }8,K ă ε.
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PRZESTRZENIE HILBERTA APROKSYMACJA W PRZESTRZENIACH Lp

WNIOSEK

Dla dowolnego p P r1,`8r przestrzeń C8
c pRdq jest gęsta w LppRdq.

DOWÓD

Teraz niech K 1 będzie zbiorem postaci

K 1 “ ra 1
1,b

1
1s ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ ra 1

d ,b
1
ds,

gdzie ai ă a 1
i ă b1

i ă bi dla wszystkich i i miara Lebesgue’a zbioru KzK 1 jest
mniejsza niż ε.

Niech φ będzie gładką funkcją Rd Ñ r0,1s o nośniku zawartym w K 1 taką, że φ ” 1
na K i połóżmy gε “ φpε. Zauważmy, że

}gε ´ f }
p
p “

ż

Rd

ˇ

ˇgεpxq ´ f pxq
ˇ

ˇ

p dx “

ż

KzK 1

ˇ

ˇgεpxq ´ f pxq
ˇ

ˇ

p dx `

ż

K 1

ˇ

ˇgεpxq ´ f pxq
ˇ

ˇ

p dx .
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PRZESTRZENIE HILBERTA APROKSYMACJA W PRZESTRZENIACH Lp

WNIOSEK

Dla dowolnego p P r1,`8r przestrzeń C8
c pRdq jest gęsta w LppRdq.

DOWÓD

Mamy
ż

K 1

ˇ

ˇgεpxq ´ f pxq
ˇ

ˇ

p dx “

ż

K 1

ˇ

ˇpεpxq ´ f pxq
ˇ

ˇ

p dx ď
`

}pε ´ f }8,K
˘p

|K 1| ď εp|K |,

oraz
ż

KzK 1

ˇ

ˇgεpxq ´ f pxq
ˇ

ˇ

p dx ď

´

sup
xPK

ˇ

ˇgεpxq ´ f pxq
ˇ

ˇ

¯p
|KzK 1| ď

`

}gε}8,K ` } f }8,K
˘p

|KzK 1|

ď
`

}pε}8,K ` } f }8,K
˘p

|KzK 1| “
`

}pε ´ f ` f }8,K ` } f }8,K
˘p

|KzK 1|

ď
`

}gε ´ f }8,K ` 2} f }8,K
˘p

|KzK 1| ă
`

ε` 2} f }8,K
˘p
ε.
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PRZESTRZENIE HILBERTA APROKSYMACJA W PRZESTRZENIACH Lp

WNIOSEK

Dla dowolnego p P r1,`8r przestrzeń C8
c pRdq jest gęsta w LppRdq.

DOWÓD

W konsekwencji

}gε ´ f }p ď

´

`

ε` 2} f }8,K
˘p
ε` εp|K |

¯
1
p
,

a ta wielkość może być dowolnie mała przy odpowiednio małym ε.

UWAGA

Powyższy dowód można przeprowadzić także bez użycia twierdzenia
Stone’a-Weierstrassa. Przykładową techniką alternatywnego dowodu jest
tak zwana regularyzacja przez splot.
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PRZESTRZENIE HILBERTA APROKSYMACJA W PRZESTRZENIACH Lp

PRZYKŁAD

Niech I będzie dowolnym zbiorem. Dla i P I definiujemy funkcję δi : I Ñ C kładąc

δip jq “

#

1 i “ j
0 i ‰ j

, j P I .

Jest jasne, że układ tδiuiPI Ă ℓ2pIq jest ortonormalny, a spantδi | i P Iu jest
podprzestrzenią składającą się z funkcji I Ñ C o skończonym nośniku, a ta
przestrzeń jest oczywiście gęsta w ℓ2pIq, bo każda funkcja α P ℓ2pIq spełnia

›

›

›

›

α ´
ÿ

iPI0

αpiqδi

›

›

›

›

2

“
ÿ

iPIzI0

ˇ

ˇαpiq
ˇ

ˇ

2

dla dowolnego skończonego I0 Ă I. W szczególności ciąg uogólniony
ˆ

ÿ

iPIzI0

ˇ

ˇαpiq
ˇ

ˇ

2
˙

I0ĂI
|I0|ă`8

jest zbieżny do zera.
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PRZESTRZENIE HILBERTA APROKSYMACJA W PRZESTRZENIACH Lp

PRZYKŁAD

Zdefiniujmy funkcje tϕnunPZ kładąc

ϕnpzq “ zn , z P T, n P Z.

Łatwo się przekonać, że tϕnunPZ jest układem ortonormalnym w L2pTq (ze znorma-
lizowaną miarą Lebesgue’a m). Zauważmy też, że podprzestrzeń

A “ spantϕn | n P Zu

jest ˚-podalgebrą z jedynką w CpTq, która rozdziela punkty, a więc na mocy
twierdzenia Stone’a-Weierstrassa, A jest gęsta w CpTq w normie } ¨ }8. Wynika
stąd, że A jest gęsta w CpTq w normie } ¨ }2, bo jeśli fk ÝÝÝÑ

kÑ8
f jednostajnie, to

lim
kÑ8

ż

T

| fk ´ f |2 dm ď lim
kÑ8

} fk ´ f }2
8 “ 0.

Skoro CpTq jest gęstą podprzestrzenią L2pTq, natychmiast widzimy, że tϕnunPZ jest
bazą ortonormalną L2pTq.
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PRZESTRZENIE HILBERTA APROKSYMACJA W PRZESTRZENIACH Lp

PRZYKŁAD

Teraz rozważmy przestrzeń L2pr´π, πsq i układ trygonometryczny tϕnunPZ. Przes-
trzeń L2pr´π, πsq jest izometrycznie izomorficzna z L2pTq poprzez odwzorowanie
W : L2pTq Ñ L2pr´π, πsq zdefiniowane wzorem

pWφqptq “ 1?
2π
φ
`

eit˘, t P s´π, πs , φ P L2pTq.

Istotnie: nietrudno się przekonać, że W jest odwzorowaniem izometrycznym, a z
drugiej strony dla każdego ψ P L2pr´π, πsq mamy ψ “ Wφ, gdzie

φpzq “
?

2πψ
`1

i logpzq
˘

, z P T

przy czym 1
i log oznacza odwzorowanie odwrotne do s´π, πs Q t ÞÑ eit P T. Ponad-

to dla każdego n P Z mamy ϕn “ Wϕn. Skoro tϕnunPZ jest bazą ortonormalną
przestrzeni L2pTq, podprzestrzeń spantϕn | n P Zu jest gęsta w L2pr´π, πsq. Innymi
słowy tϕnunPZ jest bazą ortonormalną przestrzeni Hilberta L2pr´π, πsq.
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PRZESTRZENIE HILBERTA APROKSYMACJA W PRZESTRZENIACH Lp

PRZYKŁAD

Na ćwiczeniach pokazaliśmy, że układ tψn,kun,kPZ`
otrzymany z falki Haara

ψ “ 1r0, 1
2 r ´ 1r 1

2 ,1r

poprzez ψn,kpxq “ 2
n
2ψp2nx ´ kq jest ortonormalny i spantψn,k | n,k P Z`u “

8
Ť

n“1
Sn,

gdzie Sn jest przestrzenią funkcji z L2pRq stałych na wszystkich przedziałach

postaci
“ k

2n ,
k`1
2n

“

(k P Z). Przekonajmy się, że podprzestrzeń
8
Ť

n“1
Sn jest gęsta w

L2pRq.
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PRZESTRZENIE HILBERTA APROKSYMACJA W PRZESTRZENIACH Lp

PRZYKŁAD

W tym celu weźmy g P CcpRq. Wówczas dla każdego ε ą 0 istnieje δε ą 0 o tej
własności, że |x ´ y| ă δε implikuje

ˇ

ˇgpxq ´ gpyq
ˇ

ˇ ă ε. Wybierzmy n P Z` takie, że
1
2n ă ε i połóżmy

sε “
ÿ

kPZ
g
` k

2n

˘

1
r k

2n , k`1
2n r

(suma jest skończona, gdyż nośnik g jest zwarty). Wówczas sε P Sn i }sε ´ g}8 ď ε.
Teraz niech ra,bs będzie zwartym przedziałem zawierającym nośnik g oraz nośnik
sε. Wtedy }sε ´ g}2

2 ď ε2pb ´ aq, a więc g można dowolnie dobrze aproksymować w

L2pRq elementami podprzestrzeni
8
Ť

n“1
Sn.
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PRZESTRZENIE HILBERTA APROKSYMACJA W PRZESTRZENIACH Lp

PRZYKŁAD

Wreszcie, skoro przestrzeń CcpRq jest gęsta w L2pRq, widzimy, że
8
Ť

n“1
Sn również jest

gęsta w L2pRq. W konsekwencji układ
␣

ψn,k | n,k P Z`

(

jest bazą ortonormalną L2pRq.

Można też wykazać, że układ tψn,kunPZ`,k“0,...,2n´1 jest bazą ortonormalną przes-
trzeni Hilberta L2pr0,1sq.
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RZUTY ORTOGONALNE DOPEŁNIENIE ORTOGONALNE

Niech H będzie przestrzenią Hilberta i niech H ‰ S Ă H .

Dopełnieniem ortogonalnym S nazywamy zbiór

SK “
␣

η P H
ˇ

ˇ@ ξ P S xξ ηy “ 0
(

.

Symbolem SKK oznaczać będziemy zbiór pSKqK.

Dla porządku przyjmijmy, że dopełnieniem ortogonalnym zbioru pustego jest
H .

STWIERDZENIE

1 SK jest domkniętą podprzestrzenią H ,
2 mamy S Ă SKK,
3 jeśli S1 Ă S2, to SK

1 Ą SK
2 .
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RZUTY ORTOGONALNE DOPEŁNIENIE ORTOGONALNE

DOWÓD

Punkt 1 wynika natychmiast z ciągłości i liniowości (względem drugiego
argumentu) iloczynu skalarnego.

Ad 2 . Jeśli ξ P S, to ξ jest ortogonalny do każdego η P SK, a więc ξ P SKK.

Ad 3 . Jeśli S1 Ă S2, to każdy η P SK
2 jest ortogonalny do wszystkich elementów

S1, a więc η P SK
1 .

LEMAT

Niech S Ă H . Wówczas S X SK Ă t0u.

DOWÓD

Niech ξ P S X SK. Skoro ξ P SK, wektor ten jest ortogonalny do wszystkich
elementów S, a więc }ξ}2 “ xξ ξy “ 0.
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