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PRZESTRZENIE HILBERTA APROKSYMACJA W PRZESTRZENIACH Lp

TWIERDZENIE LUZINA

Niech X bedzie przestrzenia lokalnie zwarta i niech p bedzie regularna miara
borelowska na X. Niech A < X bedzie podzbiorem borelowskim skonczonej miary
if: X — C funkcja mierzalna réwna zero poza A. Wowczas dla dowolnego ¢ > O
istnieje g € C.(X) taka, ze

,u({xeX]f(x) = g(x)}) <e.

Niech X bedzie przestrzenia lokalnie zwarta i niech p bedzie regularna miara
borelowska na X. Wowczas dla kazdego p € [1, + | przestrzen C.(X) jest gesta w
Lp (X ) M) .
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Niech (2, u) bedzie przestrzenia z miara i niech S bedzie zbiorem funkcji
mierzalnych 2 — C o skonczonym obrazie i rownych zero poza zbiorem
skonczonej miary. Wowczas S jest gesta podprzestrzenia L,(2, 1) dla kazdego
pe(l,+ol.

Na poczatek zauwazmy, ze zbior S jest ewidentnie zawarty w L,(12, 1) dla wszyst-
kich p.

Ustalmy p i niech f € L,(€2, 1) bedzie nieujemna. Istnieje ciag (sn)neny nieujemnych
funkcji prostych taki, ze s, Pa— S punktowo i sp < sp;1 < f dla kazdego n. W

szczegolnosci |s,|P < fP, a wiec s, € S dla wszystkich n.
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Niech (2, u) bedzie przestrzenia z miara i niech S bedzie zbiorem funkcji
mierzalnych 2 — C o skonczonym obrazie i rownych zero poza zbiorem
skonczonej miary. Wowczas S jest gesta podprzestrzenia L,(2, 1) dla kazdego
pe(l,+ol.

Co wiecej |f — splP = (f — sn)P < fP, a zatem na mocy twierdzenia o zbieznosci
ZImajoryzowanej

1 = salf = (1 = saPdu —o.
Q

Oznacza to, ze s, ﬁf w L,(2, ).
Na koniec zauwazmy, ze dowolny element L,(2, 1) jest kombinacja liniowa nieu-
jemnych funkcji z L,(, ). O
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DOWOD WNIOSKU

Ustalmy p € [1,+oo[ i niech S oznacza przestrzen zdefiniowana w lemacie (dla
przypadku Q = X). Wystarczy udowodnié, ze kazdy element S mozna przybliza¢ z
dowolna doktadnoscia w L, (X, ) elementami przestrzeni C.(X).

Wezmy s € S oraz ¢ > 0. Z twierdzenia Luzina wiemy, Ze istnieje g € C.(X) taka, ze
zbior
A={xeX|s(x)#gx)}

ma miar¢ mniejsza niz . Potézmy M = sup ]s\ i niech

=
JEx
kS
&
X

V
=
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DOWOD WNIOSKU

Wowczas

@ ge C.(X), gdyz g jest ztozeniem g i ciaglego odwzorowania C — C,
@ sup|g| < M.
Co wiecej g rozni sie od g tylko na zbiorze A, a wiec s = g na X\A. Mamy tez

lg— s|2 = f g sPPdu = f 19— sIPdp < u(A)sup|g — sIP < (2M)P,
X A

co pokazuje, ze w L,(X, ) mozemy przybliza¢ dowolna funkcje s € S elementami
przestrzeni C.(X) z dowolna precyzja. O
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PRZESTRZENIE HILBERTA APROKSYMACJA W PRZESTRZENIACH Lp

[WIERDZENIE STONE’A-WEIERSTRASSA

Niech X bedzie przestrzenia lokalnie zwarta i niech < bedzie podprzestrzenia
przestrzeni Co(X) taka, ze

@ dla dowolnych f,g e & mamy fge <7,
© dla dowolnej f € &/ mamy f € <7,
© dla dowolnych x;, x € X, x1 # xo istnieje f € &/ taka, ze f(x]) # f(xw),
Q dla kazdego x € X istnieje f € o taka, ze f(x) # O.
Wowczas o jest gesta w Co(X).

@ Punkt @ mowi, ze </ jest algebra,

@ Punkt @ mowi, ze </ jest algebra z inwolucja (+-algebra),

@ Punkt @ mowi, ze < rozdziela punkty X,

@ Punkty @ i @ razem moéwia, ze </ mocno rozdziela punkty X.

o Gdy X jest przestrzenia zwarta, @ zamienia sie zwykle na zalozenie, Ze
1x € o/ (& jest algebra z jedynka).
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PRZESTRZENIE HILBERTA APROKSYMACJA W PRZESTRZENIACH |_p

WNIOSEK

Dla dowolnego p € [1, +oo[ przestrzen C*(R%) jest gesta w L,(RY).

DowoOD

Wystarczy udowodnié, ze kazda f € C.(R9) jest granica ciagu elementow C*(R9)
w normie || - |,. Ustalmy wiec f € C.(R%) i niech K bedzie zbiorem postaci

KZ[al,bl]X"‘X[ad,bd]

zawierajacym nosnik f.

Teraz rozwazmy zbioér funkcji wielomianowych na R obcietych do K. Na mocy
twierdzenia Stone’a-Weierstrassa zbior ten jest gesta podprzestrzenia C(K) w
normie | - |,k (norma jednostajna na C(K)). Stad dla kazdego ¢ > O istnieje
wielomian p. taki, ze ||p. — fll,k < €.
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WNIOSEK

Dla dowolnego p € [1, +oo[ przestrzen C*(R%) jest gesta w L,(RY).

DowoOD

Teraz niech K’ bedzie zbiorem postaci
K' = [af, Bi] x - - x [aly, By,

gdzie a; < aj < b; < b; dla wszystkich i i miara Lebesgue’a zbioru K\K’ jest
mniejsza niz .

Niech ¢ bedzie gtadka funkcja R? — [0, 1] o noéniku zawartym w K’ taka, ze ¢ = 1
na K i polézmy g. = ¢p.. Zauwazmy, ze

lg- — fIE = f 19:(x) — f(x)|P dx = j 19:(x) — F()| dx + j 19:(x) — F(x)|P dx.
R4 K’

K\K’
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WNIOSEK

Dla dowolnego p € [1, +oo[ przestrzen C*(R%) jest gesta w L,(RY).

DowoOD

Mamy

f 19:(x) — F(x)|P dx = f 1p-(x) — F()P dx < (Ip: — Flloo)PIK'| < €[],
K’ K’

0.x) | K\K|

[ 1.0~ 5601 ax < (suplg. 00— £60]) IR < (gl + 11
< ([Pl + | Fleo)PIRVK'| = (192 = + Sl + o) PIR\K

< (Ige = flloo.k + 2] flloo,g) PIE\K'| < (€ + 2] floo,kc) P
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WNIOSEK

Dla dowolnego p € [1, +oo[ przestrzen C*(R%) jest gesta w L,(RY).

DowoOD

W konsekwencji

1
I9: = Flp < (& + 2 loo) e + £PIK])”,
a ta wielkosS¢ moze by¢ dowolnie mata przy odpowiednio matym e. O

UWAGA

Powyzszy dowod mozna przeprowadzic takze bez uzycia twierdzenia
Stone’a-Weierstrassa. Przykladowa technika alternatywnego dowodu jest
tak zwana regularyzacja przez splot.
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PRZYKLAD

Niech I bedzie dowolnym zbiorem. Dla i € I definiujemy funkcje 6;: I — C kladac
=y
0i(j) = , jel.
i) {o iz d
Jest jasne, ze uklad {d;}icr < ¢2(I) jest ortonormalny, a span{d; | i € I} jest

podprzestrzenia skladajaca si¢ z funkcji I — C o skonczonym nosniku, a ta
przestrzen jest oczywiscie gesta w /5(I), bo kazda funkcja « € ¢5(I) spelia

2
a=Ya®s| = Y |a@)f?

iGIO iGI\IO

dla dowolnego skonczonego Ip < I. W szczegolnosci ciag uogolniony

(Slawf) .,

ie\Ip Ig|<+o0

jest zbiezny do zera.
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PRZESTRZENIE HILBERTA APROKSYMACJA W PRZESTRZENIACH Lp

PRZYKLAD

Zdefiniujmy funkcje {$n}nez ktadac
bn(z) = 2", zeT, neZ.
Latwo sie przekona¢, ze {dn}nez jest ukladem ortonormalnym w Ly(T) (ze znorma-
lizowana miara Lebesgue’a m). Zauwazmy tez, ze podprzestrzen
o/ = span{bn|ne 7z}
jest =-podalgebra z jedynka w C(T), ktora rozdziela punkty, a wiec na mocy

twierdzenia Stone’a-Weierstrassa, ./ jest gesta w C(T) w normie | - [|,. Wynika
stad, ze < jest gesta w C(T) w normie | - |2, bo jesli fj k—>fjednostajnie, to
—00

T f e —f2dm < lim | fie — f2 = O.
k—o0 k—o0
T

Skoro C(T) jest gesta podprzestrzenia Ly(T), natychmiast widzimy, ze {$n}nez jest
baza ortonormalna Ly(T).
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PRZYKLAD

Teraz rozwazmy przestrzen Lo([—m,7]) i uklad trygonometryczny {¢n}nez. Przes-
trzen Ly([—m,7]) jest izometrycznie izomorficzna z Ly(T) poprzez odwzorowanie
W: Ly(T) — Lo([—m, 7]) zdefiniowane wzorem

(Wop)(t) = \/%gp(eit), te]-m ], g€ lo(T).

Istotnie: nietrudno sie przekonac, ze W jest odwzorowaniem izometrycznym, a z
drugiej strony dla kazdego ¢ € Lyo([—7, 7]) mamy ¢ = Wy, gdzie

o(z) = V21y(Llog(z)), zeT

przy czym %log oznacza odwzorowanie odwrotne do |—7, 7] 3 t — €l € T. Ponad-
to dla kazdego n € Z mamy ¢n, = Wd,. Skoro {dn}nez jest baza ortonormalna
przestrzeni Ly(T), podprzestrzen span{¢n|n € Z} jest gesta w Ly([—m, 7]). Innymi
stowy {¢n}nez jest baza ortonormalna przestrzeni Hilberta Ly([—, 7]).
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PRZESTRZENIE HILBERTA APROKSYMACJA W PRZESTRZENIACH Lp

PRZYKLAD
Na c¢wiczeniach pokazalismy, ze ukltad {¢ i}n ez, Otrzymany z falki Haara

Y= Loa[ ~ [

i o0
poprzez i j(x) = 221(2"x — k) jest ortonormalny i span{yn |, ke Z.} = |J Sn,
n=1
gdzie S, jest przestrzenia funkcji z Ly(R) stalych na wszystkich przedziatach
Qo0
postaci [2—’?1, k;nl[ (lk € Z). Przekonajmy sie, ze podprzestrzen |(J S, jest gesta w

n=1
Lo(R).
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PRZYKLAD

W tym celu wezmy g € C.(R). Woéwczas dla kazdego ¢ > O istnieje . > O o tej
wlasnosci, ze |x — y| < 4. implikuje [g(x) — g(y)| < e. Wybierzmy n € Z, takie, ze

1
= 2 9@k

gn < € 1 potozmy
keZ

(suma jest skonczona, gdyz nosnik g jest zwarty). Wowczas s. € Sp i |s: —g|o < ¢

Teraz niech [a, b] bedzie zwartym przedzialem zawierajacym nosnik g oraz nosnik

s.. Wtedy |s: — g|3 < ¢2(b — a), a wiec g mozna dowolnie dobrze aproksymowac w
Q0

L2(R) elementami podprzestrzeni J Sy.
n=1
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PRZYKLAD
0
Wreszcie, skoro przestrzen C.(R) jest gesta w Ly(R), widzimy, ze [ S, rowniez jest

n=1

gesta w Lo (R). W konsekwencji uktad
{¢n,k | n, ke Z+}

jest baza ortonormalna Ly(R).
Mozna tez wykazac, ze uktad {¢ x}nez, Kk—o,. 271 jest baza ortonormalna przes-
trzeni Hilberta Ly([O, 1]).
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RZUTY ORTOGONALNE DOPELNIENIE ORTOGONALNE

@ Niech 7 bedzie przestrzenia Hilberta i niech ¢ # S ¢ 7.
e Dopelnieniem ortogonalnym S nazywamy zbior

St={ne#|VEeS(n =0}

SJ_J_

e Symbolem oznaczaé¢ bedziemy zbiér (S+)*.

@ Dla porzadku przyjmijmy, Ze dopelnieniem ortogonalnym zbioru pustego jest

I .

STWIERDZENIE

Q st jest domknieta podprzestrzenia .77,
© mamy S c St
@ jesli S; = Sy, to St o Si.
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RZUTY ORTOGONALNE DOPELNIENIE ORTOGONALNE

DowoD

Punkt @ wynika natychmiast z ciaglosci i liniowosci (wzgledem drugiego
argumentu) iloczynu skalarnego.
Ad @. Jesli ¢ € S, to ¢ jest ortogonalny do kazdego 1 € S*, a wiec ¢ € ST+,

Ad @. Jesli S; ¢ S,, to kazdy n € S% jest ortogonalny do wszystkich elementow
S1, a wiec i € St. O

LEMAT

Niech S ¢ /#. Wowczas S n St < {0}.

Niech ¢ € S n S*. Skoro ¢ € S, wektor ten jest ortogonalny do wszystkich
elementow S, a wiec |¢||2 = (£[¢) = 0. O
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