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RZUTY ORTOGONALNE TWIERDZENIE O RZUCIE ORTOGONALNYM

[WIERDZENIE

Niech 7 bedzie przestrzenia Hilberta i niech .# bedzie domknieta
podprzestrzenia .#. Wowczas dla dowolnego ¢ € 7 istnieja ¢ € .# ine .#* takie,
ze ¢ = £ +n. Ponadto rozklad ten jest jedyny.

DowoOD

Wezmy ¢ € i niech {¢;}ic; bedzie baza ortonormalna .. Kladziemy

€= (pilp)pr and n=p—¢.
iel
Powyzszy szereg jest zbiezny. Ponadto £ € .#, ane .4~ .
Przypus$émy, ze ¢ ma inny rozktad ¢ = & + 1’ na & € .# oraz n € .#~+. wtedy
€ —¢ =1n —njest elementem .# n.#+, a wiec € = ¢ in =1 na mocy lematu. [
e Powyzej wykazaliSmy, ze jesli .# jest domknieta podprzestrzenia 7, to
H=MD M.
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RZUTY ORTOGONALNE TWIERDZENIE O RZUCIE ORTOGONALNYM

WNIOSEK

Niech .# bedzie domknieta podprzestrzenia .#. Wéwczas .4+ = /.

Wiemy, ze .#*+ > .#. Z drugiej strony, jesli ¢ € .#**, to zapisujac ¢ = £ + 1,
gdzie ¢ € ./ ine .4+ otrzymujemy

.///Lan:cp—fe.///Ll—i—//lC//ﬂ‘L,

awiecne A+ n.#+ ={0}. O
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WNIOSEK

Niech S c /. Wowczas
Q St= span{S}l,
Q S't = span{S}.

DowoOD

Mamy S c span{S}, a wiec S* o span{S}'. Biorac dopemienie ortogonalne obu
stron otrzymujemy S+ < span{S}**, a zatem S'* < span{S} na mocy poprzedniego
wniosku (dla .# = span{S}).

Ale S+t jest domknieta podprzestrzenia 77 zawierajaca S, skad wynika, ze =)
span{S}, co dowodzi punktu @.




WNIOSEK

Niech S c /. Wowczas
Q St= span{S}l,
Q S't = span{S}.

DowoOD

Biorac dopekienie ortogonalne obu stron réwnosci St = span{S} dostajemy
(StH)+ = span{S}+. Ale

(SJ_J_)J_ _ ((SJ_)J_)J— _ (SJ_)J_J_ _ SJ_

ponownie na mocy poprzedniego wniosku (dla .# = S*). Tym samym wykazaliSmy
punkt @. O



RZUTY ORTOGONALNE TWIERDZENIE O RZUCIE ORTOGONALNYM

DEFINICJA

Niech 7 bedzie przestrzenia Hilberta, a .# — .7 domknigta podprzestrzenia.
Rzut na .# wzdhiz .4+ nazywamy rzutem ortogonalnym na ./ i oznaczamy
symbolem P ,.

Z w dowodzie ostatniego twierdzenia uzyliSmy bardzo wygodnego wzoru na P ,;:
dla dowolnej bazy {¢;}ic; mamy

Pyt =) ($il &)

iel

dla wszystkich & € 7.



RZUTY ORTOGONALNE TWIERDZENIE O RZUCIE ORTOGONALNYM

STWIERDZENIE
Niech .# bedzie niezerowa podprzestrzenia 7. Wowczas P, jest ograniczony i
|P#| =1. Ponadto P, =1 —P,.

DOwWOD

Wezmy ¢ € ¢ i niech ¢ = £ + n bedzie rozkladem ¢ na komponenty w

H =M@ M. Mamy P ,p = £ oraz P 1 = 7, co pokazuje, ze P, =1 —P,.
Dalej

lel? = <pl) = <€ + 1€ + ) = EIE) +<Elm)+ <l +nlm) = <E1E) +<nlny = 1> + I,

awiec |Pyo| = €]l < |l czyli |Py| < 1. Z drugiej strony, skoro .# # {0}, istnieje
niezerowy wektor i) € .# o normie 1 imamy |P | > |Ps¥¢| = |¢| = 1. O
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RZUTY ORTOGONALNE TWIERDZENIE O RZUCIE ORTOGONALNYM

PRZYKLAD

Rozwazmy baze {¢n}nez przestrzeni Ly([—m, 7]) i niech .# = span{¢n | |n| < N}. Rzut

ortogonalny P , mozemy opisac¢ nastepujacym wzorem:

N N U
Pav= % Galtdon= X (s [ e vn)ar)on
n=—N n=—N r
Stad _
(Pa)( leﬁ Z e E=T)ap(7) dT—fDN (t —7)u(r)dr,
gdzie
1 A in
Dy(6) = 27Tn:Z:_Ne a 0 eR.

Funkcje Dy nazywamy jadrem Dirichleta.

P.M. SOLTAN (KMMF) MHS SEMESTR LETNI 2024 /2025

8/16



RZUTY ORTOGONALNE TWIERDZENIE O RZUCIE ORTOGONALNYM

PRZYKLAD

Mamy

e—1iNO 2N e—iNO 1 _ l(2N+1)6
Dn(6) = 27 e = 2 1—elf
" 1 e—iN0 _ i(N+1)6
T on 1—el?
1 e—iV+3)0 _ ¢i(N+3)0  gip ((N+ %)9)
27 e_iég = eiée 27 sin (%0)

dla 6 ¢ 2nZ, natomiast Dy(0) = 28! dla 0 € 27Z.
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RZUTY ORTOGONALNE TWIERDZENIE O RZUCIE ORTOGONALNYM

TWIERDZENIE

Niech C bedzie niepustym domknietym i wypuklym podzbiorem przestrzeni
Hilberta .7# i niech ¢ € 5#\C. Wowczas istnieje jedyny wektor £ € C
minimalizujacy funkcje C s ¢ — |¢ — ¢||. Ponadto ¢ jest jedynym elementem C
takim, ze

Re{(—¢&le—¢§ <0, (eC
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RZUTY ORTOGONALNE TWIERDZENIE O RZUCIE ORTOGONALNYM

DowOD

Pot6zmy § = éné ¢ — C||. Istnieje ciag ({n)nen elementow C taki, ze |¢ — n|| —— 4.
€

n—oo

Dalej, z reguly rownolegtoboku wynika, ze dla wszystkich m, n € N mamy

2(“@ - fn”2 + HSO - fm”z) = ”(‘P - fn) + (90 - gm)HZ + ”(SD - fn) - (30 - fm)Hz
= ”290 —&én — fm”2 + Hgn - €mH2,

a wiec 9
Ién = Eml? = 2(lp = £nl? + o = &ml?) = 4] - &t

Skoro C jest wypukly, mamy % e C, a stad Hcp - %H > 0. W konsekwencji
€n = &mll* < 2(Jp = &nl* + I — &m]*) — 467,

co pokazuje, ze ({n)nen jest ciagiem Cauchy’ego.
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RZUTY ORTOGONALNE TWIERDZENIE O RZUCIE ORTOGONALNYM

DowOD
Zbior C jest domkniety, a zatem & = lirrgo &n nalezy do C i jest jasne, ze £ minima-
n—

lizuje funkcje C3 ¢ — | — (|-

Zauwazmy, ze wykazaliSmy powyzej, iz kazdy ciag (én)neny elementow C taki, ze

o —&nll P 0 jest zbiezny do wektora z C minimalizujacego odleglosc od ¢. Przy-
n—

pusémy teraz, ze sa dwa takie wektory ¢ i &’. Wowezas ciag (&n)nen zdefiniowany
wzorem

¢ njest nieparzyste
&n = / .

¢ njest parzyste
spetia |¢ — & P d, a wiec jest zbiezny. Wynika stad, ze £ = ¢'.

n—

Wezmy teraz dowolny wektor ¢ € C. Dla t € [0, 1] wektor t¢ + (1 — t)§ nalezy do C,
a wiec
lo— &2 < flo— (¢ + (1 =) = (e — &) — tc — )|
== -t —OUp—8) —tC— &) = o —&I* — 2tRe( — Elp — & + L2[¢ — &
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RZUTY ORTOGONALNE TWIERDZENIE O RZUCIE ORTOGONALNYM

DowoOD

|
|
s |

Pokazalismy wiec, ze dla dowolnego t € |0, 1] mamy Re{({ — &|¢ — &) < £¢ — €%
szczegolnosci Re(¢ — &l — &) <0
Przypusémy wreszcie, ze £ i {’ sa takimi elementami C, ze

Re(( —Elp— &) <0
Re(¢—¢lp— €y <0

I

dla wszystkich ¢ € C. Wstawiajac ¢ = ¢’ do pierwszej nieréwnosci oraz ( = ¢ do
drugiej otrzymujemy

Re(¢' —£&|lp—£) <0,

Re (¢ — €€ —p)<0
i dodajac te nierownosci stronami dostajemy Re(¢ —¢|¢ —¢) < 0. Ale skoro
Re (¢ — €]¢/ — €) = |¢ — €], widzimy, ze & = €. °
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RZUTY ORTOGONALNE TWIERDZENIE RIESZA O REPREZENTACJI

@ Niech /7 bedzie przestrzenia Hilberta i niech © bedzie niezerowym ciagltym
funkcjonatem na .77.

e Funkcjonal © obciety do (ker ©)' jest réznowartosciowym odwzorowaniem
liniowym w C, a wiec dim(ker ©)* < 1.

@ Skoro © # 0, musi by¢ dim(ker ©)* = 1.

UWAGA

Dla dowolnego niezerowego funkcjonatu liniowego A na przestrzeni Banacha X
mamy

( A jest ciagly ) — ( ker A nie jest gesta podprzestrzenia w X )

W szczegolnosci jesli © jest nieciagtym funkcjonatem na /7, to dim(ker ©)+ = 0.
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[WIERDZENIE RIESZA O REPREZENTACJI

Niech © bedzie ciaglym funkcjonalem na przestrzeni Hilberta .7#. Wowczas
istnieje doktadnie jeden wektor 6 € 7 taki, ze

08 =01&),  Ee .

Ponadto 6| = |©].

DowoOD

Jedynos¢ wektora 6 jest oczywista tak samo jak fakt, ze dla © = O mamy 6 = O.
Przyjmijmy wiec, ze © # O.

Z lematu wiemy, ze dim (ker NG))i = 1. Niech § bedzie wektorem jednostkowym w
(ker ©). W szczegolnosci {0} jest baza ortonormalna (ker ©)*. Wynika stad, ze
rozktad dowolnego ¢ € 7 na skladowe w ker O i (ker ©)+ wyglada tak:

£=(6-016)9) +<8]&0.



S oy LU0l O RSS2 O RePREZENTACH
[WIERDZENIE RIESZA O REPREZENTACJI

Niech © bedzie ciaglym funkcjonalem na przestrzeni Hilberta .7#. Wowczas
istnieje doktadnie jeden wektor 6 € 7 taki, ze

08 =01&),  Ee .

Ponadto 6| = |©].

W konsekwencji

o) = 0( (6~ <81£9) + (316)9) = 6(¢8|£9) = (10 (@) - (e(@l),

co pokazuje, ze 6 = @(5)5 jest poszukiwanym wektorem.

W szczegolnosci |©] = sup [(0]&)] = [4]. O
l€l=1
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