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OPERATORY OGRANICZONE FORMY POLTORALINIOWE I OPERATORY

DEFINICJA

Niech 7 i ¢ beda przestrzeniami Hilberta. Forma péltoraliniowa na 7 x 7
nazywamy funkcje F: 7 x # — C taka, ze

@ dla kazdego £ € s odwzorowanie .7 35— F(&,n) € C jest liniowe,
@ dla kazdego n € .# odwzorowanie .77 5 £ — F(&,n) € C jest antyliniowe.

Forme F nazywamy ograniczona jesli istnieje stata C > O taka, ze
[F(§,m)| < Clélllnl dla wszystkich (&§,n) € # x X .

e Najmniejsza stala C taka, ze |F(¢,n)| < C|¢||n| dla wszystkich (&) € # x A
jestrowna sup |F({,n)|. Nazywamy ja czasem norma F i oznaczamy

Igl=1=Imn]
symbolem |F|.
@ Niech T € B(.#, ) i niech F(§,n) = (¢|Tn). Wéwczas F jest ograniczona
forma péttoraliniowa na 7 x ¢ (i mamy |F|| = |T)).
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OPERATORY OGRANICZONE FORMY POLTORALINIOWE I OPERATORY

TWIERDZENIE

Niech 7 i .# beda przestrzeniami Hilberta i niech F bedzie ograniczona forma
pottoraliniowa na .77 x .# . Wowczas istnieje jedyny operator T € B(.%', %) taki,
ze F(&,n) = (&|Tn) dla wszystkich { € 7, ne 7.

DowoOD

Dla dowolnego 1 € # odwzorowanie ©,: ¢ 3 £ — F(§,n) € C jest liniowe i ogra-
niczone, a wiec na mocy twierdzenia Riesza o reprezentacji istnieje jedyny wektor
0, € A taki, ze ©, = (f,|-). Innymi stowy

F(&n) = &by, et

Ponadto dla 7,79 € # oraz a, f € C mamy

F(&,am + Bn2) = aF (&, m) + BF(§,n2) = al€|y,) + BE|bn,) = (E|aby, + Bbn,)

dla wszystkich £. Tak wiec z jedynosci wektora 0,,, 13, Wynika, ze n — 0, jest
odwzorowaniem liniowym.
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OPERATORY OGRANICZONE FORMY POLTORALINIOWE I OPERATORY

TWIERDZENIE

Niech 7 i .# beda przestrzeniami Hilberta i niech F bedzie ograniczona forma
pottoraliniowa na .77 x .# . Wowczas istnieje jedyny operator T € B(.%', %) taki,
ze F(&,n) = (&|Tn) dla wszystkich { € 7, ne 7.

DowoOD

Definiujemy wiec odwzorowanie liniowe T: %" — J¢ ktadac Ty = 6,. Sprawdzmy,
ze T jest odwzorowaniem ograniczonym:

|T|| = sup [Ty| = sup sup [¢|Tn)| < C,
Inl=1 Inll=1¢]=1

gdzie C jest taka stala, ze |[F(¢,n)| < C||¢]|n| dla wszystkich € i n.
Jedynosc¢ T wynika natychmiast z jedynosci wektora 6, dla kazdego n e % . O
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OPERATORY OGRANICZONE FORMY POLTORALINIOWE I OPERATORY

Powyzsze twierdzenie mowi, ze istnieje bijekcja pomiedzy ograniczonymi formami
pottoraliniowymi na ¢ x ', a ograniczonymi operatorami .#° — J¢. Co wiecej, z
dowodu natychmiast wynika, ze jesli forma F odpowiada operatorowi T, to

|El = T}

CIEKAWOSTKA

Niech A, B e B(.#, 7). Wéwczas istnieje liczba p € T taka, ze B = A wtedy i tylko
wtedy, gdy [(¢|An)| = [(¢|Bn)| dla wszystkich { € # ine X .




OPERATORY OGRANICZONE OPERATOR SPRZEZONY

@ Niech F bedzie forma poéttoraliniowa na 7 x 7.
e Jest jasne, ze funkcja

F*: ¥ x H# 5 n,&) — F(&,n)eC
jest forma pottoraliniowa i F* jest ograniczona wtedy i tylko wtedy, gdy
ograniczona jest F (i jesli sa ograniczone, to |F*| = ||F|).
e Tak wiec kazdemu operatorowi T € B(.%",.%#’) odpowiada dokladnie jeden
operator T* € B(7, %) taki, ze

EITny = | T*E) = (T*E|n)

dla wszystkich ¢ i 7.

DEFINICJA

Niech T € B(.#', .%¢). Jedyny operator T* € B(.2#, #") spelniajacy

Ty =<T*E|n), et ,ned

nazywamy operatorem hermitowsko sprzezonym do T.
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SR T
STWIERDZENIE

@ Dla kazdego T € B(.#, ) mamy (T*)* =T,

Q jesli Ty, To € B(#,#) ia,BeC, to (aTy + BTe)* = aT} + BT;,
@ jesliTeB(#, )i SeB(#, %), to (ST)* = T*S*,

Q@ mamy |T*| = |T| dla kazdego T € B(.¢, 7).

Ad @. To wynika np. z faktu, ze (F*)* = F dla dowolnej formy péttoraliniowej na
H X K.
Ad @. Latwo sprawdzamy, zZe dla dowolnych ¢ € 7 i n € # mamy

(T + BTo)n) = oL&| Tam) + BE| Ton) = oKTFE|n) + B{T5&|ny = {(@T} + BT5)E|n),

a wiec operator aT} + BTy spelnia warunek jednoznacznie definiujacy operator
(T + BT2)*.



SR T
STWIERDZENIE

@ Dla kazdego T € B(.#, ) mamy (T*)* =T,

Q jesli Ty, To € B(#,#) ia,BeC, to (aTy + BTe)* = aT} + BT;,
@ jesliTeB(#, )i SeB(#, %), to (ST)* = T*S*,

Q@ mamy |T*| = |T| dla kazdego T € B(.¢, 7).

Ad @. Podobnie jak w poprzednim punkcie, dla dowolnego ¢ € .Z, n € # mamy

(CISTny = (S*¢|Tny = T*S*C|m)

a zatem T*S* spelia warunek definiujacy (ST)*.

Punkt @ wynika natychmiast z omowionej wczesniej rownosci |F*| = |F| dla
wszystkich form poéttoraliniowych. O



Sl e
DEFINICJA

Operator T € B() nazywamy samosprzezonym, jesli T = T*.

PRZYKLAD

Niech .# bedzie domknieta podprzestrzenia przestrzeni Hilberta .77 .
Sprawdzimy, ze P , jest operatorem samosprzezonym. Wezmy ¢, € 7 i
rozt6zmy kazdy z nich na komponenty z .#Z i .#4*: p =& +niy =& + 1. Wtedy

CplPatpy =&+ n|€) =Elg) = <E[&" +u) = (Paspl).
Wektory ¢ i ¢ wybraliSmy dowolnie, a wiec P j = P 4.

UWAGA

Jesli i .#5 sa takimi domknietymi podprzestrzeniami, ze 77 = .41 © #o (W
sensie algebraicznym), to rzut na .#; wzdtuz .#5 jest ograniczony i jest on
samosprzezony wtedy i tylko wtedy, gdy .#s = /-




OPERATORY OGRANICZONE OPERATOR SPRZEZONY

e Niech .# bedzie przestrzenia Hilberta i niech ¢ € .. Symbolem |¢)) oznacza
sie czesto odwzorowanie liniowe C — ¢ przeprowadzajace 1 na 1, a
symbolem (1| odwzorowanie sprzezone do |i).

e Nietrudno sprawdzi¢, ze ()| przeprowadza dowolny ¢ € . na skalar (¢ [£).

@ Dla dowolnych ¢,y € 77 zlozenie odwzorowan Cﬂx%”ﬂﬂC jest

odwzorowaniem mnozenia przez skalar (¢ |p). Innymi stowy (| o |¢) = (¢ |p).

@ Bardzo czesto korzystamy z operatorow postaci |¢){v| (przeprowadzajacy &
na (¢ |£)y). Przyktadowo jesli {¢;}is jest baza ortonormalna podprzestrzeni
M < I, to

Py = Y1606

i€l
w tym sensie, ze

P& =) (il

iel
dla kazdego £ € 7.
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OPERATORY OGRANICZONE OPERATORY IZOMETRYCZNE I UNITARNE

TWIERDZENIE

Niech o7 i # beda przestrzeniami Hilberta i niech V bedzie odwzorowaniem
liniowym 7 — % . Wowczas nastepujace warunki sa rownowazne:

@ V jest odwzorowaniem izometrycznym,
© V jest ograniczone i V¥V =1 4,
@ dla dowolnych &,7n € . mamy (VE|Vn) = ({[n).
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OPERATORY OGRANICZONE OPERATORY IZOMETRYCZNE I UNITARNE

Q@ = ©O: Jest jasne, ze operator izometryczny jest ograniczony. Dalej stosujac
formutle polaryzacyjna do formy poéttoraliniowej F(&,n) = (VE|Vn) (€,n € ) oraz
fakt, ze |Vy| = |¢| dla wszystkich ¢ otrzymujemy

<V17—|—1 ‘Vn+1 > ZkHVn—i—lg)H

k=0

3
In+14¢)2 = & 7 % + 15| + 1% ) = ¢lm).
k=0

(VEIV) = 3

1
1

2
Zh

Stad dla dowolnych &, 7 € 5 mamy

(VEVE )y = (VEIVn) = Elmp,
czyli V¥V¢ = €.
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OPERATORY OGRANICZONE OPERATORY IZOMETRYCZNE I UNITARNE

Q = @: Jesli V¥V =1 4 to dla &, n € 7 mamy

(VEIVn) = (VFVE|n) = &np.

0=0:
Podstawiajac = ¢ w réwnosci (V¢|Vn) = (£|n) otrzymujemy |VE|2 = [£]? dla
kazdego ¢ € JZ, co oznacza, ze V jest izometria. O

UWAGA

Ograniczonos¢ V w punkcie @ jest potrzebna, poniewaz operator
sprzezony zdefiniowaliSmy tylko dla operatoréw ograniczonych. Okazuje
sie, ze mozna te definicje rozszerzy¢ na dowolny operator liniowy
zdefiniowany na gestej podprzestrzeni /¢ i wtedy ograniczonosc V
wynika z warunku V*V =1 ..



OPERATORY OGRANICZONE OPERATORY IZOMETRYCZNE I UNITARNE

DEFINICJA

Operator V € B(.7, %) spelniajacy warunki z powyzszego twierdzenia nazywamy
izometria.
Operator U € B(7, %) jest unitarny, jesli U jest izometrycznym izomorfizmem.

@ Niech XiY beda przestrzeniami Banacha.
@ Przypomnijmy, Ze operator T € B(X,Y) jest odwracalny, jesli istnieje
S e B(Y,X) taki, ze TS = 1y, ST = 1.
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OPERATORY OGRANICZONE OPERATORY IZOMETRYCZNE I UNITARNE

[WIERDZENIE

Niech /7 i # beda przestrzeniami Hilberta i niech U bedzie odwzorowaniem
liniowym 57 — 2. Wowczas nastepujace warunki sa rownowazne:

@ U jest unitarny,

@ U jest ograniczony i odwracalny oraz U~! = U*,

© U jest ograniczony i mamy U*U = 1 oraz UU* =1 4,

@ U jest surjekcja i dla dowolnych &, 7 € .7 mamy (U¢|Un) = (&|n).
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OPERATORY OGRANICZONE OPERATORY IZOMETRYCZNE I UNITARNE

© = ©: Jesli U jest unitarny, to jest odwracalny (i U~! jest odwzorowaniem
izometrycznym). Skoro U jest izometryczny, mamy U*U = 1, a mnozac obie
strony tej réwnosci z prawej przez U~! otrzymujemy U* = UL,

Implikacja @ = @ jest oczywista.

© = ©: Skoro UU* = 1 4, operator U jest surjektywny. Fakt, ze U zachowuje
iloczyn skalarny wynika natychmiast z rownosci U*U = 1 .

Q = ©: Zakladamy, ze U jest surjekcja, a wiec musimy jedynie wykaza¢, Ze jest
tez izometria. W tym celu wystarczy potozy¢ n = £ we wzorze (U¢|Un) = (&|n). O
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