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OPERATORY OGRANICZONE OPERATORY IZOMETRYCZNE I UNITARNE

PRZYKLAD

Na przestrzeni Ly(R9) rozwazmy operator Ty (ye RY) zdefiniowany wzorem
(y)(x0) = ¥(x —y),  vely(RY), xeRL

Jest oczywiste, ze |ryy|2 = [¢|2 dla wszystkich ¢ i wszystkich y, a takze, ze
operator 7y jest surjekcja. Tak wiec 7y jest unitarny dla kazdego y. Co wiecej, dla
dowolnych y;, yp € R mamy

Ty, © Tys = Tyi+ys>

czyli y — 7y jest homomorfizmem z grupy R w grupe wszystkich operatorow
unitarnych na L»(R%). Sprawdzimy teraz, ze homomorfizm ten jest ciagly w tym
sensie, ze dla dowolnego v € L,(R?) odwzorowanie

RYsy—> Ty € Ly(RY)
jest ciagte.
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OPERATORY OGRANICZONE OPERATORY IZOMETRYCZNE I UNITARNE

PRZYKLAD

Wezmy 1) € L(RY) i e > 0. Wowczas istnieje g. € C.(R?) taka, ze |¢) — ge2 < 5 i
zdefiniujmy

S = {x—i—z‘xesuppgg, |z| < 1}.

Funkcja g jest jednostajnie ciagla, a wiec istnieje 6. € ]0, 1] taka, ze |x — y|| < J
e

implikuje |g:(x) — g-(y)| < L Woweczas jesli |y|| < de, to

2 2
Iryge — gel3 = f 19:(x — y) — g- () dx = j 19:(x — y) — g: () dx
Rd S
% )2
< |S| sug!ga(x —y)—g-(0)|" < (§)"
Xe
Tak wiec
I = Bl < Iyt — mugello + I7ge — Gellz + I1ge — B2
— % — Gelo + Iy — Gellz + 19—l < S+ 5+ 5 =€,
jesli tylko ||y| < 9..
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OPERATORY OGRANICZONE OPERATORY IZOMETRYCZNE I UNITARNE

PRZYKLAD

Przypomnijmy, ze splot f * g funkcji f € L;(R?) i g € L,(R9) zdefiniowaliSmy wzorem

uxgxw:3ﬁﬂy—wguwu, ye R
Rd

Uzywajac operatorow {7y}, ga mozemy rozszerzyc te definicje na pary funkcji z
Ly(R%). Istotnie, jesli ¢, € Ly(R%) to kladac ¢(x) = ¢(—x) (x € R%) mamy

[ 1oty —llweolax = <l 11y = |Kryld) 1D

< |myldllol18lly = 181,191y = [8l,lel2 = l6l2lw]e

~

na mocy unitarnosci operatoréw 7y oraz ¢ — ¢.
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OPERATORY OGRANICZONE OPERATORY IZOMETRYCZNE I UNITARNE

PRZYKLAD

Wynika stad, ze wigc catka

f by — X (x) dx
Rd

jest dobrze okreslona dla dowolnego y € R9.
Ponadto funkcja

y— [ ow-xv0dx=(n3lu)
Rd

jest ciagla, a wiec splot dwéch elementow Ly (R9) jest funkcja ciagla i ograniczona
(na mocy nieréwnosci Schwarza).
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OPERATORY OGRANICZONE OPERATORY IZOMETRYCZNE I UNITARNE

PRZYKLAD

Niech A c RY bedzie zbiorem o niezerowej i skonczonej mierze Lebesguea i
polozmy ¢ = 14. Wowcezas nosnik funkeji

RY 5 y— (ryp|) e R

zawiera sie w zbiorze A— A = {a — b|a,be A}, gdyz

(ry® |9y = f 1a(x —y)la(x)dx = flA(x — y)dx.

Rd A

Ponadto funkcja ta jest ciagla i niezerowa (jej wartos¢ w zerze wynosi [|3 # 0),
a wiec jej nosnik musi zawierac zbior otwarty. Tym samym wykazaliSmy, ze dla
dowolnego zbioru A c R? o niezerowej mierze Lebesgue’a zbiér A — A zawiera kule.
W szczegolnosci jesli A < R jest mierzalny i niezerowej miary Lebesgue’a, to A — A
zawiera przedzial. Fakt ten jest znany jako twierdzenie Steinhausa.
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA PRZESTRZEN DUALNA

@ Niech /7 bedzie przestrzenia Hilberta.
e Twierdzenie Riesza o reprezentacji pozwala utozsamic przestrzen J¢* z 5
poprzez bijekcje
H 30— (0| e .
@ Odwzorowanie to jest izometryczne, ale anty-liniowe.

@ Przestrzen J¢* jest przestrzenia Hilberta (chocby dlatego, ze norma na J¢*
spelnia tozsamos¢ rownolegloboku). Latwo sprawdzic, ze iloczyn skalarny na
JC* wyglada tak:

UG HEXCIL
dla wszystkich ¢,y € 2.
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA PRZESTRZENIE ILORAZOWE

@ Niech X bedzie przestrzenia Banacha, a Y jej domknieta podprzestrzenia.
@ Na przestrzeni X/Y definiujemy norme ilorazowa:

[x + Y| = inf [x + y|.
yeY

@ Przestrzen X/Y z norma ilorazowa jest przestrzenia Banacha.

@ Jesli s7 jest przestrzenia Hilberta, a .# jej domknieta podprzestrzenia, to
przestrzen Banacha .7 /./# jest naturalnie izomorficzna z .#*:

A M3+ M — P yiipe st

@ Powyzszy izomorfizm jest izometria dla normy ilorazowej na .%°/.# i normy
na ./ odziedziczonej z 5. W szczegolnosci /.4 jest przestrzenia Hilberta.
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@ Niech /7 i # beda przestrzeniami Hilberta.

@ Na przestrzeni 7 @ % istnieje dokladnie jeden iloczyn skalarny taki, ze
odwzorowania

%95%{3]6%@% i %97}»—»{2]6%@%

sg izometriami o ortogonalnych obrazach.

e Jest to <[f]] ‘ [f}:]> = IE) + (ln').

@ Przestrzen ¢ @ % ze zdefiniowanym powyzej iloczynem skalarnym jest
przestrzenia Hilberta.

e Naturalny izomorfizm

(HOH)DL > Lﬂ — [i] eH DX DL)
0 0

jest odwzorowaniem unitarnym.
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA SUMY PROSTE

PRZYKLAD
Niech (€2, 4) i (A,v) beda przestrzeniami z miara i niech 7 = Ly(Q, u) oraz % =
La(A,v). Przestrzen 2 u A mozemy wyposazy¢ w miare p 1 v zdefiniowana na o-
algebrze podzbiorow (2 L1 A, ktorych przeciecia z €2 i A sa mierzalne wzorem

(Luv)A)=puAnQ)+rvAnA).

Woéwczas kazda para mierzalnych funkcji (f,g) odpowiednio na Q2 i na A definiuje
mierzalna funkcje f L gna Q L A:

) fx) xeQ
(fug)(X)—{g(x) e

Nietrudno wykaza¢, ze dla ¢ € Lo(Q, 1) 1 ¢ € Ly(A,v) mamy ¢ L € La(Q U A, p U
v), ale tez dowolna 6 € Lo(Q u A, L v) jest postaci § = ¢ L 1) dla jednoznacznie
wyznaczonych ¢ € Ly(2, 1) 1 ¢ € La(A, v).
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA SUMY PROSTE

PRZYKLAD

Rownie tatwo widzimy, ze odwzorowanie

(4

jest operatorem unitarnym. Innymi stowy La(Q, 1) @ La(A,v) = La(Q u A, puv).
Mozemy tez postapi¢ odwrotnie — zaczac¢ od przestrzeni z miara i roztozyc ja na
czesci. Przykladowo

La(2, ) ®La(A,v) 2 [SO} —ouYelLy(QuApur)

LQ(R) = L2 (]—OO, 0[) ) |—2 (]07 +OOD )
przy czym jednopunktowy podzbior {0} zostal pominiety, gdyz jest miary zero.
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA SUMY PROSTE

[WIERDZENIE

Niech {/4}jes bedzie rodzina przestrzeni Hilberta i oznaczmy symbolem 2 zbior
ciagow & = (§)jes takich, ze dla kazdego j mamy & € 74 oraz Y. ||§]? < +oo.
Jjed

Wowczas

Q@ 7 jest przestrzenia wektorowa z naturalnymi operacjami dodawania i
mnozenia przez skalary:

o dla £ = (§)jes i m = ())jes definiujemy £ + n jako ciag (§ + ny)jed.
o dla ae Ci& = (§)jes ktadziemy o = (a&j)jes.

@ dla dowolnych &,m € Z szereg >, ({j|n;) jest zbiezny bezwzglednie i jego suma
Jjed

definiuje iloczyn skalarny na 2, z ktérym & jest przestrzenia Hilberta.
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA SUMY PROSTE

Wezmy £ = (§j)jes,m = (9j)jes € Z. Dzieki nieréwnosci Schwarza w /3 (J) mamy

S gl < \/2 1512, 3 Iyl < +o,

Jjed Jjed Jjed
a wiec szereg

2 1g +ml? = Y(161% + 2Re &l + Imil®) < X (1617 + 208l + lmy]?)

Jjed Jjed Jjed

jest zbiezny i w konsekwencji £ + n € 2.
Fakt, ze a€ € 2 dla dowolnego a € C jest jasny.
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA SUMY PROSTE

Oszacowanie Y. |(&|n)| < X |§]ln] < +o0 gwarantuje zbieznose sumy > (&j|n;).
Jjed Jjed jed

Oznaczajac ja symbolem (£ |n) zauwazamy, ze
e wyrazenie ({|n) jest liniowe wzgledem 7,
o (&lm) = (nl&),
e (£]€) >0, jesli &€ # 0.

Tak wiec odwzorowanie (£, 1) — (&|n) jest iloczynem skalarnym na & i wyznaczo-
na przez ten iloczyn skalarny norma elementu v = (7;)jes € Z jest réwna

Il = VAT = (2<w>)é = W);.

\jed \jed
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA SUMY PROSTE

DowoOD
Przechodzimy do dowodu zupeinosci 2. Niech (§,,)neny bedzie ciagiem Cauchy’ego
w 2, tj. dla kazdego n mamy &, = ({n,j)jes 1 dla dowolnego € > O istnieje N. € N
takie, ze m,n > N,

2 < €2,

Hsn - ‘EmHZ = Z ||§n,j - ém,j|

Jjed
Wynika stad po pierwsze, ze dla kazdego j ciag ({n j)nen speinia warunek
Cauchy’ego 7. Kladziemy &; = linéo &njoraz § = (&)jeJ-
n—

wezmy teraz skonczony podzbior Jy < J. Wtedy

2 . 2 .
2 Ieng = Gl = Jim > €n = &ml® < limsup ) [€nj = &m,g

Jjedo Jjedo Jjed

2

)

?<e

jesli tylko n > N..
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA SUMY PROSTE

Wynika stad, ze dla n > N, mamy
2 lény—gl* = sup > fen; - gl <

Jjed \JO|<+ooJEJ0

i w konsekwencji

@ Y Ig1% = X 1&g — &ny + &nyl? < X (1§ = &nl® + 218 — Enjlll€nsl + [€n %) < +o0.
Jjed Jjed Jjed
czyli§ € 2,

e dla wszystkich n > N; mamy |§,, — £| < ¢, a wiec £n — 5 W normie
przestrzeni 7.
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA SUMY PROSTE

DEFINICJA

Przestrzen ¥ skonstruowana w ostatnim twierdzeniu nazywamy suma prosta

przestrzeni Hilberta {J%};c;. Oznaczamy ja symbolem @ 7.
Jjed

PRZYKLADY

@ Dla dowolnego zbioru J przestrzen Hilberta /5(J) jest izometrycznie
izomorficzna z suma prosta @ 7, gdzie /% = C dla kazdego j. Innymi stowy

Jjed
() = @C.
9 Ly(R) = %LQ([n,nJr 1[) = (—ELQ([O, 1[).



OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA PODPRZESTRZENIE I RZUTY

LEMAT

Niech T € B(J#). Wowczas (ran T)+ = ker T*.

¢ € ker T* wtedy i tylko wtedy, gdy (T*¢|n) = O dla wszystkich n € . Stad
¢ € ker T* wtedy i tylko wtedy, gdy (£|Tn) = O dla wszystkich 7, tj. wtedy i tylko
wtedy, gdy £ L ranT. O




OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA PODPRZESTRZENIE I RZUTY

TWIERDZENIE
Niech .# bedzie przestrzenia Hilberta i P € B(J¢). Jesli P2 = P i P = P*, to istnieje
domknieta podprzestrzen .# c 7 taka, ze P=P ,.

DowoOD
Niech .# bedzie obrazem P. Skoro P2 = P, mamy Ran P = ker(1 — P), a wiec .#
jest domknieta.

Teraz na mocy lematu ker P = ker P* = (ran P)* = .#*, czyli P jest rzutem na .#
wzdtuz .7+. Ol

@ Mamy wiec bijekcje pomiedzy domknietymi podprzestrzeniami w J7, a
rzutami ortogonalnymi w B(.#’) (operatorami P € B(.7#) takimi, ze P*P = P).
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