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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA PODPRZESTRZENIE I RZUTY

TWIERDZENIE

Niech .# i ./ beda domknietymi podprzestrzeniami przestrzeni Hilberta 7.
Wowczas

Q 7 1 JVWtGdyitylkOWtedy, gdyP///PJV =P,P, =0,
Q@ # c ./ wtedy i tylko wtedy, gdy PP, =P ,.
W przypadku @ podprzestrzen .# + ./ jest domknietai P,y =Py +Py.
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA PODPRZESTRZENIE I RZUTY

DOwWOD
Ad @. Jesli .# 1L ., to dla dowolnego ¢ € # mamy Pyt € N < M+ =kerP, i
tak samo P 4 € ker P 4, skad wynika P Py =P 4P , = 0.

Odwrotnie, jesli P,P, = O, to kazdy n € ./ spelia P,n = P,Pyn = O, co
oznacza, ze N CkerPy = .4, tj. N L .A.

Ad ©. Ze wzoru P,P, = P, wynika, ze P,{ = ¢ dla dowolnego & € .#, czyli
A < . Odwrotnie, jesli .# < ./, to dla kazdego v € s wektor P 41 nalezy do
AN, awiec Py Py =P 4.

Zalozmy teraz, ze .# | /. Podprzestrzen .# +.4 jest domknieta, gdyz jesli (¢n)nen
jest ciagiem elementow .#Z + ./ zbieznym do ) € s, to rozkladajac

Yn = &n + Nn, neN

na skltadowe w .7 i .4 otrzymujemy ciagi (n)neny 0raz (nn)nen, Ktére oba spekiaja
warunek Cauchy’ego, poniewaz |n — ¥m|? = [&n — &m|? + [9n — nm?.
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA PODPRZESTRZENIE I RZUTY

Skoro .# i ./ sa domKkniete, ciagi ({n)nen 1 (7n)neny maja granice £ € .# oraz ne N
ivy=E+ne N + 4.

Zauwazmy dalej, ze operator P, + P 4 jest samosprzezony i idempotentny, a po-
nadto jest on identycznoscia na .# + .4". Co wiecej, dla kazdego ( € A4+ n N+ =
(M + A)*+ mamy (P, +Py)¢ =0, azatem P, + P4 jest rzutem ortogonalnym na
M+ N O

LEMAT

Dla dowolnych domknietych podprzestrzeni .#, ./ — 5 mamy
MEANL = (M + N

Skoro M <« M+ N i N <M+ N, mamy (A + N c M-~ N Z
drugiej strony, jesli o € .+ n .4+, to ¢ jest ortogonalny do kazdego
wektora postaci { + ndlafe . #, ne N O]

P.M. SOLTAN (KMMF) MHS SEMESTR LETNI 2024 /2025 4/14



OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA ILOCZYN TENSOROWY

@ Niech V i W beda przestrzeniami wektorowymi.

@ Algebraicznym iloczynem tensorowym V i W nazywamy przestrzen V ®,,W
wraz z dwuliniowym odwzorowaniem ®: V x W — V ®,,W taka, ze dla kazdej
przestrzeni wektorowej Z i kazdego dwuliniowego odwzorowania F: V x W — Z
istnieje doktadnie jedno odwzorowanie liniowe f: V ®,,W — Z takie, ze
diagram

V ox W F Z

of

V ®algW

jest przemienny.
@ Iloczyn tensorowy istnieje i jest jedyny z doktadnoscia do izomorfizmu.

@ Wartos¢ odwzorowania ®: V x W — V ®,,W na elemencie (v, w) e V x W
oznaczamy symbolem v ® w i nazywamy tensorem prostym.
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA ILOCZYN TENSOROWY

TWIERDZENIE

Niech 7 i % beda przestrzeniami Hilberta. Wowczas istnieje dokladnie jeden
iloczyn skalarny na /7 ®.,% taki, ze

{1 @ Y1|p2 @ P2y = {p1|p2)P1|12), 1,92 € I, P1Pg € K.

DowoD

Jedynosc iloczynu skalarnego spelniajacy warunek z twierdzenia jest oczywista,
gdyz tensory proste rozpinaja przestrzen ¢ Q.- % .

Dla dowodu istnienia ustalmy ¢; € 7 i ¢; € #. Odwzorowanie

H x H 3 (p2,%2) —> {p1]|w2XP1|2) € C

jest dwuliniowe, a wiec istnieje jedyny funkcjonat liniowy @, ,,, na J Q.. % taki,
ze

Do) 01 (P2 @ YPa) = (1|02 V1 |92), po € A, g € K.
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA ILOCZYN TENSOROWY

TWIERDZENIE

Niech 7 i % beda przestrzeniami Hilberta. Wowczas istnieje dokladnie jeden
iloczyn skalarny na /7 ®.,% taki, ze

{1 @ Y1|p2 @ P2y = {p1|p2)P1|12), 1,92 € I, P1Pg € K.

DowoD

Teraz niech & bedzie przestrzenia wektorowa wszystkich antyliniowych funkcjon-
alow na J7 ®,,# . Wtedy funkcja @, ,;, zdefiniowana wzorem

Dy 1 (€) = Py, (£ § € RugH
jest elementem & dla kazdej pary (¢1,%;). Co wiecej odwzorowanie

Hx H 3 (p1,91) —> D €E

jest dwuliniowe. Wynika stad, ze istnieje jedyne liniowe =: J7 ®,,.% — & takie, ze

E’(gol7w1):q)§01,dl17 @16%, wlet%/-
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA ILOCZYN TENSOROWY

TWIERDZENIE

Niech 7 i % beda przestrzeniami Hilberta. Wowczas istnieje dokladnie jeden
iloczyn skalarny na /7 ®.,% taki, ze

{1 @ Y1|p2 @ P2y = {p1|p2)P1|12), 1,92 € I, P1Pg € K.

DowOD
WykazalisSmy, ze dla dowolnych ¢, pg € 7 i 91,19 € Z mamy

(E(e1 ®¥1)) (2 @12) = Py, 4, (w2 ® 2) = {1 |w2){¥h1|1h2) = {p2|p1)XWa|11).

Mozemy wiec zdefiniowac iloczyn skalarny na J# ®,,. %2 :

Elmy = (EE)m),  &neH QugHt .

Na mocy tej definicji wyrazenie (¢|n) jest liniowe wzgledem 7.
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA ILOCZYN TENSOROWY

TWIERDZENIE

Niech 7 i % beda przestrzeniami Hilberta. Wowczas istnieje dokladnie jeden
iloczyn skalarny na /7 ®.,% taki, ze

{1 @ Y1|p2 @ P2y = {p1|p2)P1|12), 1,92 € I, P1Pg € K.

DowoD

N M
Niech ¢ = Y ¢! ® €2 oraz = Y, nf ® 7. Wtedy
i—1 J=1

4

N M N M
&l = EO)m) = <:(2 ¢l @53)) (2 L @an> ~ 3 Y EE 0) i} o)
=1 i=1j=1

N M = N M
= 2 2 el Ymle2) = X0 D (et X&),
i=1j=1 i=1j=1

co w szczegolnosci pokazuje, ze (€1 ® 11|82 ® n2) = (&1 182){n1 |n2)-
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA ILOCZYN TENSOROWY

TWIERDZENIE

Niech 7 i % beda przestrzeniami Hilberta. Wowczas istnieje dokladnie jeden
iloczyn skalarny na /7 ®.,% taki, ze

{1 @ Y1|p2 @ P2y = {p1|p2)P1|12), 1,92 € I, P1Pg € K.

DowOD
Z powyzszego rachunku wynika takze, ze

N M N M
=313 ()R = 352
=1j=1 i=1j=1

dla dowolnych &, 1 € H Qe .

&

njz> = {&my
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA ILOCZYN TENSOROWY

TWIERDZENIE

Niech 7 i % beda przestrzeniami Hilberta. Wowczas istnieje dokladnie jeden
iloczyn skalarny na /7 ®.,% taki, ze

{1 @ Y1|p2 @ P2y = {p1|p2)P1|12), 1,92 € I, P1Pg € K.

DowoD

N
Wreszcie jesli ¢ = Y ¢! ® €2 jest niezerowym elementem 7 ®,, %, to stosujac
i=1

ortogonalizacje Grama-Schmidta mozemy spowodowac, ze £2,...,£2% sa ortonor-
malne i wtedy

N
€l1ey =Y el I* > o.
i=1

Tym samym pokazaliSmy, ze (£,n) — ({|n) jest iloczynem skalarnym na % ®y,
H . O
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DEFINICJA

Niech . i .# beda przestrzeniami Hilberta. Iloczynem tensorowym 7 i %
nazywamy uzupelnienie przestrzeni ¢ ®,,# W normie pochodzacej od iloczynu
skalarnego opisanego w powyzszym twierdzeniu. Przestrzen te oznaczamy
symbolem 7 ® % .

UWAGA

Niech & € s, n e #. Wowczas

[¢ @nl* =€ @nle@n) = €[>,

czyli |€®n| = [£]|n].- Norma na (algebraicznym) iloczynie tensorowym przestrzeni
z norma, ktéra ma te wlasnos¢ nazywa si¢ norma krzyzowa. Innymi stowy
naturalna norma na iloczynie tensorowym przestrzeni Hilberta jest norma
krzyzowa.
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA ILOCZYN TENSOROWY

UWAGA

Niech 7 bedzie skonczenie wymiarowa i wybierzmy baze ortonormalna
{e1,...,eq} przestrzeni /#. Rozwazmy algebraiczny iloczyn tensorowy .7 ®,,. % .
stosujac ortogonalizacja Grama-Schmidta wzgledem pierwszej nogi iloczynu

tensorowego mozemy dowolny element .77 ® % zapisa¢ w formie Z e ®¢ dla

pewnych &1, ...,&4 € # . Wynika stad natychmiast, Ze przestrzen %” Qg jest
izomorficzna z suma prosta # @ --- @ # (d kopii) poprzez odwzorowanie

&1
Ze@& []
&a

Ponadto odwzorowanie to jest izometryczne dla norm pochodzacych od iloczynow
skalarnych na ¢ ®,,7 1 # @ ---® % . Zauwazmy, ze ta ostatnia przestrzen jest
zupelna, a wiec 7 ®,,.# jest automatycznie przestrzenia Hilberta:

T QugH = I QK .
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA ILOCZYN TENSOROWY

STWIERDZENIE

Niech {¢i}ier i {¢)j}jes beda bazami ortonormalnymi przestrzeni Hilberta J# i 7 .
Wowcezas uktad {¢; ® 9} (i jjerx jest baza ortonormalna 7 ® 7 .

DowoD

Uklad {¢; ® ¥} (1 jjerxJ- & do span{p; @ ¢ | i€ I, j € J} naleza wszystkie tensory
proste postaci £ ® 7, gdzie & € span{p;|i € I}, an e span{y;|je J}. Jesli { € 7 i

n e X, to istnieja ciagi (§n)nen 1 (Mn)nen W span{o; | i € I} oraz span{v;|j € J} takie,
ze &n — Einn o Dalej, na mocy ciaglosci normy mamy

16n @ nn — ER@M|* = n®nMn — E@N|En @ n — E®@ M)

= ||én ®77nH2 —2Re(n ®nn\€®n> + 11§ ®77||2
= l&nl? Il — 2 Re<&nlXnnlny + €1 Inl* — O.

n—aoo

Stad S Que " < span{p; @jliel, je J}. O
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