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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA ILOCZYN TENSOROWY

PRZYKLAD

Niech (2, 1) i (A, v) beda o-skoniczonymi przestrzeniami z miara i rozwazmy
¢ € La(Q, ) oraz ¢ € La(A, v). Wowcezas na mocy twierdzenia Fubiniego funkcja

QxAs(xy)— )Py eC

jest catlkowalna z kwadratem wzgledem miary produktowej 4 ® v na Q x A.
Funkcje (x,y) — ¢(x)¥(y) nazywamy iloczynem tensorowym funkcji ¢ i ¢, a
oznaczamy symbolem ¢ ® 1. Odwzorowanie (¢, 1) — ¢ ® ¥ jest dwuliniowe
La(2, 1) x La(A,v) — La(Q x A, p® ), a wiec wyznacza operator liniowy

L2 (€2, 1) agla(A,v) — La(2 x A, p ® v). W nastepnym twierdzeniu pokazemy, ze
przy jednym dodatkowym zalozeniu operator ten jest unitarny.
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA ILOCZYN TENSOROWY

LEMAT

Niech {&i}ier 1 {ni}icr beda bazami ortonormalnymi przestrzeni Hilberta 7 i 7.
Woweczas istnieje doktadnie jeden operator unitarny U € B(J7, %) taki, ze
U¢; = n; dla wszystkich i.

DowoD

Najpierw definiujemy Up na span{¢; ] i € I} ktadac Upé; = n;. Operator ten jest
izometryczny, a wiec rozszerza sie jednoznacznie do izometrii U: ¢ — 7, ktora
ma gesty obraz (bo zawiera on span{ni ] iel }). Ale obraz izometrii jest zawsze
domkniety, wiec U jest operatorem unitarnym. O




OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA ILOCZYN TENSOROWY

[WIERDZENIE

Niech (€2, 1) i (A, v) beda o-skonczonymi przestrzeniami z miara takimi, ze
przestrzenie Hilberta Ly (2, 1) i Lo(A, v) sa oSrodkowe. Wowczas operator

I—Q(Qa /’L) ®algL2(A7 V) - LZ(Q X A7 H ® V)
przeprowadzajacy kazdy tensor prosty £ ® n € Ly(£, 1) ®ael2(A, v) na funkcje
Qx A>3 (xy)—E)n(y) e C

rozszerza si¢ do operatora unitarnego La(Q, 1) ® La(A,v) — Lo(Q x A, p®@v).
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA ILOCZYN TENSOROWY

DowoOD

Niech {¢i}ien 1 {¢i}ien beda bazami ortonormalnymi Ly (€2, 1) i Lo(A, v). Z twierdzenia
Fubiniego natychmiast wnioskujemy, ze funkcje

Qx A5 (xy)— (%Y eC,  ijeN

tworza uklad ortonormalny w L»(Q2 x A, p ® v). Wykazemy, Ze element przestrzeni
La(2 x A, n®v), ktory jest ortogonalny do wszystkich tych funkcji musi by¢ zerem,
a wiec funkcje te tworza baze ortonormalna przestrzeni Lo (Q x A, u ®v).

Wezmy wiec 6 € Lo(Q x A, u®v) taka, ze

f 006, )6i(x)05(y) d(u® ) (x, y) = O
QOxA

dla wszystkich i ij. Zauwazmy, ze skoro |0|? jest catkowalna na 2 x A, na mocy
twierdzenia Fubiniego, funkcja 0(-,y): Q@ 3 x — 6(x,y) nalezy do Ly(Q2, ) dla
prawie wszystkich y € A.
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA ILOCZYN TENSOROWY

Co wiecej, iloczyn skalarny 6(-,y) z dowolna funkcja ¢ € Ly(Q,u) jest (prawie
wszedzie zdefiniowana) funkcja catkowalna z kwadratem, gdyz

f K6, )&% du(y) < f l6C, u)|21€12 dv(y) = f 62 d(n @) €12 = [0121¢]2.
A A

QxA
Dalej rachunek
0= J(JM@@O d,u(x)>qu(y) dv(y) = J<9(.7 y)‘¢i>1/1j(y) dv(y)
A Q il

pokazuje, ze dla kazdego i element y — {0(-, y)|¢;) przestrzeni Ly(A,v) jest ortogo-
nalny do ¢; dla wszystkich j. Innymi stowy funkcja y — {0(-, y)|¢;) jest réwna zero
na A\A; dla pewnego zbioru A; c A miary zero.
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA ILOCZYN TENSOROWY

DowoD

W konsekwencji, dla y € A\( U A > funkcja 6(-, y) jest réwna zero prawie wszedzie

na 2, astadG—Ong(QxAp@)z/)

Skoro funkcje (x,y) — ¢i(x)1;(y) tworza baze ortonormalna L»(2 x A, p ® v), lemat
mowi, ze istnieje jedyny operator unitarny U: Ly(Q, 1) ® La(A,v) — La(Q x A, p®v)
odwzorowujacy kazdy element ¢;, ® 1, bazy {¢: ® 1} (i jerxs na funkcje

(X, Yy) —> 9ip (X) o (Y).-
WeZmy teraz tensor prosty { ® n € La(€, pt) ®ugla (A, v). Mamy

¢=lim & oraz g = lim npn,
gdzie €= 32 (ulEdc i = 3 Cylnduy.
i= Jj=

P.M. SOLTAN (KMMF) MHS SEMESTR LETNI 2024 /2025 7/17



OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA ILOCZYN TENSOROWY

Istnieja podciagi ({n, )ken 1 (M0, )ken takie, ze &, 0 £ oraz np, =" punktowo

prawie wszedzie. Co wiecej &, ® 1, — §®mn, bo

[ére ® Ny — E@ M| = (nye @ e — E® M| ® iy — E@ M)
= [n, ® ]| — 2Re (&ny @ iy |E@ M) + € ® 7|2
= [neI? 17, |? — 2 Re &ny | EXnn | ) + 1€]12Im]1 P 0.
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA ILOCZYN TENSOROWY

Tak wiec

ueon = tim U 3 ilexuimia@n ) = lim 3 @lexuin Ubi@b)

ij=1 ij=1

a poniewaz U(¢; ® ¥j)(x, y) = ¢i(x)¥j(y) dla prawie wszystkich (x, y) € Q x A, otrzy-
mujemy

(U) ) = im (3 @o) ) F Guli)) = Jim &0, (0 (6) = (o)
i=1 —0

dla prawie wszystkich (x,y) € Q x A. O
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PRZYKLAD

Niech 7 bedzie przestrzenia Hilberta, a I zbiorem. Rozwazmy iloczyn tensorowy
przestrzeni Hilberta /5 (I) ® # i niech {d;}i; bedzie baza standardowa /5 (I). Dalej
niech {1;};cs bedzie baza ortonormalna /. Mamy wowczas naturalna bijekcje
pomiedzy bazami ortonormalnymi {d; ® ¥} ; jjerxJ Przestrzeni lo(I) ® 7 i baza
ortonormalna |_|{1/JJ Yed = U{l} x {1j}jes przestrzeni (—D . Tak wiec istnieje

operator unltarny (1) ® %” @ I przeprowadzajacy jedna baze na druga. W
szczegolnosci (o (1) ® H# =~ P %”
I

UWAGA

Nietrudno sie przekonac, ze jesli 57, % i £ sa przestrzeniami Hilberta, to jedyny
operator U: (# ® #)Q® ¥ — H ® (H ® L) przeprowadzajacy dowolny tensor
postaci (£ ®7) ® § na £ ® (n ® ) jest unitarny. Korzystajac z tego mozemy
utozsamic te przestrzenie i oznaczac obie symbolem 7 ® % ® .Z.




OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA ILOCZYN TENSOROWY

@ Niech 7 bedzie przestrzenia Hilberta.
@ Rozwazmy odwzorowanie x € B(.%° ® %) takie, ze

X(E®n) =n1®¢

dla wszystkich &, e 7.

@ x jest operatorem unitarnym i x? = 1, a wiec operator ten ma tylko dwie
wartosci wlasne +1 1 —1.

@ Niech
H RN ={EcHAQH|XE=E2} oraz H @A ={EcHQH|xE=-E}

@ R 1 R, sa domknietymi podprzestrzeniami /7 ® J¢. Latwo tez
zauwazyc, ze sa ortogonalne (jesli = € 57 ®,.7 i1l € 7€ ®,.7, to
G = XEXID = E[ - II) = —EID).
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA ILOCZYN TENSOROWY

@ Rzut ortogonalny na 77 ®,.7 nazywamy symetryzatorem i oznaczamy
symbolem Sym, a rzut na .’ ®,# nazywamy antysymetryzatorem i

oznaczamy Alt

@ Mamy
=_ 1= =
SYymz = 5(E+xE) Se @
=_ 1= = -
AtE = (= —xE)
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA ILOCZYN TENSOROWY

@ Operator x definiuje dziatanie grupy S, na 7 ® 7.
@ Analogicznie definiujemy dziatanie grupy S, na #®" = # ®---® #:
—_—
n czynnikow
T (1@ ®pn) =Pr1)® " QPr-1(n),  P1,---,9n €A, TESy

@ Rozszerzamy pojecie symetryzatora i antysymetryzatora:

m€Sn EeH QA
AtZ =L % sen(m)n -2
TESH

i definiujemy 7" oraz /#®" jako obrazy rzutéw Sym i Alt.
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA

e Jest jasne, ze dzialanie S, na J#®" jest trywialne, a na %" kazda 7 € S,
dziata przez mnozenie przez skalar sgn(mw).

@ Tak jak w przypadku n = 2, podprzestrzenie J#®" i ;7" gg ortogonalne
oraz mamy SN @ SN = H R .
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA ILOCZYN TENSOROWY

PRZYKLAD

Mamy naturalne utozsamienie L,(R) ® - - - ® Ly(R) = Ly(RY) przeprowadzajace

d Ij;zy
kazdy tensor prosty ¢; ® - - - ® g na funkcje

R 5 x — ¢1(%1) - - pa(Xa) € C.

Nietrudno sie przekonac, ze przy tym utozsamieniu podprzestrzen Ly(R)®s"
odpowiada przestrzeni tych ¥ e L,(R4), dla ktérych

U (Xn(1)s -5 X)) = P(x1, -, Xq)

dla wszystkich 7 € Sy i prawie wszystkich x € R%. Z kolei Ly(R)®" staje sie
przestrzenia tych ® e L,(R%), ktére spetiaja

D (Xr(1)s -5 Xr(@)) = sgn(m)@(x1, .., Xq)
dla wszystkich 7 € S4 i prawie wszystkich x € R4,
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA ILOCZYN TENSOROWY

@ Niech /7 bedzie przestrzenia Hilberta.
¢ Pelna przestrzenia Focka nazywamy przestrzen

0
LX) = @ 2%,
n=0

gdzie s#®° utozsamiamy z przestrzenia jednowymiarowa C.
@ Wektor 1 € C = s#®0 c I'(#) tradycyjnie oznacza sie symbolem ().

e Na kazdym sktadniku prostym przestrzeni I'(7#) mamy dziatanie
odpowiedniej grupy permutacji. W szczegolnosci mozemy na nich dokonac

symetryzacji lub anty-symetryzacji.
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA ILOCZYN TENSOROWY

¢ Bozonowa przestrzenia Focka nazywamy przestrzen

a0
Fs (%) - @ %®Sn
n=0
(przy czym #90 = C, a s#®1 = 7).
¢ Fermionowa przestrzenia Focka nazywamy przestrzen

o0
Fa(%) - @ %@an
n=0

(podobnie #®0 = C, a #®1 = 7).
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