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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA ILOCZYN TENSOROWY

PRZYKŁAD

Niech pΩ, µq i pΛ, νq będą σ-skończonymi przestrzeniami z miarą i rozważmy
φ P L2pΩ, µq oraz ψ P L2pΛ, νq. Wówczas na mocy twierdzenia Fubiniego funkcja

Ω ˆ Λ Q px ,yq ÞÝÑ φpxqψpyq P C

jest całkowalna z kwadratem względem miary produktowej µb ν na Ω ˆ Λ.

Funkcję px ,yq ÞÑ φpxqψpyq nazywamy iloczynem tensorowym funkcji φ i ψ, a
oznaczamy symbolem φb ψ. Odwzorowanie pφ,ψq ÞÑ φb ψ jest dwuliniowe
L2pΩ, µq ˆ L2pΛ, νq Ñ L2pΩ ˆ Λ, µb νq, a więc wyznacza operator liniowy
L2pΩ, µq balgL2pΛ, νq Ñ L2pΩ ˆ Λ, µb νq. W następnym twierdzeniu pokażemy, że
przy jednym dodatkowym założeniu operator ten jest unitarny.
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA ILOCZYN TENSOROWY

LEMAT

Niech tξiuiPI i tηiuiPI będą bazami ortonormalnymi przestrzeni Hilberta H i K .
Wówczas istnieje dokładnie jeden operator unitarny U P BpH ,K q taki, że
Uξi “ ηi dla wszystkich i.

DOWÓD

Najpierw definiujemy U0 na span
␣

ξi
ˇ

ˇ i P I
(

kładąc U0ξi “ ηi . Operator ten jest
izometryczny, a więc rozszerza się jednoznacznie do izometrii U : H Ñ K , która
ma gęsty obraz (bo zawiera on span

␣

ηi
ˇ

ˇ i P I
(

). Ale obraz izometrii jest zawsze
domknięty, więc U jest operatorem unitarnym.
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA ILOCZYN TENSOROWY

TWIERDZENIE

Niech pΩ, µq i pΛ, νq będą σ-skończonymi przestrzeniami z miarą takimi, że
przestrzenie Hilberta L2pΩ, µq i L2pΛ, νq są ośrodkowe. Wówczas operator

L2pΩ, µq balgL2pΛ, νq ÝÑ L2pΩ ˆ Λ, µb νq

przeprowadzający każdy tensor prosty ξ b η P L2pΩ, µq balgL2pΛ, νq na funkcję

Ω ˆ Λ Q px ,yq ÞÝÑ ξpxqηpyq P C

rozszerza się do operatora unitarnego L2pΩ, µq b L2pΛ, νq Ñ L2pΩ ˆ Λ, µb νq.
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA ILOCZYN TENSOROWY

DOWÓD

Niech tϕiuiPN i tψiuiPN będą bazami ortonormalnymi L2pΩ, µq i L2pΛ, νq. Z twierdzenia
Fubiniego natychmiast wnioskujemy, że funkcje

Ω ˆ Λ Q px ,yq ÞÝÑ ϕipxqψjpyq P C, i, j P N

tworzą układ ortonormalny w L2pΩ ˆ Λ, µ b νq. Wykażemy, że element przestrzeni
L2pΩˆΛ, µb νq, który jest ortogonalny do wszystkich tych funkcji musi być zerem,
a więc funkcje te tworzą bazę ortonormalną przestrzeni L2pΩ ˆ Λ, µb νq.

Weźmy więc θ P L2pΩ ˆ Λ, µb νq taką, że
ż

ΩˆΛ

θpx ,yqϕipxqψjpyq dpµb νqpx ,yq “ 0

dla wszystkich i i j. Zauważmy, że skoro |θ|2 jest całkowalna na Ω ˆ Λ, na mocy
twierdzenia Fubiniego, funkcja θp¨,yq : Ω Q x ÞÝÑ θpx ,yq należy do L2pΩ, µq dla
prawie wszystkich y P Λ.
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA ILOCZYN TENSOROWY

DOWÓD

Co więcej, iloczyn skalarny θp¨,yq z dowolną funkcją ξ P L2pΩ, µq jest (prawie
wszędzie zdefiniowaną) funkcją całkowalną z kwadratem, gdyż

ż

Λ

ˇ

ˇxθp¨,yq ξy
ˇ

ˇ

2 dνpyq ď

ż

Λ

›

›θp¨,yq
›

›

2
2}ξ}2

2 dνpyq “

ż

ΩˆΛ

|θ|2 dpµb νq}ξ}2
2 “ }θ}2

2}ξ}2
2.

Dalej rachunek

0 “

ż

Λ

ˆ
ż

Ω

θpx ,yqϕipxq dµpxq

˙

ψjpyq dνpyq “

ż

Λ

xθp¨,yq ϕiyψjpyq dνpyq

pokazuje, że dla każdego i element y ÞÑ xθp¨,yq ϕiy przestrzeni L2pΛ, νq jest ortogo-
nalny do ψj dla wszystkich j. Innymi słowy funkcja y ÞÑ xθp¨,yq ϕiy jest równa zero
na Λz∆i dla pewnego zbioru ∆i Ă Λ miary zero.
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA ILOCZYN TENSOROWY

DOWÓD

W konsekwencji, dla y P Λz

ˆ

8
Ť

i“1
∆i

˙

funkcja θp¨,yq jest równa zero prawie wszędzie

na Ω, a stąd θ “ 0 w L2pΩ ˆ Λ, µb νq.

Skoro funkcje px ,yq ÞÑ ϕipxqψjpyq tworzą bazę ortonormalną L2pΩ ˆ Λ, µb νq, lemat
mówi, że istnieje jedyny operator unitarny U : L2pΩ, µq b L2pΛ, νq Ñ L2pΩ ˆ Λ, µ b νq

odwzorowujący każdy element ϕi0 b ψj0 bazy tϕi b ψjupi, jqPIˆJ na funkcję

px ,yq ÞÝÑ ϕi0pxqψj0pyq.

Weźmy teraz tensor prosty ξ b η P L2pΩ, µq balgL2pΛ, νq. Mamy

ξ “ lim
nÑ8

ξn oraz η “ lim
nÑ8

ηn ,

gdzie ξn “
n
ř

i“1
xϕi ξyϕi i ηn “

n
ř

j“1
xψj ηyψj.
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA ILOCZYN TENSOROWY

DOWÓD

Istnieją podciągi pξnk qkPN i pηnk qkPN takie, że ξnk ÝÝÝÑ
kÑ8

ξ oraz ηnk ÝÝÝÑ
kÑ8

η punktowo

prawie wszędzie. Co więcej ξnk b ηnk ÝÝÝÑ
kÑ8

ξ b η, bo

}ξnk b ηnk ´ ξ b η}2 “ xξnk b ηnk ´ ξ b η ξnk b ηnk ´ ξ b ηy

“ }ξnk b ηnk }2 ´ 2Re xξnk b ηnk ξ b ηy ` }ξ b η}2

“ }ξnk }2}ηnk }2 ´ 2Re xξnk ξyxηnk ηy ` }ξ}2}η}2 ÝÝÝÑ
kÑ8

0.
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA ILOCZYN TENSOROWY

DOWÓD

Tak więc

U pξ b ηq “ lim
kÑ8

U
ˆ nk

ÿ

i,j“1

xϕi ξyxψj ηypϕi b ψjq

˙

“ lim
kÑ8

nk
ÿ

i,j“1

xϕi ξyxψj ηy U pϕi b ψjq,

a ponieważ U pϕi b ψjqpx ,yq “ ϕipxqψjpyq dla prawie wszystkich px ,yq P Ω ˆ Λ, otrzy-
mujemy

`

U pξ b ηq
˘

px ,yq “ lim
kÑ8

ˆ nk
ř

i“1
xϕi ξyϕipxq

˙ˆ nk
ř

i“1
xψi ηyψipyq

˙

“ lim
kÑ8

ξnk pxqηnk pyq “ ξpxqηpyq

dla prawie wszystkich px ,yq P Ω ˆ Λ.
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA ILOCZYN TENSOROWY

PRZYKŁAD

Niech H będzie przestrzenią Hilberta, a I zbiorem. Rozważmy iloczyn tensorowy
przestrzeni Hilberta ℓ2pIq b H i niech tδiuiPI będzie bazą standardową ℓ2pIq. Dalej
niech tψjujPJ będzie bazą ortonormalną H . Mamy wówczas naturalną bijekcję
pomiędzy bazami ortonormalnymi tδi b ψjupi, jqPIˆJ przestrzeni ℓ2pIq b H i bazą
ortonormalną

Ů

I
tψjujPJ “

Ť

iPI
tiu ˆ tψjujPJ przestrzeni

À

I
H . Tak więc istnieje

operator unitarny ℓ2pIq b H Ñ
À

I
H przeprowadzający jedną bazę na drugą. W

szczególności ℓ2pIq b H –
À

I
H .

UWAGA

Nietrudno się przekonać, że jeśli H , K i L są przestrzeniami Hilberta, to jedyny
operator U : pH b K q b L Ñ H b pK b L q przeprowadzający dowolny tensor
postaci pξ b ηq b θ na ξ b pη b θq jest unitarny. Korzystając z tego możemy
utożsamić te przestrzenie i oznaczać obie symbolem H b K b L .
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA ILOCZYN TENSOROWY

Niech H będzie przestrzenią Hilberta.

Rozważmy odwzorowanie χ P BpH b H q takie, że

χpξ b ηq “ η b ξ

dla wszystkich ξ, η P H .

χ jest operatorem unitarnym i χ2 “ 1, a więc operator ten ma tylko dwie
wartości własne `1 i ´1.

Niech

H bsH “
␣

Ξ P H b H
ˇ

ˇχΞ “ Ξ
(

oraz H baH “
␣

Ξ P H b H
ˇ

ˇχΞ “ ´Ξ
(

H bsH i H baH są domkniętymi podprzestrzeniami H b H . Łatwo też
zauważyć, że są ortogonalne (jeśli Ξ P H bsH i Π P H baH , to
xΞ Πy “ xχΞ χΠy “ xΞ ´ Πy “ ´xΞ Πy).
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA ILOCZYN TENSOROWY

Rzut ortogonalny na H bsH nazywamy symetryzatorem i oznaczamy
symbolem Sym, a rzut na H baH nazywamy antysymetryzatorem i
oznaczamy Alt
Mamy

#

SymΞ “ 1
2pΞ ` χΞq

AltΞ “ 1
2pΞ ´ χΞq

, Ξ P H b H .
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA ILOCZYN TENSOROWY

Operator χ definiuje działanie grupy S2 na H b H .

Analogicznie definiujemy działanie grupy Sn na H bn “ H b ¨ ¨ ¨ b H
looooooomooooooon

n czynników

:

π ¨ pφ1 b ¨ ¨ ¨ b φnq “ φπ´1p1q b ¨ ¨ ¨ b φπ´1pnq, φ1, . . . , φn P H , π P Sn

Rozszerzamy pojęcie symetryzatora i antysymetryzatora:
$

’

&

’

%

SymΞ “ 1
n!

ř

πPSn

π ¨ Ξ

AltΞ “ 1
n!

ř

πPSn

sgnpπqπ ¨ Ξ
, Ξ P H b H bn .

i definiujemy H bsn oraz H ban jako obrazy rzutów Sym i Alt.
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA ILOCZYN TENSOROWY

Jest jasne, że działanie Sn na H bsn jest trywialne, a na H ban każda π P Sn
działa przez mnożenie przez skalar sgnpπq.

Tak jak w przypadku n “ 2, podprzestrzenie H bsn i H ban są ortogonalne
oraz mamy H bsn ‘ H ban “ H b H .
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA ILOCZYN TENSOROWY

PRZYKŁAD

Mamy naturalne utożsamienie L2pRq b ¨ ¨ ¨ b L2pRq
looooooooooomooooooooooon

d razy

– L2pRdq przeprowadzające

każdy tensor prosty ψ1 b ¨ ¨ ¨ b ψd na funkcję

Rd Q x ÞÝÑ ψ1px1q ¨ ¨ ¨ψdpxdq P C.

Nietrudno się przekonać, że przy tym utożsamieniu podprzestrzeń L2pRqbsn

odpowiada przestrzeni tych Ψ P L2pRdq, dla których

Ψ
`

xπp1q, . . . , xπpdq

˘

“ Ψpx1, . . . , xdq

dla wszystkich π P Sd i prawie wszystkich x P Rd. Z kolei L2pRqban staje się
przestrzenią tych Φ P L2pRdq, które spełniają

Φ
`

xπp1q, . . . , xπpdq

˘

“ sgnpπqΦpx1, . . . , xdq

dla wszystkich π P Sd i prawie wszystkich x P Rd.
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA ILOCZYN TENSOROWY

Niech H będzie przestrzenią Hilberta.

Pełną przestrzenią Focka nazywamy przestrzeń

ΓpH q “

8
à

n“0
H bn ,

gdzie H b0 utożsamiamy z przestrzenią jednowymiarową C.

Wektor 1 P C “ H b0 Ă ΓpH q tradycyjnie oznacza się symbolem Ω.

Na każdym składniku prostym przestrzeni ΓpH q mamy działanie
odpowiedniej grupy permutacji. W szczególności możemy na nich dokonać
symetryzacji lub anty-symetryzacji.
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA ILOCZYN TENSOROWY

Bozonową przestrzenią Focka nazywamy przestrzeń

ΓspH q “

8
à

n“0
H bsn

(przy czym H bs0 “ C, a H bs1 “ H ).

Fermionową przestrzenią Focka nazywamy przestrzeń

ΓapH q “

8
à

n“0
H ban

(podobnie H ba0 “ C, a H ba1 “ H ).
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