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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA ILOCZYN TENSOROWY

e Niech T € B(.#1,.741) 1 S € B(#,,.743). Odwzorowanie
S x Ky 3 (§n) — TE® Sy e 0 ® Hp
jest dwuliniowe, a wiec istnieje jedyne odwzorowanie liniowe

T®algS: <){//1 ®alg% - % ®f%, takie’ Ze

n
(T ®ueS 2 §&1®n = Z T&1 ® Sn;

i=1

dla wszystkich &1,...6n e #1 1m1,...,0n € Ha.

STWIERDZENIE

Niech T € B(#1,.741) i S € B(#a, 7). Wowczas operator T ®,,S rozszerza sie do
T®S: ) ® Ay — ] ® #% o normie |T||S|.
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA ILOCZYN TENSOROWY

Na poczatek rozwazmy przypadek % = %51 S = 1. Jesli ¥ € J# ®,#5 i zapiszemy
¥ w postaci

n
U= > L®,
i=1
gdzie {¢1,...,%¥n} sa ortonormalne, to
9 n 2 n n
(T ®ueS)¥[" = | Y, T&®@vi| = X, IT&GI? < ITI? ), I&l® = 1T1? %)
i=1 i=1 i=1

Wynika stad, ze T ®,,S = T ®..1 jest ograniczony, a jego norma nie przekracza
|T|. W konsekwencji operator ten rozszerza sie jednoznacznie do ograniczonego
operatora %] ® 5 — A ® .%o o normie nie wiekszej niz |T|. Oznaczmy ten
operator symbolem T ® 1.
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA ILOCZYN TENSOROWY

DowoOD
Podobnie w przypadku J7; = A i T = 1 widzimy, ze 1 ®,,S rozszerza si¢ jed-
noznacznie do ograniczonego operatora 1 ® S: 74 Q #o — A ® 7 spelniajacego
[1® S| < Sl

W przypadku ogolnym zauwazamy, ze operator (1® S)(T ® 1) obciety do 7] ®..#2
jest rowny T ®,,S, a wiec operator ten rozszerza sie do ograniczonego operatora
1IR®S)(T®1): ) ® A — ] ® H#,, ktory oznaczamy symbolem T ® S. Co wiecej

IT®S|=[1e9)(Tel)| < [1®9)|I(Te1)| < |SIITI.

Teraz wezmy dowolny ¢ > O i niech ¢ € J#] oraz n € #; beda takie, ze |T¢|| > ||T| —¢
i|Sn|>|S|—e. Wéwczas

(T®S)E@n)| = IT¢® Snll = [TElSnll > ITIISI - e(IT] + IS]) + €2,

co pokazuje, ze |[T® S| = |T||S|. O
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA ILOCZYN TENSOROWY

Niech T € B(.#1,74) i S € B(#4, .7%). Operator T ® S skonstruowany w
powyzszym stwierdzeniu nazywamy iloczynem tensorowym operatoréw T i S.

CIEKAWOSTKA

Latwo si¢ przekonac, ze jesli dim 7 < oo, to kazdy operator na 7 ® ¢ jest
kombinacja liniowa iloczynéw tensorowych elementow B(.77).

Z Kkolei jesli dim .7 = oo, to nie kazdy operator na ¢ ® J¢ jest granica kombinacji
liniowych operatorow postaci T ® S. Przykladowo operator x lezy w odleglosci 1
od domknig¢tej powloki wypuklej operatorow postaci T ® S.



SZEREGI FOURIERA UWAGI OGOLNE I NOTACJA

@ Zaleznie od kontekstu rozwazac bedziemy szeregi Fouriera

o funkcji okresowych na R o okresie 27,
e funkcji na [—n, 7],
e funkcji na T,

gdzie jak zwykle T = {ze C||z| = 1}.
@ Symbolem m bedziemy oznaczac¢ znormalizowana miare Lebesgue’a na T:

Er[fdm = zlﬂif(eit) dt.

@ Przypomnijmy tez notacje:
bn(z) = 2", zeT, neZ.

oraz
Pn(t) = =€, te[-m, 7], neZ.
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SZEREGI FOURIERA UWAGI OGOLNE I NOTACJA

@ Mamy ¢, = W, (ne N), gdzie W jest operatorem unitarnym
Ly(T) — Lo([—m, 7]) danym wzorem

(Wo)(t) = =v(e"),  vely(T), te[-m ).
@ Wspoélrzedne wektora ¢ € Ly(T) w bazie {$pn}nez nazywamy wspoélczynnikami

Fouriera funkcji ¢ i oznaczamy je w nastepujacy sposob:

o(n) ={bnlyp) = fzncp(z) dm(z), neZz.
T

e Oznaczajac symbolem ¢ kolekcje (3) ez, Otrzymujemy odwzorowanie unitarne
LQ(T) SNl {5 S Ez(Z)
@ Dla ¢ € Ly([—m, 7]) mamy

™

d(n) = \/% e My (t) dt, neZz.
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SZEREGI FOURIERA UWAGI OGOLNE I NOTACJA

@ Wspotczynniki Fouriera mozna zdefiniowac nie tylko dla elementow L, ale
takze dla funkcji z L;.
@ Ponizsza tabelka podaje wzory na wspolczynniki Fouriera w réznych
sytuacjach:
Funkcja Wspotezynnik Fouriera

o € Ly(T) P(n) = 1§z—"gp(z) dm(z) = _7§ eIntp(elt) dt

beblo([—m ) | d(n) = - § ety de

Sl | Jn =Sz dmz) = { e (e di

—T

geli(l-m7]) | g(n) = 5 § e Mg(t)dt
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SZEREGI FOURIERA

@ Jest jasne, ze diagram

L2(T)
@
w lo(Z)
i
Lo([—m, 7])

(ktorego wszystkie strzatki sa operatorami unitarnymi) jest przemienny.
e Uwaga: na poziomie L; analogiczny diagram nie jest przemienny.
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@ Niech ¢ € Ly([—m, 7]).
e Wtedy szereg i) = Y, ¥ (n)¢n jest zbiezny w normie | - |s.

nez
e Przypomnijmy, Ze jadro Dirichleta jest to funkcja

sin((N+3)x)

Dn(x) = ;Vw siln(éx) X € IR’\\27TZ‘
2: X € 277

STWIERDZENIE

Niech ¢ € Ly([—m,7]) idla N € N oraz t € [—x, ] zdefiniujmy sy(¢, t) wzorem

™

sy (W, £) = JDN(t—Q)w(H)dH, te [ x].

—T

Wowczas przy N — o funkcje t — sy (v, t) zbiegaja do ¢ w Ly([—m, 7]).
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SZEREGI FOURIERA SZEREGI FOURIERA W Lo

DowoOD

Funkcja t — sn(¥, t) jest rzutem ¢ na podprzestrzen span{¢_n; ..., ¢n}. Dalej

zauwazmy, ze skoro szereg >, 1(n)¢, jest zbiezny w Ly, dla kazdego ¢ > O istnieje
nez
skonczony podzbior I. ¢ Z taki, ze

< &

Hw Bmyen]

nel:

Niech M. = max{|m||m € L.}. Wtedy dla kazdego N > M. mamy

‘w— i zZ(n)qs
n=—N

2

- 3 o < SROP - - X B(myon]

|n|>N né¢l. nele

< 82.

O
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SZEREGI FOURIERA SZEREGI FOURIERA W Lo

Wiemy, ze ciag sum czeSciowych

N ~
( 5 w<n>¢n)
n=—N
ma podciag zbiezny punktowo prawie wszedzie. Jednak wzor

b(t) = = 3 d(n)e

nez

NeN

jest klopotliwy, gdyz nie ma gwarancji, ze szereg jest zbiezny dla wybranego t.
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SZEREGI FOURIERA SZEREGI FOURIERA NA Lj

@ Przypomnijmy niezmienniczoSc¢ miary m wzgledem przesuniec¢ na T:

ffz(dm ff )ydm(z).

@ Niech f € L;(T). Woéwczas ciag wspolczynnikow Fourieraf” jest ograniczony,
bo

n)| < j f(2)|dm(z) = |f]1.
T

o W szczegolnosci f € £y, (Z) 1 | f]w < |f]1. czyli odwzorowanie f — f jest
ciaglym operatorem liniowym L;(T) — ¢ (Z).

TWIERDZENIE (LEMAT RIEMANNA-LEBESGUE’A)

Niech f € L;(T). Wtedy 1111100}(11) = 0.
n—x
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DowoD

Najpierw zauwazmy, ze jesli f nalezy do Ly(T), to cia;gjc jest sumowalny z
kwadratem, a wiec oczywiscie dazy do zera w +co. Ponadto przestrzen L(T) jest
gesta w L (T), gdyz zawiera C(T), a ta podprzestrzen jest gesta w w L,(T) dla
kazdego p € [1, +x[. Tak wiec dla kazdej f € L;(T) mamy f = ,}Lr%ofn’ gdzie

Jn € Ly(T). Dalej ilelg‘j(n)’ < | fl1, a zatem an —fHOO = Hﬁ_\fHoo < | =fl —> 0.

W koncu przypomnijmy, ze podprzestrzen /., (Z) ztozona z ciagéw zbieznych do
zera w t+oo jest domknieta i w konsekwencji f do niej nalezy. O

@ Podprzestrzen /., (Z) ztozona z ciagéw zbieznych do zera w +c0 oznaczamy
symbolem cq(Z).
@ co(Z) jest przestrzenia Banacha z norma || - | .
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SZEREGI FOURIERA SZEREGI FOURIERA NA Lj

STWIERDZENIE

Odwzorowanie f +—>:f jest ciaglym operatorem liniowym L;(T) — co(Z) o normie 1.

Wiemy juz, ze operator f »—»JA“ ma norme nie wieksza niz 1. Biorac za f funkcje
stala 1 (ktéra ma norme 1 w L, (T)) widzimy, Ze ciag f ma norme 1 w co(Z), co
pokazuje, ze operator f — f ma norme réowna doktadnie 1. O

WNIOSEK

Odwzorowanie L ([—7,7]) 3 g — g € co(Z) jest operatorem liniowym o normie /2.




SZEREGI FOURIERA SZEREGI FOURIERA NA Lj

LEMAT

Niech f € Ly ([—7, w]) bedzie taka, ze dla dowolnego podprzedziatu [a, b] c [—7, 7]

b
mamy § f(t)dt = 0. Wowczas f = O.
a

UWAGA

Analogiczne stwierdzenie z Ly([—, 7]) w miejscu L, ([—m, 7]) jest oczywiste w
swietle tego, ze Ly([—m, 7]) ma baze ktérej elementami sq kombinacje liniowe
funkcji charakterystycznych przedzialow.




SZEREGI FOURIERA SZEREGI FOURIERA NA Lj

DOWOD LEMATU

Jesli funkcja f ma catke zero po kazdym [a, b] < [r, 7], to jest tak rowniez dla
f. Oznacza to, ze wystarczy udowodni¢ lemat dla funkcji f o wartosciach rzeczy-
wistych.

Polézmy E = {t € [-m, ]| f(t) > 0}.Jak kazdy mierzalny podzbiér [, 7] zbior E
mozemy zapisa¢ w postaci E = G\N, gdzie N jest miary zero, a G jest typu Gs,
tj. jest przecieciem przeliczalnej rodziny zbiorow otwartych:

o]
G=(]Un
n=1

Z kolei kazdy U, jest co najwyzej przeliczalna suma przedzialow otwartych:

a0
U lage, bl -
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SZEREGI FOURIERA SZEREGI FOURIERA NA Lj

DowOD LEMATU

Wynika stad, ze dla kazdego n

T © o0 bk
Jf(t)dtz J > 1y [ (U (D) At = Y[ swat=o0
U, S k=1 ke=1gn
i w konsekwencji
|rwae= [swa= | 1aer@ae = tim | 1,6r0d-0
E G — —

(bo 1y, f - 15 f punktowo i dla wszystkich n mamy |1y, f] < |.f]).

WykazaliSmy, ze czesS¢ dodatnia f jest rowna zero prawie wszedzie. Analogicznie
pokazujemy, ze czeSC ujemna f jest rowna zero prawie wszedzie, a wiec f = 0. [J
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SZEREGI FOURIERA SZEREGI FOURIERA NA Lj

TWIERDZENIE

Operator L ([—7,7]) 3 g — g € co(Z) jest injektywny.

Wezmy dowolna g € L;([—m, 7]) 1 pot6zmy

Wtedy funkcja G jest ciagla, gdyz jesli (xn)neny zbiega do x w [—m, 7|, to ciag

funkcji charakterystycznych (1j_ ),y Zbiega punktowo do 1., a wiec

917 x S gl_, ) punktowo i mozemy zastosowac twierdzenie o zbieznosci
n—

Zmajoryzowanej.

P.M. SOLTAN (KMMF) MHS SEMESTR LETNI 2024 /2025 19/22



TWIERDZENIE

Operator L ([—7,7]) 3 g — g € co(Z) jest injektywny.

Ponadto dla kazdego n € Z mamy

gdzie T = {(x,t) | -mr <t < x < 7}.
Zamieniajac kolejnos¢ calkowania otrzymujemy

G(n) = L f f e g(t) dxdt - - f ( f ei”xdx)g(t) dt.
-7t -t
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TWIERDZENIE

Operator L ([—7,7]) 3 g — g € co(Z) jest injektywny.

DowOD

Dla n # O ostatni wzor daje

™

G(n) = = [ £((-1" - e )g( e = £ ((-1)"9(0) - §(n).

Przypuscmy teraz, ze g = 0. Wowczas wszystkie wspotezynniki Fouriera G oprécz

G(0) sa réwne zero. Funkcja G jest ciagla, a wiec calkowalna z kwadratem, co

pokazuje, ze G jest stala (a nawet réwna zero, bo G(—n) = 0). Tak wiec dla
b

dowolnego [a,b] < [—m, 7| mamy {g(t)dt = G(b) — G(a) = 0. Na mocy lematu,
a

g=0wL([-mn]). O
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SZEREGI FOURIERA SZEREGI FOURIERA NA Lj

WNIOSEK

Niech g € L;([—7, 7]) bedzie taka, ze Y \@(n)\z < +o0. Wowezas g € Ly([—m, 7]).

nez

DowoD

Mamy przemienny diagram

Li([=m, 7)) —228 - co(2)
j D j
Lo([Sm, 7)) —222 15(z)

w Kktorym pionowe strzalki sa naturalnymi wlozeniami. Skoro dolna pozioma
strzatka jest izomorfizmem, teza wynika natychmiast z injektywnos¢ gorne;j
poziomej strzalki. O
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