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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA ILOCZYN TENSOROWY

Niech T P BpK1,H1q i S P BpK2,H2q. Odwzorowanie

K1 ˆ K2 Q pξ, ηq ÞÝÑ Tξ b Sη P H1 b H2

jest dwuliniowe, a więc istnieje jedyne odwzorowanie liniowe
T balgS : K1 balgK2 Ñ H1 b H2 takie, że

pT balgSq

n
ÿ

i“1

ξ1 b ηi “

n
ÿ

i“1

Tξ1 b Sηi

dla wszystkich ξ1, . . . ξn P K1 i η1, . . . , ηn P K2.

STWIERDZENIE

Niech T P BpK1,H1q i S P BpK2,H2q. Wówczas operator T balgS rozszerza się do
T b S : K1 b K2 Ñ H1 b H2 o normie }T }}S}.
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA ILOCZYN TENSOROWY

DOWÓD

Na początek rozważmy przypadek H2 “ K2 i S “ 1. Jeśli Ψ P K1 balgK2 i zapiszemy
Ψ w postaci

Ψ “

n
ÿ

i“1

ξi b ψi ,

gdzie tψ1, . . . , ψnu są ortonormalne, to

›

›pT balgSqΨ
›

›

2
“

›

›

›

›

n
ÿ

i“1

Tξi b ψi

›

›

›

›

2

“

n
ÿ

i“1

}Tξi}
2 ď }T }2

n
ÿ

i“1

}ξi}
2 “ }T }2}Ψ}2.

Wynika stąd, że T balg S “ T balg1 jest ograniczony, a jego norma nie przekracza
}T }. W konsekwencji operator ten rozszerza się jednoznacznie do ograniczonego
operatora K1 b K2 Ñ H1 b K2 o normie nie większej niż }T }. Oznaczmy ten
operator symbolem T b 1.

P.M. SOŁTAN (KMMF) MHS SEMESTR LETNI 2024/2025 3 / 22



OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA ILOCZYN TENSOROWY

DOWÓD

Podobnie w przypadku K1 “ H1 i T “ 1 widzimy, że 1 balg S rozszerza się jed-
noznacznie do ograniczonego operatora 1 b S : H1 b K2 Ñ H1 b H2 spełniającego
}1 b S} ď }S}.

W przypadku ogólnym zauważamy, że operator p1b SqpT b1q obcięty do K1 balgK2
jest równy T balg S, a więc operator ten rozszerza się do ograniczonego operatora
p1 b SqpT b 1q : K1 b K2 Ñ H1 b H2, który oznaczamy symbolem T b S. Co więcej

}T b S} “
›

›p1 b SqpT b 1q
›

› ď }p1 b Sq}}pT b 1q} ď }S}}T }.

Teraz weźmy dowolny ε ą 0 i niech ξ P K1 oraz η P K2 będą takie, że }Tξ} ą }T } ´ ε
i }Sη} ą }S} ´ ε. Wówczas

›

›pT b Sqpξ b ηq
›

› “ }Tξ b Sη} “ }Tξ}}Sη} ą }T }}S} ´ ε
`

}T } ` }S}
˘

` ε2,

co pokazuje, że }T b S} ě }T }}S}.
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OPERACJE NA PRZESTRZENIACH HILBERTA ILOCZYN TENSOROWY

DEFINICJA

Niech T P BpK1,H1q i S P BpK2,H2q. Operator T b S skonstruowany w
powyższym stwierdzeniu nazywamy iloczynem tensorowym operatorów T i S.

CIEKAWOSTKA

Łatwo się przekonać, że jeśli dimH ă 8, to każdy operator na H b H jest
kombinacją liniową iloczynów tensorowych elementów BpH q.

Z kolei jeśli dimH “ 8, to nie każdy operator na H b H jest granicą kombinacji
liniowych operatorów postaci T b S. Przykładowo operator χ leży w odległości 1
od domkniętej powłoki wypukłej operatorów postaci T b S.
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SZEREGI FOURIERA UWAGI OGÓLNE I NOTACJA

Zależnie od kontekstu rozważać będziemy szeregi Fouriera
funkcji okresowych na R o okresie 2π,
funkcji na r´π, πs,
funkcji na T,

gdzie jak zwykle T “
␣

z P C
ˇ

ˇ |z| “ 1
(

.
Symbolem m będziemy oznaczać znormalizowaną miarę Lebesgue’a na T:

ż

T

f dm “ 1
2π

π
ż

´π

f
`

eit˘dt.

Przypomnijmy też notację:

ϕnpzq “ zn , z P T, n P Z.

oraz
ϕnptq “ 1?

2π
eint , t P r´π, πs, n P Z.
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SZEREGI FOURIERA UWAGI OGÓLNE I NOTACJA

Mamy ϕn “ Wϕn (n P N), gdzie W jest operatorem unitarnym
L2pTq Ñ L2pr´π, πsq danym wzorem

pWψqptq “ 1?
2π
ψ
`

eit˘, ψ P L2pTq, t P r´π, πs.

Współrzędne wektora φ P L2pTq w bazie tϕnunPZ nazywamy współczynnikami
Fouriera funkcji φ i oznaczamy je w następujący sposób:

pφpnq “ xϕn φy “

ż

T

z´nφpzq dmpzq, n P Z.

Oznaczając symbolem pφ kolekcję
`

pφ
˘

nPZ otrzymujemy odwzorowanie unitarne

L2pTq Q φ ÞÝÑ pφ P ℓ2pZq.

Dla ψ P L2pr´π, πsq mamy

pψpnq “ 1?
2π

π
ż

´π

e´intψptq dt, n P Z.
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SZEREGI FOURIERA UWAGI OGÓLNE I NOTACJA

Współczynniki Fouriera można zdefiniować nie tylko dla elementów L2 ale
także dla funkcji z L1.
Poniższa tabelka podaje wzory na współczynniki Fouriera w różnych
sytuacjach:

Funkcja Współczynnik Fouriera

φ P L2pTq pφpnq “
ş

T
z´nφpzq dmpzq “ 1

2π

π
ş

´π
e´intφ

`

eit
˘

dt

ψ P L2pr´π, πsq pψpnq “ 1?
2π

π
ş

´π
e´intψptq dt

f P L1pTq pf pnq “
ş

T
z´nf pzq dmpzq “ 1

2π

π
ş

´π
e´intf

`

eit
˘

dt

g P L1pr´π, πsq pgpnq “ 1?
2π

π
ş

´π
e´intgptq dt
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SZEREGI FOURIERA UWAGI OGÓLNE I NOTACJA

Jest jasne, że diagram

L2pTq

W

��

φ ÞÑpφ

((
ℓ2pZq

L2pr´π, πsq

ψ ÞÑ pψ

66

(którego wszystkie strzałki są operatorami unitarnymi) jest przemienny.

Uwaga: na poziomie L1 analogiczny diagram nie jest przemienny.
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SZEREGI FOURIERA SZEREGI FOURIERA W L2

Niech ψ P L2pr´π, πsq.
Wtedy szereg ψ “

ř

nPZ
pψpnqϕn jest zbieżny w normie } ¨ }2.

Przypomnijmy, że jądro Dirichleta jest to funkcja

DN pxq “

$

&

%

sinppN` 1
2 qxq

2π sinp 1
2 xq

x P Rz2πZ
2N`1

2π x P 2πZ
.

STWIERDZENIE

Niech ψ P L2pr´π, πsq i dla N P N oraz t P r´π, πs zdefiniujmy sN pψ, tq wzorem

sN pψ, tq “

π
ż

´π

DN pt ´ θqψpθq dθ, t P r´π, πs.

Wówczas przy N Ñ 8 funkcje t ÞÑ sN pψ, tq zbiegają do ψ w L2pr´π, πsq.
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SZEREGI FOURIERA SZEREGI FOURIERA W L2

DOWÓD

Funkcja t ÞÑ sN pψ, tq jest rzutem ψ na podprzestrzeń spantϕ´N , . . . , ϕN u. Dalej
zauważmy, że skoro szereg

ř

nPZ
pψpnqϕn jest zbieżny w L2, dla każdego ε ą 0 istnieje

skończony podzbiór Iε Ă Z taki, że
›

›

›

›

ψ ´
ÿ

nPIε

pψpnqϕn

›

›

›

›

2
ă ε.

Niech Mε “ max
␣

|m|
ˇ

ˇm P Iε
(

. Wtedy dla każdego N ě Mε mamy

›

›

›

›

ψ ´

N
ÿ

n“´N

pψpnqϕn

›

›

›

›

2

2
“

ÿ

|n|ąN

ˇ

ˇ pψpnq
ˇ

ˇ

2
ď

ÿ

nRIε

ˇ

ˇ pψpnq
ˇ

ˇ

2
“

›

›

›

›

ψ ´
ÿ

nPIε

pψpnqϕn

›

›

›

›

2

2
ă ε2.
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SZEREGI FOURIERA SZEREGI FOURIERA W L2

UWAGA

Wiemy, że ciąg sum częściowych

ˆ N
ÿ

n“´N

pψpnqϕn

˙

NPN

ma podciąg zbieżny punktowo prawie wszędzie. Jednak wzór

ψptq “ 1?
2π

ÿ

nPZ

pψpnqeint

jest kłopotliwy, gdyż nie ma gwarancji, że szereg jest zbieżny dla wybranego t.
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SZEREGI FOURIERA SZEREGI FOURIERA NA L1

Przypomnijmy niezmienniczość miary m względem przesunięć na T:
ż

T

f pzζq dmpzq “

ż

T

f pzq dmpzq.

Niech f P L1pTq. Wówczas ciąg współczynników Fouriera pf jest ograniczony,
bo

ˇ

ˇ
pf pnq

ˇ

ˇ ď

ż

T

ˇ

ˇ f pzq
ˇ

ˇdmpzq “ } f }1,

W szczególności pf P ℓ8pZq i } pf }8 ď } f }1, czyli odwzorowanie f ÞÑ pf jest
ciągłym operatorem liniowym L1pTq Ñ ℓ8pZq.

TWIERDZENIE (LEMAT RIEMANNA-LEBESGUE’A)

Niech f P L1pTq. Wtedy lim
nÑ˘8

pf pnq “ 0.
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SZEREGI FOURIERA SZEREGI FOURIERA NA L1

DOWÓD

Najpierw zauważmy, że jeśli f należy do L2pTq, to ciąg pf jest sumowalny z
kwadratem, a więc oczywiście dąży do zera w ˘8. Ponadto przestrzeń L2pTq jest
gęsta w L1pTq, gdyż zawiera CpTq, a ta podprzestrzeń jest gęsta w w LppTq dla
każdego p P r1,`8r. Tak więc dla każdej f P L1pTq mamy f “ lim

nÑ8
fn, gdzie

fn P L2pTq. Dalej sup
nPZ

ˇ

ˇ
pf pnq

ˇ

ˇ ď } f }1, a zatem
›

›
pfn ´ pf

›

›

8
“
›

›
{fn ´ f

›

›

8
ď } fn ´ f }1 ÝÝÝÑ

nÑ8
0.

W końcu przypomnijmy, że podprzestrzeń ℓ8pZq złożona z ciągów zbieżnych do
zera w ˘8 jest domknięta i w konsekwencji pf do niej należy.

Podprzestrzeń ℓ8pZq złożona z ciągów zbieżnych do zera w ˘8 oznaczamy
symbolem c0pZq.

c0pZq jest przestrzenią Banacha z normą } ¨ }8.
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SZEREGI FOURIERA SZEREGI FOURIERA NA L1

STWIERDZENIE

Odwzorowanie f ÞÑ pf jest ciągłym operatorem liniowym L1pTq Ñ c0pZq o normie 1.

DOWÓD

Wiemy już, że operator f ÞÑ pf ma normę nie większą niż 1. Biorąc za f funkcję
stałą 1 (która ma normę 1 w L1pTq) widzimy, że ciąg pf ma normę 1 w c0pZq, co
pokazuje, że operator f ÞÑ pf ma normę równą dokładnie 1.

WNIOSEK

Odwzorowanie L1pr´π, πsq Q g ÞÑ pg P c0pZq jest operatorem liniowym o normie
?

2π.
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SZEREGI FOURIERA SZEREGI FOURIERA NA L1

LEMAT

Niech f P L1pr´π, πsq będzie taka, że dla dowolnego podprzedziału ra,bs Ă r´π, πs

mamy
b
ş

a
f ptq dt “ 0. Wówczas f 9“ 0.

UWAGA

Analogiczne stwierdzenie z L2pr´π, πsq w miejscu L1pr´π, πsq jest oczywiste w
świetle tego, że L2pr´π, πsq ma bazę której elementami są kombinacje liniowe
funkcji charakterystycznych przedziałów.
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SZEREGI FOURIERA SZEREGI FOURIERA NA L1

DOWÓD LEMATU

Jeśli funkcja f ma całkę zero po każdym ra,bs Ă rπ, πs, to jest tak również dla
f . Oznacza to, że wystarczy udowodnić lemat dla funkcji f o wartościach rzeczy-
wistych.

Połóżmy E “
␣

t P r´π, πs
ˇ

ˇ f ptq ě 0
(

.Jak każdy mierzalny podzbiór r´π, πs zbiór E
możemy zapisać w postaci E “ GzN , gdzie N jest miary zero, a G jest typu Gδ,
tj. jest przecięciem przeliczalnej rodziny zbiorów otwartych:

G “

8
č

n“1

Un .

Z kolei każdy Un jest co najwyżej przeliczalną sumą przedziałów otwartych:

Un “

8
ď

k“1

san
k ,b

n
k r .
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SZEREGI FOURIERA SZEREGI FOURIERA NA L1

DOWÓD LEMATU

Wynika stąd, że dla każdego n

ż

Un

f ptq dt “

π
ż

´π

8
ÿ

k“1

1san
k ,b

n
krptqf ptq dt “

8
ÿ

k“1

bn
k
ż

an
k

f ptq dt “ 0

i w konsekwencji

ż

E

f ptq dt “

ż

G

f ptq dt “

π
ż

´π

1Gptqf ptq dt “ lim
nÑ8

π
ż

´π

1Un ptqf ptq dt “ 0

(bo 1Un f ÝÝÝÑ
nÑ8

1G f punktowo i dla wszystkich n mamy |1Un f | ď | f |).

Wykazaliśmy, że część dodatnia f jest równa zero prawie wszędzie. Analogicznie
pokazujemy, że część ujemna f jest równa zero prawie wszędzie, a więc f 9“ 0.
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SZEREGI FOURIERA SZEREGI FOURIERA NA L1

TWIERDZENIE

Operator L1pr´π, πsq Q g ÞÑ pg P c0pZq jest injektywny.

DOWÓD

Weźmy dowolną g P L1pr´π, πsq i połóżmy

Gpxq “

x
ż

´π

gptq dt, x P r´π, πs.

Wtedy funkcja G jest ciągła, gdyż jeśli pxnqnPN zbiega do x w r´π, πs, to ciąg
funkcji charakterystycznych

`

1r´π,xns

˘

nPN zbiega punktowo do 1r´π,xs, a więc
g1r´π,xns ÝÝÝÑ

nÑ8
g1r´π,xs punktowo i możemy zastosować twierdzenie o zbieżności

zmajoryzowanej.

P.M. SOŁTAN (KMMF) MHS SEMESTR LETNI 2024/2025 19 / 22



SZEREGI FOURIERA SZEREGI FOURIERA NA L1

TWIERDZENIE

Operator L1pr´π, πsq Q g ÞÑ pg P c0pZq jest injektywny.

DOWÓD

Ponadto dla każdego n P Z mamy

pGpnq “ 1?
2π

π
ż

´π

e´inxGpxq dx “ 1?
2π

π
ż

´π

e´inx
ˆ

x
ż

´π

gptq dt
˙

dx “ 1?
2π

ĳ

T

e´inxgptq dt dx ,

gdzie T “
␣

px , tq
ˇ

ˇ´π ď t ď x ď π
(

.

Zamieniając kolejność całkowania otrzymujemy

pGpnq “ 1?
2π

π
ż

´π

π
ż

t

e´inxgptq dx dt “ 1?
2π

π
ż

´π

ˆ

π
ż

t

e´inx dx
˙

gptq dt.

P.M. SOŁTAN (KMMF) MHS SEMESTR LETNI 2024/2025 20 / 22



SZEREGI FOURIERA SZEREGI FOURIERA NA L1

TWIERDZENIE

Operator L1pr´π, πsq Q g ÞÑ pg P c0pZq jest injektywny.

DOWÓD

Dla n ‰ 0 ostatni wzór daje

pGpnq “ 1?
2π

π
ż

´π

i
n

`

p´1qn ´ e´int˘gptq dt “ i
n

`

p´1qn
pgp0q ´ pgpnq

˘

.

Przypuśćmy teraz, że pg “ 0. Wówczas wszystkie współczynniki Fouriera G oprócz
pGp0q są równe zero. Funkcja G jest ciągła, a wiec całkowalna z kwadratem, co
pokazuje, że G jest stała (a nawet równa zero, bo Gp´πq “ 0). Tak więc dla

dowolnego ra,bs Ă r´π, πs mamy
b
ş

a
gptq dt “ Gpbq ´ Gpaq “ 0. Na mocy lematu,

g “ 0 w L1pr´π, πsq.
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SZEREGI FOURIERA SZEREGI FOURIERA NA L1

WNIOSEK

Niech g P L1pr´π, πsq będzie taka, że
ř

nPZ

ˇ

ˇ

pgpnq
ˇ

ˇ

2
ă `8. Wówczas g P L2pr´π, πsq.

DOWÓD

Mamy przemienny diagram

L1pr´π, πsq
g ÞÑpg // c0pZq

L2pr´π, πsq
ψ ÞÑ pψ //

?�

OO

ℓ2pZq
?�

OO

w którym pionowe strzałki są naturalnymi włożeniami. Skoro dolna pozioma
strzałka jest izomorfizmem, teza wynika natychmiast z injektywność górnej
poziomej strzałki.
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